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GEWIDMET. 





A I ANA 


Es ist mir vergönnt, den Plan einer Weiterführung, meines 
Lehrbuches der Algebra, den ich vor zwölf Jahren in der Vor- 
rede zur ersten Auflage des zweiten Bandes angekündigt habe, 
nach mannigfaltigen Abhaltungen noch auszuführen. Durch das 
Entgegenkommen der Verlagsfirma erscheint dieser dritte Band 
der Algebra zugleich als zweite Auflage der im Jahre 1891 zum 
erstenmal gedruckten „Elliptischen Funktionen und algebraischen 
Zahlen“. 

Er beschäftigt sich hauptsächlich mit dem weiteren Ausbau 
der mannigfaltigen Anwendungen der Algebra und besonders der 
Theorie der quadratischen Körper auf die aus den elliptischen 
Funktionen hervorgegangenen Probleme, die uns das erste über 
die Kreisteilung hinausgehende Beispiel von algebraischen Zahlen 
liefern, deren Gesetze einigermaßen bekannt sind. Als Grund- 
lage dazu dient eine eingehendere Behandlung der quadratischen 
Körper mit negativer Diskriminante, Freilich ist auch hier nicht 
alles erreicht, was ich mir als letztes Ziel gesteckt hatte. So 
mußte die Ausführung der Theorie der relativ zyklischen Körper 
noch zurückgestellt werden — hoffentlich nur einstweilen. 

Dagegen habe ich, einem mehrfach an mich herangetretenen 
Wunsche entsprechend, einen Abriß der Theorie der algebrai- 
schen Funktionen auf arithmetischer Grundlage beigefügt, der 


VIII Vorwort. 


sich im wesentlichen an die Abhandlung von Dedekind und mir 
im 92. Bande von Crelles Journal anschließt, aber durch An- 
wendung der Theorie der Funktionale, auf die ich im zweiten 
Bande die Theorie der algebraischen Zahlen gegründet habe, wie 


mir scheint, eine Vereinfachung erreicht. 


Straßburg, im Mai 1908. 


H. Weber. 
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Erster Abschnitt. 


Die elliptischen Integrale. 


$ 1. Definition der elliptischen Integrale. 


Wenn die systematische Darstellung der Integralrechnung bis 
zu dem Punkte gelangt ist, wo algebraische Integrale mit der 
Quadratwurzel aus einer Funktion ersten oder zweiten Grades 
auf Integrale rationaler Funktionen zurückgeführt werden, so tritt 
an dieser Stelle dem Lernenden eine Schranke entgegen, die er 
. mit den ihm bis dahin zu Gebote stehenden Hilfsmitteln nicht 
zu übersteigen imstande ist. Das Streben nach einer Erweiterung 
der Hilfsmittel, um auch noch die nächste Klasse von Integralen 
der Forschung zugänglich zu machen, ist, wie es historisch der 
Anlal gewesen, zu einem eingehenderen Studium der elliptischen 
Integrale und zur Einführung der elliptischen Funktionen, auch 
der naturgemäßeste und verständlichste Ausgangspunkt für den, 
der in die Theorie dieser Funktionen zuerst eingeführt werden 
soll. Es soll daher auch unsere nächste Aufgabe sein, uns mit 
den elliptischen Integralen und ihren wichtigsten Eigenschaften 
bekannt zu machen. 

Die Definition eines elliptischen Integrals, von der wir aus- 
gehen wollen, ist die folgende: Es bedeute f(x) eine ganze 
rationale Funktion dritten oder vierten Grades mit vier verschie- 
denen Wurzeln 


(1) (x) = %% + 402° + 6X? +49; % 4.4, 

worin a, und a, nicht beide zugleich verschwinden; es sei ferner 
D(x, y) eine beliebige ganze oder gebrochene rationale Funktion 
der beiden Argumente x, y. Dann ist 


\o(&, Yr@)da 


das allgemeine elliptische Integral und 


Ola, yf(a))de 


4 Erster Abschnitt. 81. 


das allgemeine elliptische Differential. Es läßt sich nun 
aber dies allgemeine Integral und Differential auf wesentlich ein- 
fachere zurückführen. Zunächst läßt sich ® in die Form setzen: 


SEEN 

O+Dyf(@) 
worin A, BD, C, D ganze rationale Funktionen von x sind, und 
indem man diesen Bruch mit € — DYf(&) erweitert, in die Form 

D(x 

+ 
Vr@) 
worin P(x) und D(x) ganze oder gebrochene rationale Funk- 
tionen von £ sind, nämlich 





AU— BDf(«) 
T — N ENTE. 
ee aD 
_ (BC —-ADF@), 
D (x) u (2 er D2f(«) 
Wir lassen nun das rationale Integral 
| P(x)de, 


das auf Logarithmen und algebraische Funktionen führt, außer 
Betracht, und befassen uns nur noch mit dem elliptischen Integral 


B(x)dx 
) m 
Y/@) 

oder dem entsprechenden elliptischen Differential 
dx 
(3) Da) I. 
Vf) 


Es ist bisweilen nützlich, dies Differential in der homogenen 
Form zu betrachten; zu diesem Ende setzen wir für & das Ver- 
hältnis zweier Variablen x:y, und demnach für dx 


ydx — zdy 
y? 
Ist dann 
(©, y) = Wat + La,aey 4 bazary? + Lazay? + a,yt, 
und ®(x, y) eine homogene Funktion Oter Ordnung, so erhält 
unser elliptisches Differential die Gestalt 


M i Bla, ı ydz— xdy 
a een 


un 
D 


Doppelverhältnisse. 5) 


Die Aufgabe, die uns nun zunächst beschäftigen wird, ist 
eine doppelte: Es soll durch Einführung neuer Veränderlicher 


das Differential 
dx 1 ydz — zdy 


(5) ——— oder ——— 
Yr@) Yr&y) 

in ein anderes von derselben Form transformiert werden, worin 
aber die Funktion unter dem Quadratwurzelzeichen möglichst 
vereinfacht und besonders von einer möglichst kleinen Zahl von 
Parametern abhängig gemacht wird ($ 3, 4, 5). Es soll zweitens 
das allgemeine Differential (5) oder (4) in andere ähnliche zerlegt - 
werden, in welchen die Funktion ®(x) oder ®(x,y) möglichst 
einfach ist ($ 12). 

Die Funktion f(x) läßt sich in lineare Faktoren zerlegen 
(Bd. I, $ 33). Wir setzen demnach auch 


f@) = oa — HH) — Sn) — 3) — U) | 

Denken wir uns die Größen x, &, &g, ... als Abszissen von 
Punkten auf eine gerade Linie von einem beliebigen Nullpunkte 
aus aufgetragen, die positiven nach der einen, die negativen nach 
der anderen Seite (z. B. positiv nach rechts, negativ nach links), 
so stellen die Differenzen 2£ — 2%,, & — &, £ — X, 2 — x, die 
Entfernungen des Punktes x von %, &s, Xz, X, dar, und zwar 
positiv gerechnet, wenn x nach der positiven Seite von &,, &y, ... 
liegt. In demselben Sinne ist x, — X, die Entfernung des Punktes 
%, von x, usf. 

Wir bezeichnen die Differenzen auch kürzer durch (xx), 
(%&%3), »-- (29%), ---» Wir benutzen diese Darstellungsweise aber 
nur zur leichteren Übersicht und schließen auch imaginäre Punkte 
der Geraden nicht aus. 


$ 2. Doppelverhältnisse. 


Das einfachste Mittel zur Vereinfachung des elliptischen 
Differentials stützt sich auf die lineare Transformation der Funk- 
tion f(x) (Bd. I, S 67). Es mögen «, ß, y, 6 vier beliebige Kon- 
stanten bedeuten, deren Determinante 
(1) od — Py—=r 
von Null verschieden ist. Wir setzen 


au + B 
(2) mer ger: 
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und nennen dies eine lineare Substitution. Deuten wir x 
und x’ wie im $ 1 als Punkte auf zwei geraden Linien Z und L’, 
so ist durch (2) eine gegenseitig eindeutige Beziehung der 
Punkte von ZL und L’, eine Abbildung, festgelegt. Den Werten 


x —= » und X = © entsprechen die unendlich fernen Teile 
der Geraden, die wir ebenfalls als bestimmte Punkte betrachten. 
Es entspricht dann der Punkt € —= » dem Punkt < = «:y und 
der Punkt x —= © dem Punkt x’ = —6:y, und nur wenn y — 0, 


die Substitution (2) also ganz ist, entsprechen sich die unendlich 
fernen Punkte auf Z und L’ gegenseitig. 

Die Substitution (2) ändert sich nicht, wenn die vier Trans- 
formationszahlen mit demselben Faktor multipliziert werden. Die 
Determinante r vervielfältist sich mit dem Quadrate dieses 
Faktors, und man kann daher diesen Faktor so bestimmen, dab 
die Determinante einen beliebig gegebenen Wert, z.B. den Wert 1 
erhält. 

Wendet man die Substitution (2) auf irgend zwei Punkte x,, x, 
und die zugehörigen x, x, an, so ergibt sich 

=> r (2122) 
ee Iezeer) 
und wenn man ein zweites Punktepaar x,, x, und das ent- 
sprechende &;, x, hinzunimmt: 


‚ PR 12 (21%) (23%) 
a) Ta FIRE You FYTEF 

Vertauscht man hierin x, mit x, und bildet den Quotienten, 
so folgt 
(3) (71%) (2324) 2 (2123) (2324) 

(2, %3) (&5%,) (2123) (%&%4) 

Der Ausdruck auf der linken Seite wird das Doppelver- 
hältnis des Punktepaares x,x, zu dem Punktepaar x,x;, genannt, 
und es ist also in dieser Formel der Satz enthalten: 

Das Doppelverhältnis zweier Punktepaare ist bei 
gleichzeitiger linearer Transformation der vier Punkte 
invariant. 

Vier Punkte lassen sich auf sechs Arten in zwei Paare zer- 
legen. Setzen wir aber 

a— ho s)(dı Kr) 
b (0:9 112321); 
CR er) 
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so besteht die Identität: 


(4) a—-b-+c—=0 
und wir erhalten die sechs Doppelverhältnisse 
2 RE. 

Dr b’ c” a’ 
(5) b a; Vu 

(a a’ Di 
setzen wir das erste von ihnen —c:b = x?2, so erhält man 
nach (4) die sechs: 
De en ae le 


Es sind also die sechs Doppelverhältnisse aus den vier Punkten 
linear durch eines unter ihnen ausgedrückt. 

Wenn die &,, X, X, %, untereinander permutiert werden, so 
werden die a, db, c untereinander permutiert und ändern» ihre 
Vorzeichen, jedoch so, daß entweder alle drei Vorzeichen gleich- 
zeitig geändert werden oder ungeändert bleiben. Beispielsweise 
geben die Transpositionen 

b C 
—C 2 


(14) und (23) (der 
(24) und (31) Br Se 


a 
(34) und (12) (ei, ia va) 


Wenn &,, %, %, &%, reell sind, so wird «2 dann und nur 
dann 'ein positiver echter Bruch, wenn #? und 1 — x? positiv, 
also entweder a und c positiv und d negativ oder a und c negativ, 
b positiv ist. Dies findet statt, wenn %,, &g, X3, &%, in dieser 
Reihenfolge der Größe nach aufsteigend einander folgen und bei 
allen den Anordnungen, die daraus durch solche Permutationen 
entstehen, die 5 ungeändert lassen. Dies sind die folgenden acht: 


ae) 4 


DorHrf 
- Door Hm RR 
Pr Dor_rHK$PR 
et voVXN 
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Denkt man sich also &,, X, %s, % In dieser Reihenfolge auf ° 
eine Kreisperipherie gesetzt, so erhält man immer dann ein posi- 
tives echt gebrochenes «2, wenn die x; so der Größe nach auf- 
einander folgen, daß man mit einem beliebigen als kleinstem an- 
fängt und dann auf dem Kreise entweder nach rechts oder nach 
links weiter zählt. Wir drücken dies so aus: 

Damit %#° ein positiver echter Bruch sei, müssen die 
Größen &,, &y, X, & der Größe nach zyklisch aufeinander 
folgen. 


$ 3. Lineare Transformation des elliptischen Differentials. 


Wenn sich die beiden Punkte x, und x, einem und demselben 
Punkte x annähern, so nähern sich x; und x; dem entsprechenden 
Punkte « an. Wir setzen dann (#3%,):(23%) = dx:dx' und 
erhalten aus (3), $ 2, die Beziehung zwischen den Differentialen 
ihn SEE 
(1) (ıR)dx _ m)da 

ale) a) 

Ebenso ergibt sich, wenn man an Stelle von z,, %, zwei 

andere Punkte x,, ©, setzt: 


(2) (32)0% BD. (2324) dx 
(32) (02) (aa) ur) 
und wenn man multipliziert und die Wurzel zieht: 
_NVaa)na)de _ ___NVas)an)de _ 


(3) FFEREEENNZ Ba ET 7 SER EN TTS. NRZ 
V(&12) (2%) (22) (8%) (8) (08) (8') (ir) 
also eine Transformation des elliptischen Differentials 
durch eine lineare Substitution: 
_ art Pß 
ya 6 
Diese Substitution ist vollkommen bestimmt, wenn zu drei 
beliebigen Punkten &,, &,, &, die zugehörigen Werte x/, #5, x5 
willkürlich gegeben sind, und man erhält sie aus der Gleichheit 
des Doppelverhältnisses: | 
(4) (2, X) (X) = (21%) (X3 ©) 
(21% )(&s%) (123) (22) ' 
durch Auflösung nach x, und den vierten zu x, gehörigen Wert 
x, erhält man aus 


83. Lineare Transformation des elliptischen Differentials. ) 


a (m) (mr) _ (ia) ae), 
(21%) (% 24) (X 23) (% &4) 
Wenn die Funktion f(x) in dem elliptischen Differential 


dx 
Yr@) 
gegeben ist, so sind damit auch die &,, &,, #;, x, gegeben, und 
durch die lineare Transformation (3) kann man das Differential 
auf eine andere Form bringen, bei der drei der Größe x/, 5, 
%, &, beliebig gegebene Werte haben. Man erhält die Normal- 
form, wenn man 


du ee 





1 
2 


re A VER) 


annimmt. Die Größe x heißt bei Legendre der Modul des 
elliptischen Differentials und Yl — x? = #' das Komplement 
des Moduls. ÖOrdnet man also die Punkte in folgender Weise 
einander zu: 


L, X; %g; ur L4, 


so ergeben sich aus der Gleichheit der Doppelverhältnisse leicht 
die Relationen: 
_ (221) (83%) 
2 2 Be 
_—_ (2%) (21%) 
(6) . Une: (2%) (%1%3)' 
__ (@23) (2,24) 





Hs BREI 
E — (&) (8%) 4% 
2 Teen: 
(8) Mas (X; 2) (2, X) y'2 Bu. (2,25) (X, x,) 
(X 5) (23 %,) ' (22%) (X %5) 
und aus (3): 
(9) V(2,%) (2%) dx r dz 
Y— (&2) (82) (82) (8) Vell — 2) — #2) 


Nach $ 2 wird «2 ein positiver echter Bruch, wenn die «,, 
%g, La, %y, reell sind und der Größe nach zyklisch aufeinander 
folgen. Dies gibt also acht verschiedene solche Transformationen, 
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und man kann darunter je zwei auswählen, bei denen das Intervall 
2 — 0 bis 2 = 1 einem gegebenen der: Intervalle (2, %,), (2.%3), 
(%3%4), (24%,) entspricht; dem wachsenden z entsprechen bei der 
einen dieser Transformationen die wachsenden x, bei der anderen 
die abnehmenden x (mit dem Durchgange von +» zu —»). 
Im ersten Falle haben die Quadratwurzeln in (9) beiderseits das 
gleiche, im zweiten das entgegengesetzte Zeichen. 

Wenn man nicht darauf besteht, daß «2 ein positiver echter 
Brueh ist, so kann man die Punkte &,, 2%, X, %, auf alle Arten 
permutieren und erhält 24 verschiedene lineare Transformationen 
in die Normalform, von denen je vier dasselbe «2 ergeben; man 
erhält im ganzen sechs verschiedene Modulen, die nach $ 2, (6) 
ne abgeleitet werden. 

Man übersieht am leichtesten die Gesamtheit dieser Trans- 
formationen, wenn man annimmt, das zu transformierende Integral 
habe bereits die Normalform: 


dx 
yad — x) )(1 — 427) 


man hat dann in den Formeln (6) bis (9) die ©, &5, &, &, 
auf alle möglichen Arten durch 0, 1, 1:42, © zu ersetzen. Wir 
nehmen als Beispiel die folgenden Zuordnungen: 





IR X, ua 
ih 0, on, e it} 
2) 0, ein 12 on, 

72 
3) iR A on, = 


Man erhält dann aus (6) und (8) 





s 2rB: 
l) Zeigen, Eee 
2) Baar: en; 

1% 
9 Br Ba 22178 
3) 2 BERGE A 


und für das Differential 
dz 


Val — 2)(1 — #22) 


S 4. Die Legendresche Normalform. 1l 


ergibt sich in den drei Fällen: 








dx 
" Y—-z(1 —z)(l — Ar) 
Ad 
” Yell — z)(l — 222) 
3) dx 


Vel a) — aa) 


$ 4. Die Legendresche Normalform. 


Wenn die Funktion /(x), die in dem elliptischen Differential 
unter dem Wurzelzeichen steht, reelle Koeffizienten hat, so sind 
drei Fälle möglich: 

Pesr(z)shativier reelle Wuizelnta, , 4,23, ; 

2. f(x) hat zwei reelle Wurzeln &,, x, und ein paar kon- 
jugiert imaginäre Wurzeln x;, &,; h 

3. f(x) hat zwei Paare konjugiert imaginärer Wurzeln x,, x, 
UNE 00: 

In allen drei Fällen läßt sich das elliptische Differential durch 
eine reelle lineare Transformation auf die Form bringen: 


(1) uhren 

V@® — 0) (e® — ß) 

worin & und ß reelle (positive oder negative) Konstanten sind. 
Wir bestimmen die lineare Abhängigkeit zwischen den 

Variablen x und 2 so, daß sich folgende Werte entsprechen: 


(2) ee aD a 
EZ ve, — Yo, Yß; — Yß, 


und erhalten eine Substitution der Form: 








(3) en SE ra 
% — %9 2 + Yo | 
Um %h zu bestimmen, setzen ir 2 = 7, 2 = x%, und ent- 
sprechend z = Yß, z = — Yß, und erhalten 


„%#) E VB E Ya ;5 (%%ı) a: YB 3% Y%. 
(7%) YB+Ya (mm) YB— Ya 
Daraus durch Multiplikation und Division 
) h— (%3%3) (%4 %3) Ya EB VB A (23 21) (X 82) 
(232,)(242,)' yo Yß (#3 %5) (8, %) 
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Setzen wir, wie in $ 2 


Gr (X %;) (X %4); 
p b = (721), 27,), 
(5) e = (1%) (% u), 
Aa + b — CE ,07 


so könnnen wir, da es nur auf das Verhältnis von « zu ß an- 
kommt, die letzte der Gleichungen (4) dadurch befriedigen, dab 
wir setzen: 
(6) Ye—=ytatyrb YB=Yra Yrb, 
und aus (3) ergibt sich für z der Ausdruck 
(2%) Va) (2) + (@a,) Ve; %9) (Xu %) j 
(225) Yas 21) (481) — (221) VRR) (24 23) 
Stellt man neben (3) noch die daraus folgende Gleichung: 
a Lay 
a 
auf, so ergibt sich durch logarithmische Differentiation: 
(2)dx _ 2Yade (n)de 2 Yßd 
(Br MX) Bea ran ehe 
und daraus durch Multiplikation mit Rücksicht auf (5) und (6): 
d& 2dz 


I Een)en)en)en) Veen 

Wenn nun die vier Wurzeln von f(x) reell sind, so gibt es, 
wie wir im $ 2 gesehen haben, acht Arten, diese Wurzeln den 
Zeichen &, %g, X, X, So zuzuordnen, daß a und 5b entgegen- 
gesetzte Zeichen haben, und wenn also +a, 7b positiv sind, so 


werden Yo, Yß reell, also «, 8 positiv, und nach (7) wird dann 
auch 2 reell. 

Sind zweitens &,, &%, reell, &;, ©, konjugiert imaginär, so sind 
a und — 5 konjugiert imaginär, also wird, wenn die Vorzeichen 





(EEE? 








der Quadratwurzeln Y+a, VD passend bestimmt werden, Ya 
reell, VB rein imaginär, also « positiv, ß negativ und 2 reell [weil 
(232,)(&,%,) und (23%) (24%) als Produkte konjugiert imaginärer 
Größen positiv sind]. 

Sind endlich &,, &, und #,, & zwei konjugiert imaginäre 
Paare, so sind « und — 5 beide positiv. Nehmen wir also in (6) 
die unteren Zeichen, so werden Ve, Vß rein imaginär, also « 
und ß negativ, und aus (7) ergibt sich für z ein reeller Ausdruck. 
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UR 
au 


Setzt man dann 


(9) a—=y, 

so ergibt sich 

(10) we 2dz2 2 dy 
e@—-)@®—P) YyW— )(y — BP) 

und man hat also durch die quadratische Substitution (9) 
ein elliptisches Differential erhalten, bei dem unter dem Wurzel- 
zeichen eine Funktion dritten Grades mit reellen Wurzeln steht, 
das man nach $ 3 durch lineare Substitution auf die Normalform 


NEN en 
eu Ole) 
bringen kann, und darin können & und x als positive echte 


Brüche angenommen werden. 


Die Legendresche Normalform ergibt sich daraus, wenn man 
& —snans d& = 2sinpcospdy 
setzt: 
a) d& 2dyp 


$5. Die Weierstrasssche Normalform. 


Eine andere Normalform des elliptischen Differentials hat 
Weierstrass seinen Untersuchungen zugrunde gelegt, nämlich 
die Form 


(1) du — 


in der 95, 95 Konstanten sind, die die erste und zweite In- 
variante des Differentials genannt werden. Das allgemeine 
elliptische Differential 


(2) 
worin 
(3) f)= ar t+tn0 +2 tar +0 

ist, kann durch eine lineare Transformation auf die Weier- 
strasssche Normalform gebracht werden, wenn die Wurzeln 


%, %y, %, &, von f(x) bekannt sind. Am einfachsten geschieht 
dies auf folgende Weise. 


dx 


re) 
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Die Wurzeln der kubischen Funktion 
p(2) = AR 922 — 95 
mögen mit &, €, €; bezeichnet sein. Dann ist 
p(2) = (2 — e&)(2 — &)(? — 6) 
und. 8, +, —(. 
Wir lassen die Werte von x und z einander folgendermaßen 
entsprechen: 


A, Rn, e1; 695 e3, 


und es ergibt sich, wenn wir mit m einen konstanten Faktor 
bezeichnen, der willkürlich angenommen werden kann: 


BE te 9 
: AT: (rar ee £ (e X5) (X. 5) 
0, MOL) OR BEE BER! 
(4) KANNE (r)ar) x (= En 5) 
zn 05 al (a Es a) 
"Taa)an) Man) (1%) 


Der Faktor m muß in allen drei Gleichungen derselbe sein, 
damit die Differenzen (2 — &) — (2 — &) —= & 
unabhängig werden. 

Bildet man diese Differenzen und setzt wie in Algebra 
Bd, 1,28270 





€, USW. von X 


(X %) (23 x) = U, 
(2, 23) (&ı%) = V; 
(21%) (X 23) = W, 
so folst Ä 
x — mÜ 
(2182) (#1 %3) (X 24) 
Führt man einen neuen willkürlichen Faktor u ein, indem 
man 
(5) m — 3 Way (X, %5) (% %5) (%1%,) 
setzt, so folgt 


ee 


5 
6] 


9 —b, — —3um U, 8, —e, = —3umV, 1 —&% = —3um,W 
und daraus wegen , -& 4 e& —(, 
e, un(V — W), 


Gi he (el); 
eg = un (U —V). 
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UN 
oa 


Die in Algebra I, 8 70 eingeführten Größen %, Ys, Y; sind 
also gleich e,:u, e:u, e:u, und man erhält nach der dortigen 
Formel (11) für die &, €, € die kubische Gleichung: 

| 23 —3Auz + wWB—(. 
Es wird also, wenn @(2) = 2? — 92 — 95, 

p(2) = dl — a) — BB) — &) = 42? — n2— 9; 
sein soll, 

(6) %$=-12wWA, 9=—4wB. 





Hierin sind 
(7) A= a? — 3a,4 — 12a,a, 

Db= 2Ta?a, + 2Taa} + 2a) — T2ayQzd;4 — 90,424; 
die erste und zweite Invariante der biquadratischen Form f(x). 

Die logarithmische Differentiation der beiden ersten Glei- 
chungen (4) ergibt 


dz? u RE 
2. — 68) — 6) (em)(22,)(28)' 
und mit Hilfe der letzten Gleichung (4) nach (5): 
dz dx 


6) een 9 8, 
& V423 — 92 — 9; Yı2zuf(r) 


Wollen wir diese Resultate auf den Fall anwenden, wo /(x) 
die Normalform 


) = sl - 1 — er) = — all + 92) + 2228 


hat, und der Punkt z = » dem Punkte x = 0 entspricht, so 
lassen wir a, in Null, &, in Unendlich übergehen, aber das 
Produkt a,x, in einen endlichen Wert, den wir — 1 annehmen 
können. 
Es wird dann 
Ule— 18 N 
A Re et FEN 

und folglich 

A 1» —- Br —=1l—- 2 — et —1 — Xu? 

38 —(1+ x2)[2(1 + x)? — 9%2] 


—(1 +2) (2 — #2) (1 — 2@) 
+2) + 7) — #9) 
= (24 2) (u — x), 


wenn #'2 — 1 — x? gesetzt ist. 


IN 
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Es wird also, wenn wir noch die Diskriminante 
A —= 16.27 u°(4 A® — B?) 
beifügen 
9% — 12u2(l — x2%), 
(9) 9, = —Aus(2 + 2) (m — a), 
A—=9% — 219 = 272.16 usaRx%, 


und man erhält aus (6) die Transformation 











| dz dx 
(10) ee eu ie u 
Er vl2ux(l —a)(l — x) 
um die Substitution zu finden, setzen wir 5 = (0, % =], 
LS Meer oa eund-erhalten 
—1 a'2 
NED u = —; aW = 
folglich 
a 2 — 2 Er 1— 2x2 w 1 +%2 
1 ee ME ER: 
3u (®—1 1 


Bei dieser Transformation des elliptischen Differentials in der 
Weierstrassschen Normalform wird die Zerlegung der Funk- 
tion f(x) in ihre linearen Faktoren, also die Auflösung der bi- 
quadratischen Gleichung f(x) —= 0, vorausgesetzt. Eine andere, 
freilich nicht lineare Transformation, die ohne diese Voraussetzung 
den gleichen Zweck erreicht, hat Hermite gegeben (Crelles 
Journal, Bd.52). Um sie darzustellen, benutzen wir die homogene 
Form des elliptischen Differentials 


(13) ydz — xzdy 
| re») 
worin 


(13) fıay) = W&t + m xy + may? + Qa,2yY? — a, Y. 
Diese biquadratische Form hat außer den beiden Invarianten 
A, B noch zwei Kovarlanten: 


an een: 
8022 09y2 0x0Y 
= oH a 


12\02 04 20y 02 





(14) 
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wo H und 7 Formen vierten und sechsten Grades sind, deren 
Koeffizienten sich rational und mit ganzzahligen Zahlenkoeffizienten 
aus den Koeffizienten von f zusammensetzen. Zwischen diesen 
Formen besteht dann noch die Relation 


(15) Hs — BAHR — 64Bf? = — AT 
KBdr BEST7071 2%. 

Es ist aber nach dem Eulerschen Satz über homogene 
Funktionen 


I Se un ar = Zar + Lay, 


x oY 0 
De oH en ocH 
SE NR Th 
woraus 
f@H — Hdf = —5T(ydaz — xdy), R 
und wenn also nach (15) 
(16) 393 T— y—_H>+48Af?H + 64Bf3 
gesetzt wird: 
ydaz—xıdy _ —Y3faH —Haf) 
\r V—(H> —48Af®H— 64Bfe)f 
Macht man nun die Substitution | 
ie 
(17) PR a7 
mit einem unbestimmten Faktor u, so ergibt sich 
(18) ydaz— zdy _ dz 
\3uf V423 — 92 — 9 
wenn wie früher | 
(19) 9 — 12u24, 9 = —AuwD. 


Man kann diese Transformation auf ein Differential anwenden, 
das schon die Normalform hat. Setzt man 
f(&y) = 4u3y — 9,2y° — 9; 4%, 
so hat man 
fin a, ds 03 A, 
durch 
0 4 ng 95 


zu ersetzen, und es ergibt sich aus (7) 


Weber, Algebra. III. 9 
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Wenn man also u — ;} setzt, so gehen die Gleichungen (19) 
in die. Identitäten 95 — 95, 053 —- 0, über. 
Wenn man dann y = 1 setzt, so ergibt die Transformation (18) 
2d% dz 
(20) 2 z 


YMa—p— 9 VI — 92 — 9 


Diese Transformation wird nach (16) durch 


Ro — H 
ur 
vermittelt. Es ergibt sich aber aus (14): 
H= —48[(@? +39)” + 29%], 


und folglich erhalten wir 


(21) erh ei 
“ 423 — 99% — 95 
Weiter ergibt sich noch aus (14) 


> 


T — 64% — 80 9, + — 320 93 2? — 20 920? — 16 9,93% + 95 — 3295 


und dann nach (16) 


(22) 4 Yaad — 95% Berg Meg 51T. 

Durch (20), (21), (22) ist die Multiplikation des ellipti- 
schen Differentials mit 2 geleistet. Es ist dadurch nicht nur 
2 als eindeutige (rationale) Funktion von x dargestellt, sondern 
auch die eine Quadratwurzel eindeutig durch die andere, d.h. es 
ist einem Punkte x& eindeutig ein Punkt zZ zugeordnet. 


$ 6. Elliptische Kurven. 


Jede algebraische Abhängigkeit zwischen zwei Veränderlichen 
x, y wird ausgedrückt durch eine Gleichung der Form 


(1) Fay)=d; 


worin F(x,y) eine ganze Funktion der beiden Veränderlichen «., y 
bezeichnet. Betrachtet man x und y als Cartesische Koordinaten 
eines Punktes in der Ebene, so ist (1) die Gleichung einer Kurve 
nten Grades, wenn /' in bezug auf x und y zusammengenommen 
von der nten Dimension ist. Diese Kurve ist dann das geome- 
trische Bild der algebraischen Abhängigkeit, wobei indessen auch 
imaginäre Punkte mit berücksichtigt werden müssen. 
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77 
m 


Ist dann ®(x,y) eine ganze oder gebrochene rationale Funk- 
tion von « und 9, und y von x durch die Gleichung (1) abhängig, 
so sind 
(2) Dlay)da,  Solay)da 
die zu der Kurve / gehörigen algebraischen Differentiale 
und Integrale. 

Beispielsweise ist, wenn f(x) eine Funktion dritten oder 
vierten Grades von «x ist, 


VIE 
die Gleichung einer Kurve dritten oder vierten Grades, zu der 
die mit der Irrationalität Vf(«) behafteten elliptischen Diffe- 
rentiale und Integrale gehören. 

Wir wollen hier alle Kurven, deren Differentiale und :Inte- 
srale auf elliptische reduzierbar sind, elliptische Kurven 
nennen. Wie das Beispiel zeigt, kommen darunter Kurven dritten 
und vierten Grades vor. 

Kegelschnitte gehören nicht zu den elliptischen Kurven, weil, 
wenn zwischen z und y eine Gleichung zweiten Grades besteht, 
x und y als rationale Funktionen eines Parameters t dargestellt 
werden können, wodurch das algebraische Differential auf ein 
rationales nach t zurückgeführt werden kann. Solche Kurven 
heißen rationale Kurven. 

Wir werden sehen, daß alle Kurven dritten Grades ohne 
Doppel- oder Rückkehrpunkt zu den elliptischen gehören. Kurven 
höheren Grades können nur dann dazu gehören, wenn sie eine 
gewisse Anzahl singulärer Punkte haben. Dies ist ein fundamen- 
tales Kapitel in der allgemeinen Theorie der algebraischen Funk- 
tionen, das nicht in den Plan dieses Werkes gehört!). 


!) Die wichtigsten diesen Gegenstand betreffenden Arbeiten sind: 

Riemann, Theorie der Abelschen Funktionen [Crelles Journal, 
Bd. 54 (1857)]. Mathematische Werke, 2. Aufl., S. 88, 487. Nachträge, 
herausgegeben von Noether und Wirtinger (1902). 

Aronhold, Monatsberichte der Berliner Akademie vom 25. April 
186t. 

Clebsch, Über die Anwendung der Abelschen Funktionen in 
der Geometrie (Crelles Journal, Bd. 63). 

Clebsch, Über diejenigen ebenen Kurven, deren Koordinaten 
rationale Funktionen eines Parameters sind (ibid., Bd. 64). 

Clebsch, Über diejenigen Kurven, deren Koordinaten sich als 
elliptische Funktionen eines Parameters darstellen lassen (ibid., Bd. 64). 

9% 


En 
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Für die Untersuchung algebraischer Differentiale von diesem 
Gesichtspunkte ist die Einführung homogener Variablen zweck- 
mäßig. Wir setzen @— 20,4 — 2.:%, PREEU Ze TRg): 
dann ist f(x, 9, @) eine homogene Funktion nter Ordnung 
der drei Veränderlichen &,, X, 2; und 
(3) (&ı 8a 73) a) 
die Gleichung einer Kurve nter Ordnung in homogenen Koorldi- 
naten. Es wird 





LA, — Ad 
a - 
DR 
und 
1 %ı %o e 
(4) da = Dlay)de = PO ,—) (0,dx — %ı d%5). 
Ns Lg Lg, 


Nun ist aber nach dem Eulerschen Satz über homogene 
Funktionen, wenn wir mit f}, fe, /s die partiellen Ableitungen 
von f nach &,, X), & bezeichnen, 


ha ha%® hs = 
hda + hd + fsdrz — (0, 
daher, wenn o einen Proportionalitätsfaktor bedeutet, 
h = e(aydı; 23, dxs), 
fr = o(as da, — 2, da;), 
I = ea du — 2dz,), 
und wenn man mit c,, €, €, ganz willkürliche Größen, z. B. Kon- 
stanten, bezeichnet: 
ah tah + ah = otamdi,, 
wenn 2+c,2%,d:x;, in üblicher Weise die Determinante 





C 3 @ | 

ERDE HE udn 

Da Lad, 
bedeutet. Es folgt also: 





fa TC, % 0%; 
ahtah-+ Gh 


Ro (4,2)— w 
3 


72 ? 
po; RR 


-und wenn man 





Brill, Über diejenigen Kurven, deren Koordinaten sich als hyper- 
elliptische Funktionen eines Parameters darstellen lassen (ibid., Bd. 65). 

Clebsch und Gordan, Theorie der Abelschen Funktionen 
(Teubner, Leipzig 1866). 
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setzt, so ergibt sich aus (4) der Ausdruck für das allgemeinste 
zu der Kurve f gehörige algebraische Differential: 
HET TE TUT, 

aht at af’ 
worin % eine ganze oder gebrochene homogene Funktion der 
(n — 3)ten Ordnung ist. Die willkürlichen Größen c,, €, Cs 
kommen nur scheinbar in diesem Ausdruck vor. In Wirklichkeit 
ist er davon ganz unabhängig. 

Wir betrachten wieder den Fall n — 3. Dann ist der ein- 
fachste Fall der, daß W eine Konstante ist, und (5) geht dann 
in das elliptische Differential erster Gattung über: 


DIE UOTE 
Gh ah Si C3]s 
> 
Dieses wollen wir nun mit Hilfe der Kovarıanten der ternären 
Form dritten Grades auf die Weıerstrasssche Form trans- 
formieren. 


Wir haben Bd. II, 8 107 die fundamentalen Kovarianten der 
kubischen Form kennen gelernt. Es waren dies außer f selbst: 


(5) d2 — 


(6) du = 








er De Er hs fıa; fi» d, 
Were a a ey a ran Ras, le 
6° Ri f, f, 36 fsı» [s2» fs3; 4JI; 
319 329 33 a As: As 0 
1 fh A,, ak 
1 9 fa; Ar, Jo ’ 
fs» JI;, J; 


wobei die Indizes 1, 2, 3 die Differentiation nach den Variablen 
X, X, 5 bedeuten. 

Es folgt aus dem Multiplikationssatz der Determinanten, da 
nnd re -10:8ind: 


‚a (95 2 h; fa, fs 13;4,;, dA 
Er U, %3 A, I, I, = > 

$ | di, dJ| 
‚day, day, da;||J, Io Ja 


— 32 (JdJ — 2Jd1), 


ch 


und daraus 

A N 
7 a, Ara Eee 
(7) du =3 K 
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Mit Hilfe der Kovarıanten haben wir die Form f(x) auf die 
kanonische Form 

ey) Tears tsmNMYH% 
reduziert. 

Wir haben, wenn r die Substitutionsdeterminante bedeutet: 


er (2 — m3)m3f? 2 — 5m’)mr?fd — 3 mer: 4 — r6J 





(1 + 5m3)? : 
Ferm) hm: 
en 1 + 8m: 
Be mf—+ r4 
1 + 8m? 


gesetzt und erhielten y}, y5, y? als Wurzeln der kubischen 
Gleichung 
ws — Qu + Pu— R—=0, 
und die Diskriminante dieser kubischen Gleichung ist 
yı8 K 2 
ne (1 + 8m3)6 

Drückt man diese Diskriminante durch /, @, R aus, so erhält 
man K? rational durch f, I, J dargestellt. Wir haben an der 
erwähnten Stelle der Algebra diesen Ausdruck nicht explizite an- 
gegeben. Jetzt müssen wir ihn aber bilden, wenn auch nur unter 


der Voraussetzung f = 0, d.h. nur für die Punkte der Kurve. 
Es ist aber [nach Bd. I, S 50, (10)] 
D, = P?Q? +18 PQR? — 4 P3 — 4 Q3R3 — 27 Re. 
Darin hat man zu setzen: 
mr 12 — r5J — 6mrA4 a 


(1 8m3)2 Kae 1 8m3’ 148m? 


und man erhält durch eine nicht schwierige Rechnung, wenn man 
mit S und 7 die beiden Invarianten der Kurve dritter Ordnung 
bezeichnet (Bd. Il, $ 108), 


(1-- 8m)D, — rı8(4.J3 4 108844 — 97 Ta9), 
und folglich 
(8) K? = 4J:3 + 108 8J 14 — 27 T4®. 


Diese Gleichung ist aber nicht identisch, sondern nur unter 
der Voraussetzung f — 0 befriedigt. Der vollständige Ausdruck 
von K? durch J, 1, f wird sehr viel komplizierter. 


BR> 
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Setzt man 
I „1441-244 


so ergibt sich aus (8) 
K?2 — 27 4%(423 + 1282 — T\ 
und aus (7) 


1 lz 

vsy423 I 282 —T 
und dies ist die Weierstrasssche Normalform für 9 —= — 128, 
%:=T. 


» 


S 7. Elliptische Raumkurven vierter Ordnung. 


Man kann algehbraische Funktionen einer Veränderlichen auch 
durch Gleichungen zwischen mehreren Variablen darstellen, wenn 
man die Anzahl der Gleichungen entsprechend vergrößert. Nimmt 
man z. B. drei Variable x, y, 2 und läßt zwischen ihnen zwei 
Gleichungen 
(1) NEZIRANN er A N 
bestehen, so kann man aus diesen beiden Gleichungen z.B. x 
eliminieren und erhält eine Gleichung zwischen y und 2, durch 
die y als algebraische Funktion von z definiert ist. Es kann 
dann, wenn man gewisse Ausnahmefälle ausschließt, & und jede 


rationale Funktion von x, y, 2 rational durch y und z dargestellt 
werden. Die Integrale der Form 


(2) |F@ 2) dz, 


in denen F' eine rationale Funktion bedeutet, gehören dann zu 
dem durch (1) dargestellten algebraischen Gebilde. Nimmt man 
x, y, 2 als Cartesische Koordinaten im Raume an, so stellt (1) 
eine haumkurve als den Durchschnitt zweier Flächen 9 —= (0, 
v® — 0 dar, und die Integrale (2) gehören zu dieser Raumkurve. 
Die Kurve heißt wieder elliptisch, wenn diese Integrale ellip- 
tisch sind. 

Wir wollen diese Betrachtungen auf die Raumkurven vierter 
Ordnung erster Spezies anwenden, d. h. auf die Kurven vierter 
Ordnung, die sich als vollständiger Durchschnitt zweier Flächen 
zweiten Grades darstellen lassen. 
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Wir führen wieder homogene Koordinaten X, &%g, X, 2, ein 
und nehmen die Gleichungen zweier gegebenen Flächen zweiten 
Grades in der Form an: 

(3) p(tı, Kg, 43} %,) = Pa REE 
Dir Kg, 43, 27) Be 

Die beiden Flächen bestimmen ein Flächenbüschel zweiter 

Ordnung Ep —=nvY. Alle Flächen des Büschels schneiden sich 

in einer Raumkurve vierter Ordnung, die wir die Grundkurve 

nennen. Man erhält dieselbe Kurve und dasselbe Büschel, wenn 

man die Funktionen g und d» durch 9’, w' ersetzt, die aus g, Y 


mittels der linearen Substitution (& =); also durch 
l 


(4) g =mp—nv, 
v=pp +ab 
abgeleitet wird, deren Determinante r —= mg — np von Null 
verschieden ist. Dadurch ergibt sich die Identität 
(5) EP Ba PR 
worin 
es E=mEtpn, 
nnd +gW 


eine lineare Transformation der Variablen &, n darstellt. Außer 
dieser binären Substitution kommt noch eine lineare quater- 
näre Substitution der Variablen &,, %3, %;, © (Koordinatentrans- 
formation) in Betracht, deren Determinante wir = 1 annehmen 
können. 

Jede quadratische Form besitzt diesen letzteren Transforma- 
tionen gegenüber eine Invariante, nämlich die Hessesche 
Determinante (Bd. I, S 62, 63, 66), und wir erhalten also als 
Invariante der Form (5): 

(7) f(&n) == 
2 + (&a1 + nd1)(Ea2 + Nb2s)(Eas; + Nd3)(Eauı + nbu.). 


Dies ist eine binäre biquadratische Form der Variablen &, n, 
die wir, entwickelt, so darstellen: 


8) Futuna? titan. 
Die Koeffizienten dieser biquadratischen Form ao, A, Ay, Az, Ay 
ändern sich nicht bei einer Koordinatentransformation. Sie heißen 


daher simultane Invarianten des Formenpaares 9, Y (a, und 
a, sind die Determinanten von p und von v). 
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Die a; ändern sich, wenn man die & n einer Substitution (6) 
unterwirft. Bildet man aber die Invarianten der Form (8) (nach 
Algebra, Bd. I, $S 70), so erhält man Funktionen der Koeffizienten, 
die auch diesen Substitutionen gegenüber invariant sind, die also 
nicht zu den individuellen Formen 9, %, sondern zu dem ganzen 
Büschel und also auch zu ihrem Durchschnitt, der Grundkurve, 
gehören. Wir nennen sie Invarianten der Grundkurve. In 
bezug auf das Formensystem @, » werden sie auch Kombinanten 
genannt. Die Grundkurve hat also zwei Invarianten: 

(9) A= a? — 3aa, —4 12004,, 

b = 2Tata, + 2Taya? + 2a} — 72 ap45d, — 9,0545, 
aus denen man die Diskriminante D nach der Formel 
(10) 21. D—= 443 —:.b2 
ableitet. In bezug auf die Koeffizienten von g und Y sind die 
Invarianten A, 5, D von den Graden 8, 12, 24. 

Das Formensystem 9, v hat zwei simultane quadratische 
Kovarianten, die man ebenso wie die Kovariante Ü (in Algebra I, 
1 ov% 


S 65) ableitet. Die erste von ihnen ist, wenn wir Yy, — DI TRERE 
— i 


setzen: 

a1 dn U As WU 

Agıy Ag, Aggy Ag, Yo 

(11) D— Ay, Ag, Ay, Ay, % 

Ay, Gy, Ayz, Ays Y; 

|%,, %s, U;, Y;, 0 

und die zweite % erhält man daraus, indem man «4, mit b;- 
und ® mit @ vertauscht. 

Die Gleichung ® — 0 drückt eine Fläche zweiten Grades 
aus (die nicht zum Büschel gehört), die der geometrische Ort 
der Punkte & ist, deren Polaren in bezug auf Y die Fläche 
berühren. 

Wir nehmen jetzt an, daß die Diskriminante D von Null 
verschieden ist. Dann lassen sich die beiden Funktionen , Y 
simultan in die Summe von vier Quadraten transformieren: 

(12) zz ze cr Zeh 2 Ya an in 

v — Pıyi + Pays + Pays + Pıys; 
worin die %; lineare Funktionen der x; sind. Dies ist die 
kanonische Form des Funktionenpaares. Es wird dann: 


Wa nen nBı) (&&% + nP2) (Eu; + Ps) (8%, nPp2: 
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Un 
SI 


und die Funktionen ®, % erhalten die kanonische Form: 
(14) PD = Zndidyı, 
w— NurßßBuy: 
Die Determinante des Systems (12), (14), als lineare Gleichun- 
gen für y}, y2, y2, yz2 betrachtet, ist 


er Baßs Br; 5, Pıßsß;, aß Beh, rßıßaß: 


PB, 03 0, ; P3 0%, % 4, P}01 204, Pi on 03063 . 








2 4; 09; WER) az 
Pi; Ps; Ps; P; 

Sie verschwindet, wenn &,:% — ß,:ß, wird, weil dann die 
beiden ersten Kolonnen miteinander proportional werden, und 
ebenso wenn %:% — ßi:ßı wird. Es ist daher (15) als ganze 
Funktion der «&, ß betrachtet, teilbar durch 
(16) 4 Pr er or Pi = (@; Pr); 


und folglich auch durch das Produkt aller dieser Faktoren 


(17) (& Ba) (01 Ps) (9 P4) (& Ps) (0% Pi) (Pa) = 4. 


Aus der Vergleichung der Grade ergibt sich, daß sich die beiden 
Funktionen (15), (17) nur durch einen Zahlenfaktor unterscheiden 
können, und dieser ergibt sich aus der Annahme ß, =0, m —=(, 
% — 0 gleich 1. Die Determinante (15) ist also dem Produkt 4 
gleich, und das Quadrat von 7 ist die Diskriminante D der 
Funktion f(&,n), also gleich der Funktion D, von der wir an- 
genommen haben, daß sie von Null verschieden sei. Es lassen 
sich also die y/}, y2, y2, y2 linear durch 9, y, ©, W darstellen. 





Die Kovarianten ®, W ändern sich, wenn @ und Y nach (4) 
durch 9’, y' ersetzt werden. Sie gehören also nicht zu der Grund- 
kurve, sondern zu dem Formenpaar 9, d. Aber es gehen bei 
dieser Substitution ®D und # als lineare Funktionen von y}, Y5, 
Y,.Y2 in lineare Funktionen von 9, %, ®, W über. Diese Aus- 
drücke sind ziemlich kompliziert. Wir brauchen sie hier aber 
nur für die Punkte der Grundkurve, also frrg —=0,v —=(, 
und unter dieser Voraussetzung werden sie sehr einfach. Es ist 
da nämlich 


as) ©, = Zlom Haß) mm +nB2) (mas +nB) man + nß) ur 
Pr — 3 (mo, + nßı) (pP +aßı) (pa + aß) Pu +qB,)y; 
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und daraus ist nach (12) und (14) abzuleiten: 
0 — Md-+ NW, 
D— Po 1 0%, 
worin die Koeffizienten M, N, P, & noch zu bestimmen sind. 
Wir können dies durch Rechnung ausführen. Ohne Rechnung 
ergibt sich das Resultat auf folgendem Wege: 
Die M, N sind ganze Funktionen zweiten Grades von p, q 
und dritten Grades von m, n. Nimmt man p:q = m:n, also 


’ 


o®» 
r —= mq — np — 0, so gehen ®’ und Sr nach (18) in lineare 


Verbindungen von und Y über und verschwinden also. Daraus 
folgt, daß M und N durch r? teilbar sind, und die Quotienten 
sind lineare Funktionen von m und n. Da aber für die beiden 
Fälle ® » == 6 n) G ,) ®' ın ® und in P übergehen mub, 
und da man dieselbe Betrachtung auf X’ anwenden kann, so folgt: 
(19) 8 — r(md® + nW), 

Y — r(p$P + qgT). 

Es werden also (von dem Faktor r? abgesehen) die Funk- 
tionen ®, % mit den 9, d» kongredient transformiert. (Über 
die strenge Begründung dieser Schlüsse sehe man Bd. I, $ 20.) 

Aus diesen Ergebnissen können wir auf einfache Weise, immer 
unter der Voraussetzung = 0, d —= (0, die y; durch ® und 
ausdrücken, also die linearen Gleichungen (12), (14) auflösen. 
Wenn wir nämlich die Formeln (19) auf die Substitution 


& ) IE ( Er) 
N 
anwenden, so ist r — ß,, die Funktion %’ bleibt ungeändert — Y 


und 9’ geht aus @ hervor, wenn 
GE 0, WER) 04 


0, (% ß,); (%; ßı); («,ß,) 
ersetzt werden. Es wird also nach (14) 
D' — PB} (a, B}) (as Pı) (u Pı)Yi 
und folglich nach (19): 
(& Bı) (5 A) (u Pı)y = mP— AFP, 
(20) (&, ß») (0; Ps) (&% 2) Y5 = 4, ® Bu Pr 4% 
(& B3) (% Ba) (u B3)y} = md — BP, 
(% B) (5 Bı) (u B,)yy = ud — BP. 


durch 
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Das Produkt des konstanten Faktors auf der linken Seite ist 
die Diskriminante D, und man erhält also nach (13) 
Dyryzysyi = F(®, — #) 
— BD — a, DVP +4,D%WP2 — DV 4a, Pr, 
und die y; sind also die linearen Faktoren dieser biquadratischen 
Form. 


(21) 





Es gibt noch eine weitere simultane Kovariante der Form Q, Y, 
nämlich die Jacobische Funktionaldeterminante der vier Funk- 
tionen 9, vd, ®, . Wir bezeichnen sie so: 


91, ° 9a; Y3; 94 
V,, bs, bs, U, h 
BD De, 
u TE 


Bildet man sie für die kanonische Form, so ergibt sich nach 
(12), (14), (15) 


(22) iR 





— — JIyı Yaysyın 
und dar 127 —HDzist:; 
KR’= Dy’ysy3yr; 
also haben wir nach (21) 
(23) KR, = f(®, — ®), 





Die biquadratische Form f(®, — #) hat zwei Kovarianten, 
die wir wie in Bd.I, $ 70 so bezeichnen: 








Eee 
1 o®:? odoW 
al 
ER a, oe an 
oPood’ or? 


r-ılr@, ro» 

12,4 (9), H(— W) | 

Sie sind vom vierten und sechsten Grade in der ®, ®, also 

vom achten und zwölften Grade in den x. Es sind Kovarianten 

der Grundkurve (Kombinanten von g und Y), und es besteht 
zwischen ıhnen die Relation: 


(25) Hs — 48 AHf? — 64 Bf> — — 27a. 
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Das allgemeinste zu der Grundkurve gehörige Integral (2) 
geht durch Einführung homogener Variabler 2 —= x,:x, in fol- 
sende Form über: 

da, — X, dx 
[r«. y, 2) 3 4 4 = 


2; 2 


oder wenn man 
> Du, X Ka, %4) 


F(x,y,2) = x? 
(912) * 91% — Pt 
setzt, in 
a Re N Re 
F(z,0,20,0) 
| (ar an) ET 
worin F eine homogene Funktion Oten Grades ist. Der einfachste 
Fall st # = 1, und wir betrachten also das Integral erster 
Gattung: 


ae 
96 Erin | UghR, TIyURg 
es) Pılda — PaYı 
Nun bilden wir nach dem Multiplikationssatze der Determi- 
nanten das Produkt K(x;dx, — x,dx,), also wegen = 0, y —0: 














| 9% 95 9» 9 ||], 0, 0, 0 9% 9% 09 0 | 
| vd dd Ya %, 110, 1: 0, ) 1%, a U) | 
| D,, D,, ®,, D, X Xp, X3) 4 z D,, D,, D, d® | 
II, 5 7, W,||da, da, da, de, a I all 


— (Pıba — Pabı)(PAV — Pad), 
und folglich ergibt sich aus (26) und (23) 
DdV —- VYdadO |GDBaP — Pad 
(27) Te ENT ee ET 
MDR) 
Wendet man hierauf die Transformation des $ 5 an, indem 
man x, y durch ®, — ersetzt, so folgt 





FR fdH — Hdf 
u VI | Sm — — — , 
V-(H&2 -4AsApH —6ABFyf 
und wenn man in $ 5, (17) u = 3, also 
BR 
4f 
setzt: 
ea 020593 


%—=12.94, = —4.2TB. 


un 
[0 6) 
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$ 8. Das Jacobische Transformationsprinzip. 


Die Jacobische Transformationstheorie stellt sich im all- 
gemeinen die Aufgabe, ein elliptisches Differential durch eine 
algebraische Substitution auf ein anderes elliptisches Differential 
zurückzuführen. Indem wir hier die Grundlagen dieser Theorie 
auseinandersetzen, bedienen wir uns der Darstellung des ellipti- 
schen Differentials in homogenen Variablen [S 1, (4)]: 

xzdy — ydz 


(1) = 

ray) 
und substituieren darin für x, y zwei teilerfremde ganze homo- 
gene Funktionen gleichen, aber beliebigen Grades n zweier neuer 
Variablen & 7 





(2) = li) y=len. 
Aus den Gleichungen | 
ee: dU = d62, + dm 
R 
Vet av — den, E+de2r 
folgt sodann 
(3) UdV—VdU—= H(&dn — nd!), 


wenn A die Funktionaldeterminante 
% BT LA An 

0E on 0E on 

bedeutet. 

Danach geht das elliptische Differential (1) in das folgende 
über: 

(5) y:® N — nds. 
\r(u,v) 

Damit nun dieses Differential wieder die Form eines ellipti- 
schen erhält, ist erforderlich, daß von der Funktion f(U,V), 
deren Grad der 4nte ist, sich ein quadratischer Faktor 7? vom 
Grade 4n — 4 absondern lasse, also, wenn @(£,n) eine Funktion 
vierten Grades bedeutet, dab 
(6) KUV)= Polen) 
werde, wodurch, wenn 


1 
(7) g=M 


8. Das Jacobische Transformationsprinzip. 31 
gesetzt wird, das Differential (5). in 
(8) en Sdn — ndE 
Yp(&n) 
übergeht. Es läßt sich nun nachweisen, daß, sobald die Bedin- 
gung (6) erfüllt ist, 7 durch 7 teilbar, und also, da der Grad 
beider Funktionen derselbe ist, M eine Konstante wird. Diese 
Konstante heißt der Multiplikator der Transformation. 
Bemerken wir nämlich, daß, da f(x,y) keinen quadratischen 
Faktor enthält, die beiden Funktionen 
EMO 
x’ 0Y 
keinen gemeinschaftlichen Teiler haben, und daß infolgedessen, 
weil U und V teilerfremd sind, auch 
Op eeon 
NZ 
keinen gemeinschaftlichen Teiler (in Beziehung auf &, n) haben, 
so lassen sich zwei Funktionen «, ß von &,n so bestimmen, daß 


zu einer beliebig gegebenen Funktion 7 teilerfremd ist. Man 


of 


kann z. B. « teilerfremd zu 7 und ß durch die in su nicht 
aufgehenden Teiler von 7 teilbar, dagegen durch die gemein- 
schaftlichen Teiler von 7 und a unteilbar annehmen. Wenn 
wir nun die Gleichung (6), die wir als erfüllt voraussetzen, nach 
&, n differentiieren, so folst: 
öfou en ofeVv 
oUoE "VI & 
ofau _ ofov 
oU On oV on 


X 
I DY, 


und daraus durch Auflösung in bezug A AL 


of of 
Alayı + Bay) = 12 
worin X, Y, Z ganze homogene Funktionen von &, n sind. Aus 


der letzten Gleichung aber schließt man, daß H durch 7 teilbar 
sein muh. 
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Demnach ist unser ganzes Problem enthalten in der Glei- 
chung (6), die nichts anderes besagt, als daß die Funktion 4nten 
Grades f(U,V), 2n — 2 quadratische Faktoren enthalten soll. 
Zur Befriedigung der hieraus folgenden (2%» — 2) Bedingungen hat 
man die 2» + 2 in U, V enthaltenen Koeffizienten zur Verfügung, 
so daß vier von diesen unbestimmt bleiben. Dies war vorauszu- 
sehen, da für &, n beliebige homogene lineare Funktionen von &, 
eingeführt werden können. Man kann diese vier überzähligen 
Konstanten dazu verwenden, um das Differential (8) in eine 
Normalform zu bringen. Da aber die Bedingungsgleichungen für 
die Koeffizienten von U, V nicht linear sind, so gibt es für einen 
gegebenen Transformationsgrad mehrere Transformationen. 

Wir werden diesem Transformationsproblem später von einer 
sanz anderen Seite her wieder begegnen und weit tiefer darauf 
eingehen müssen. Es soll daher auf die Einzelheiten des alge- 
braischen Problems hier nicht näher eingegangen werden; dagegen 
wollen wir durch zwei Beispiele das Gesagte veranschaulichen. 


$ 9. Die Transformation zweiten Grades. 


Wir setzen, um die elliptischen Differentiale in der Normal- 
form zu erhalten: 


fay) = ya — y)(@ — Ay), 
Yan) End NE — en), 
und es seien U, V vom zweiten Grade. 
Die Gleichung (6), $ 8, wird jetzt, da 7 vom zweiten Grade ist 
a) UV(U—V)(U— 12V) 

— (ad + dn)?(5 + dn)PEn — n)E — en), 
und es müssen zwei der vier Faktoren zweiten Grades auf der 
linken Seite dieser Gleichung (Quadrate sein. Die große Zahl 
der hierin liegenden Möglichkeiten wollen wir dadurch noch 
beschränken, daß wir voraussetzen, n und y sollen gleichzeitig 
verschwinden, also V durch n teilbar sein. Dies gibt (von einem 


konstanten Faktor abgesehen) für V die folgenden drei Möglich- 
keiten: 


l. vn 22V m, 93.7 nen). 
Jeder dieser drei Fälle umfaßt nun wieder drei Unterfälle, indem 


von den drei übrigen Faktoren U, U — V, U — A2V irgend zwei 
als Quadrate angenommen werden können. Von diesen letzteren 


89. Die Transformation zweiten Grades. 33 
drei Fällen gehen zwei ineinander über durch Vertauschung von 
Pam Da: AREA 

Wir wollen zwei für die Folge besonders wichtige unter diesen 
rn‘ . .. . .. 
Transformationen vollständig durchführen. 


l. Die Gausssche Transformation. 
V=En, U= (a5 + bn). 
Wenn nun noch U — A2V ein Quadrat sein soll, so ist 
AIR WALD 
zu setzen, und es wird 
U—- 2 V/ — (ag — bn)®. 

Da U — V sodann durch & — n und durch & — x?n teilbar sein 
muß, so ergeben sich, wenn man &—=n, & —= x2n setzt, aus 
U—V die Bedingungen 

a hir Ye a +b= +x, 
woraus, wenn die oberen Zeichen genommen werden, 











ee. RER, Dean 
ae A ee ee 
£ rsgskähe r — fE—an\: 
ee): 


es r _(&E — m)(E — x2n) 
De ee 
r_&zem nee 





= arg He 
1 
Ya 1+ı 
Setzt man also wieder 

EINER else 

X #5 E ’ 
so haben wir das Resultat, daß durch die Substitution 

(1-+ x)28 4% 

3 =— 2. 2 — —— 
& ee, 


die Transformation 
de un (1 + x)d& 


3) BI SE ENTE N Da eh Ft WM 
2 Wü») Ka-dya—eı) 
geleistet wird. 

Weber, Algebra. III. 3 











34 Erster Abschnitt. 89. 


2. Die Landensche Transformation. 
V=an@— m): U=E£(£ — »n). 
Die Bedingungen, daß U — V, U — 42V Quadrate sind, lauten 
4a = ("+ u), 4a42 — (x? — aA), 
A(#2 a) = x? + aA, 


oder durch A — 1 dividiert 
VID —E NEE 


woraus 


dies in eine der obigen Gleichungen eingesetzt, gibt 
44 —= x2(1 + 4), 

und durch Auflösung dieser quadratischen Gleichung, wenn 
x" — Y1 — x2 gesetzt ist: 

ı— Ira a— (1 +), 

U Be lem] 

U-MI= [En 

EI a 

T=(1+#)[& < m)? — #2), 





1 

mu 
also durch die Substitution 
| ‚_A+mea—g „Lies 
(4) irre Lt ) er 
die Umformung: 
= dz (1-+ »)d 
DO Ze  —E—_. 

ZUR T EEE TE TE 73 


Wendet man auf die linke Seite dieser Gleichung wieder die 
Gausssche Transformation an, indem man in den Formeln (2), (3) 
&£, # durch 2, A und z durch eine Variable n ersetzt, so ist, wie 
aus (2) und (4) folgt, A in (3) durch x zu ersetzen, und durch 
Kombination von (5) und (3) findet man: 





(6) dn fine 2dE 
| WAa—mM)UA-—en) VWA—HA— =) 


und die Verbindung von (2) und (4) ergibt zwischen den 
Variablen n und & den Zusammenhang: 


(7) A 
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Die Kombination der beiden Transformationen zweiten Grades 
gibt also die Multiplikation mit 2. 


$ 10. Die Transformation dritten Grades. 


Als zweites Beispiel betrachten wir die Transformation dritten 
(srades. Die Gleichung 
USE FIR EIER NEEaden 
fordert, daß jeder der vier Faktoren dritten Grades U, V, U—V, 


U — 42V durch einen der Linearfaktoren &n,&— ,&E— #n 
teilbar und daß der Quotient ein Quadrat sei. Wir setzen also 


(2) U— &attbm,  V—n@WEtdm, 
und verlangen noch, daß " 
en RIRENTS 
(3) — et 
a en 
die Quadrate linearer Funktionen werden. 

Von den beiden letzten Forderungen folgt die eine aus der 
anderen, wenn wir U, V so einrichten, daß, von konstanten 
Faktoren abgesehen, U und V ineinander übergehen durch die 
Vertauschung von &, n mit «?n, & Durch diese Vertauschung 


geht aber 
&(a& + bn)%, n(@& + Ö’n)? 


»2n(bE + ax?n)®, E(bE + a'x2nm)?, 


und unsere Forderung ist erfüllt, wenn 


über ın 


(&) ie 


ıst. Wenn dann 


_ ab\?2 
u) 2 (a) 


ist, so geht durch diese Vertauschung 
U—V. b2 U— 12V 

(6) Terme ae 
über. Nachdem dies festgesetzt, ist nur noch die Bedingung zu 
erfüllen, daß die erste der beiden Größen (3) das Quadrat einer 
linearen Funktion wird, die wir mit («2& — ß?n) bezeichnen, also: 
(7) U-V=(—n (a: — Pr)? 
oder 

U — E28 — Bm? = IV — nl: — PB’), 


D%* 


{9} 
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und da U durch &, V durch n teilbar ist, so muß diese Funktion 
durch En teilbar sein; setzen wir se = &n(m& + nn), so ergibt 
sich aus (2) 
(a8 + db? = (85 — Pen? Hnmötnn), 
(„E+ by) = (wi — Rn +Elmet nn) 
Die Vergleichung der Koeffizienten ergibt 


ame bi BT br — Bm, 


Dt 


WR— Mt) stets ai a2 — at — m, 


und aus den beiden letzten Gleichungen jeder Reihe: 
m? — 4a?(na2 + mß?), 
n? — 4 ß?(na2 + m 2). 
Wenn man also 
Me No Na 


h=4oß (a + P). 

Hiernach lassen sich a, db, a,b’ durch die beiden Größen «, ß 
ausdrücken in der Weise: 
(8) a = u, b=P?+2uß, 

a — ®—+20ß, b —= P8, 

und danach aus (4), (5) 
B B-+ 2u ie BG 
eo} B a + 2B’ 
oder durch Multiplikation und Division dieser beiden Gleichungen: 


— _ Bß+2u m Pr 
(10) VE rrrunge a 

Durch Elimination von ß:« erhält man eine Gleichung zwi- 
schen #, A, die man die Modulargleichung nennt, deren Grad 
die Anzahl der verschiedenen Transformationen dritten Grades 
angibt. Sie nimmt die einfachste Gestalt an, wenn man setzt: 
(11) VY=uw Vı=o. 

Dann werden die Gleichungen (10) 


Mn m ai. Mike 
wa 2B! w Be 
also durch Einsetzen des Wertes von ß:«& in die erste Gleichung 
und Beseitigung des Faktors u?: 
(12) ve — ut + 2u3v8 — 2uv —=(, 
eine Gleichung vom vierten Grade. 


setzt, so wird 


(9) 2 — 


[2] 


s 10. Die Transformation dritten Grades. 537 


Man erhält ferner [ohne weitläufige Rechnung durch Ver- 
gleichung der Koeffizienten der höchsten Potenz von & in (1)] 


T= S(aE + bn) @E+ VE) (mE — Ben) (BE — warn), 
IROUDOR oV oU a’ 
Bela m) 
woraus man leicht nach (8) findet: 


a & v 
(13) Unna 
Setzt man den hieraus sich ergebenden Ausdruck 
2u® M 
SM v 


in die Gleichung (12) ein, so ergibt sich für M eine Gleichung 
vierten Grades, die Multiplikatorgleichung, die die Modular- 
sleichung ersetzen kann. Man erhält aber diese Gleichung ein- 
facher auf folgendem Wege. Nach (13) ist 
1 Bıehei 2(ß + 2) 
ee ee an) 
a ae Mh. Ra 


also nach .(9): 


ER Fi: Pe Eu 
und folglich nach (13) 


16 x? 1 
a --)ar) 
oder geordnet 
6 Ss(1 — 2x? 
(14) A m ze zum 
Drücken wir also unsere Formeln durch «, v aus, so ist das Er- 
gebnis dieser Betrachtung das folgende: 
Durch die Substitution 


| &[(w2 + 2vu3) + us8]2 
wird die Transformation bewirkt 
dz vo -+'2u2 d& 
Vagav)  » Ya-dı-un 
falls zwischen «, v die Modulargleichung (12) besteht. 
Zu einem gegebenen « ergibt die Modulargleichung vier Werte 
von v, also vier verschiedene Transformationen dritten Grades. 
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$Sı1l. Die drei Gattungen elliptischer Integrale. 


Es sei jetzt 








(1) (ed) = ut +2 +, ge + a 
eine ganze Funktion dritten oder vierten Grades, und 
(2) 2x) — ADELS | Rode, 
\7@ 
wenn zur Abkürzung 
D (a 
Ö Bl) = 


76 
gesetzt ist, ein elliptisches Integral. Es bedeutet darin x eine 
unbeschränkt veränderliche (auch komplexe) Größe, und Yf(=) 
hat für jeden Wert von x, für den f(x) nicht verschwindet, zwei 
entgegengesetzte Werte. Wir verstehen unter einem Punkt 
nicht einen Wert von x allein, sondern ein zusammengehöriges 
Wertepaar von x und Yf@), also einen Wert von x mit einem 
bestimmten Vorzeichen von Y f(x). Ist daher «, irgend ein Wert 
von x, so gibt es zwei Punkte x,, wenn f(x,) von Null ver- 
schieden ist, aber nur einen, wenn f(&) = D ist. Für x = 
bestimmen wir die Punkte nach dem Vorzeichen von Yf(x):«2, 
und wir haben also zwei Punkte © = », wenn f(x) vom vierten, 
und nur einen, wenn f(x) vom dritten Grade ist. ü 
Nach bekannten Sätzen der Funktionentheorie gibt es, wenn 
- f(x.) von Null verschieden ist, eine in einem gewissen Bereich 
konvergente Entwickelung nach dem Taylorschen Lehrsatz: 


(4) Bla) = Anla-20 + Ansı(@- 20" + Ansla-om tt 


worin m eine positive oder negative ganze Zahl oder auch Null 
ist, während Ay, Amt+ı, Am+a, -.. Konstanten bedeuten, von denen 
A, nicht verschwindet. Dies ist eine Entwickelung nach steigen- 
den Potenzen. Ergänzend tritt hinzu, falls f(x) vom vierten 
(nicht vom dritten) Grade ist, die Entwickelung nach fallenden 
Potenzen 


(5) Rz) en Be - (a ? —- N en == ..., 


von der wir sagen, daß sie in der Umgebung eines unendlich 
fernen Punktes gilt. 


S#11. Die drei Gattungen elliptischer Integrale. 20 


Wenn aber f(x,) verschwindet, so erhält die Entwickelung 
von R(x) die Form: 


9 Ra) = Anle — a" + Amrıla — art! 
=. Am+2(& Te Kom Ve +2 — ..., 


und wenn f(x) vom dritten Grade ist, so gilt in der Umgebung 
des unendlich fernen Punktes die Entwickelung 


(7) R(x) — wi a m—3g er RE RER — ARE a el —. be 


Aus den Entwickelungen (4) bis (7) können wir die Ent- 
wickelungen von 32 ableiten, wobei eine additive Konstante un- 
bestimmt bleibt. 

Die Entwickelung von 2% ist dann ebenfalls eine Potenzreihe, 
wozu, wenn m negativ ist, in den Fällen (4) oder (5) noch ein 
Glied A_ılog(2 — x), C_ılog x tritt. 

Wir nennen nun © einen Punkt erster Gattung von 
2, wenn m in diesen Entwickelungen nicht negativ ist. 


Dann ist 32 im Punkte x, endlich (auch im Falle &, = »). 
Der Punkt x, heißt ein Punkt zweiter Gattung von 2, 
wenn in den Entwickelungen (4), (5) m negativ und A_ı — 0, 


C_ı = 0 ist, und in dem Falle der Entwickelung (6), (7) mit 
negativem m. 

Endlich heißt x, ein Punkt dritter Gattung, wenn in 
den Entwickelungen (4) oder (5) A_, oder C_, von Null ver- 
schieden ist, wenn also in der Entwickelung von 2 ein logarith- 
misches Glied vorkommt. 

Die Nullpunkte von f(x) können bei dem Integral (2) nicht 
von der dritten Gattung sein; sie können. aber von der dritten 
Gattung werden, wenn wir das elliptische Integral in der all- 


gemeinen Form | ® (x, y f(x)) dx betrachten. 


Das Integral 2 heißt ein Integral erster Gattung, wenn 
es nur Punkte erster Gattung hat. Ein solches Integral hat 
dann für alle endlichen und unendlichen Werte von x einen 
endlichen Wert. 

%2 heißt ein Integral zweiter Gattung, wenn es nur 
Punkte erster und zweiter Gattung hat, und 

2% heißt ein Integral dritter Gattung, wenn es neben 
Punkten erster und zweiter Gattung auch Punkte dritter Gat- 
tung hat. . 
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$ 12. Darstellung der elliptischen Integrale durch die 
einfachsten Grundintegrale. 


Um das Integral 2&(xz) durch Integrale von möglichst ein- 
fachem Typus darzustellen, zerlegen wir die rationale Funktion 
P(x) in eine ganze Funktion und in eine Summe von Partial- 
brüchen, d. h. wir stellen ®(x) dar als eine Summe von Aus- 


drücken der Form 
1 


(2 — a)" 
mit konstanten Koeffizienten, worin n eine ganze positive Zahl 
(auch Null) und & einen konstanten Wert bedeutet, für den ® (x) 
unendlich wird. 
Setzen wir dann für positive und für negative oder ver- 
 schwindende n 
(2 — "da 


hei (HE —— = 
x a Tre 


so wird 2&(x) eine Summe der Form 


wa > M 8. (6), 
wo sich die Summe auf mehrere verschiedene Werte von n und 
von & erstrecken kann und die M Konstanten sind. 

Die Funktionen $,„ lassen sich durch Vermittelung algebrai- 
scher Funktionen auf eine geringe Anzahl zurückführen. Zu ‘dem 
Ende bilden wir 

u n(2 — af Tl e— ars] (x 

d(x De a)" Yf@) = ( ) ft ) ör (: ) f (; R 

Yr@) 


n 
X 





und wenn wir darin setzen 


(= fe) +@- rw + LTE 
a (2 — a)? BR = Kto ce) 2 ai an 2 a 
= +R- Tr 


so folgt 
@- 1 = rn + (nt zZ) 
(2) + Sn + (+7) 1" Sr 
+ (tn) Bar 


8.12. Die einfachsten Grundintegrale. 41 


Wir unterscheiden vier Fälle: 

1. f""(&) und f(«) nicht —= 0 [d. h. f(x) vom vierten Grade 
und & keine Wurzel von f(x)]. 

In diesem Falle läßt sich durch die Formel (2) für n = 0 
S, durch S,, S,, S, ausdrücken, und daher $, für jedes positive n 
durch $., 8, ©. Setzt man aber n = —1, —2, ..., so erhält, 
man S_s, S_3, ... ausgedrückt durch Sa ER De 
bleiben in diesem Falle die vier Grundintegrale 

DER So» Ne 2. 

2. f""(&) nicht = 0, f(«x) = 0. In diesem Falle kann man 
noch S_, durch S,, 5), 5, ausdrücken und erhält als Grund- 
integrale " 

So, I S2. 

>. 2000) = 0, T(e) nichu — 0, Hier sindadie, Grund- 

integrale 
Be We rer 

4. f""'(&) = 0, f(@) = 0. Hier sind die Grundintegrale 

er 

Das Resultat hiervon ist also: 


I. Ist f(&) vom vierten Grade (a, —= 1), so lassen sich alle 
Integrale &(x) ausdrücken durch Integrale der Form 


Se | da Bet = | x2dx 
Os —— Fe, BU TZEREN 
\r@) vo ”" |ro 
4: 
Se ng 
(2 — o)Y f(@) 
worin S_, noch von dem Parameter « abhängig ist. 


II. Ist aber f(x) vom dritten Grade, so genügen die drei 
Integrale 


= (7 dx EXL2 5 | dx 
Er —— TI  ® 

Yre) Yr@) (ee) fa) 

In beiden Fällen ist S, von der ersten Gattung. Ist f(x) 
vom dritten Grade, so ist 8, von der zweiten und S_, von der 
dritten Gattung. Ist dagegen f(x) vom vierten Grade, so sind 
S;, 5 und S_, von der dritten Gattung. Man kann aber aus 
S, und 5, ein Integral zweiter Gattung zusammensetzen. Denn 
es ist 


DD 
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— (+ aa + or + mar 4 a) 


ao 


a 


und in der Entwickelung von (" sh Ss a f(x) nach fallenden 


Potenzen kommt kein Glied mit x! vor. Folglich ist 5, — : S 


ein Integral zweiter Gattung. 

Durch Vermittelung einer logarithmischen Funktion kann 
man aber auch noch die vier Integrale des Falles I auf drei 
reduzieren. Zu dem Ende bringe man f(x) auf die Form 


“+ 4,2°+%”? +2 +, = Pac -+b, 
worin P= x2-+px-.qg eine quadratische Funktion und a 
und 5b Konstanten sind. Es ergibt sich: 


di; BR a? 
ee: 
44 a? 7 a2\ 2 
; | 
ee 


F—P _ ff P— 2f(a)P'(a) "da 
hie 
-P?=ac-b, 

can 21 aa er, 





und folglich 
Fa P— 2f@)P'@)= «a{P — 22P})— 20 —Q 


eine quadratische Funktion von x, und demnach ergibt sich aus (3) 


ll: — PP Q dx 

ze: = ers 
Die rechte Seite ist aber eine lineare Funktion von 5, 9 
und S_ı (für «= —b/a). In dem besonderen Falle, wo a —= 0 
ist, wird @ vom ersten Grade, und man kann eine lineare Ver- 
bindung von S, und S_, durch eine logarithmische Funktion 
ausdrücken. 

Nehmen wir a, und a, —=0 an, at wir den allgemeinen 

Fall nach $S 4 durch lineare Transformation zurückführen können, 
so erhalten wir als die Grundintegrale 


(4) 
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ae fee seele (Mlndinel 
Kr) en re 2 (© — a)yYrf(@) 


während S, = | = durch die Substitution 22 — y auf das 
f(x 








nicht elliptische Integral 


dy 
2 ren + %y % 
zurückgeführt wird. Hier ist $, von der ersten, S, von der 
zweiten, S_, von der dritten Gattung. Für die Legendresche 
Normalform setzen wir f(x) = (1 — x2) (1 — x222) und nehmen 
als Normalintegral der zweiten Gattung nicht S, selbst, sondern 
So — #2? 8,. Dadurch ergeben sich die Normalintegrale der drei 
Gattungen: 


I: dx Ya | dx 
Ya—22)(1—x222) 2) 1— 22 (2 — 0) YaA—22)(1—x222) 


und wenn man & — sing setzt: 


Me an 
Im Nr EOTR va Y1— x2sin2o ri 


Dasselbe erhält man, wenn man das elliptische Differential 


ın der Normalform 
dz 


Ye(l — 2) (1 — x22) 


annımmt und nach dem Falle II verfährt. 


$ 13. Das Additionstheorem. 


Das von Euler entdeckte Additionstheorem der elliptischen 
Integrale besteht in dem Satze, der für die ganze weitere Theorie 
von fundamentaler Bedeutung ist, daß, wenn von den drei Wert- 
paaren 

2; Ya); Vene: X; Vf) 
zwei als gegeben vorausgesetzt werden, man auf algebraischem 
Wege das dritte so bestimmen kann, daß die Differentialgleichung 
he 07 Le 


() En 
Yf@:) Vf (%3) Vf) 

befriedigt ist. Darin ist f(x) eine gegebene Funktion vom dritten 

oder vierten Grade. Es ist dies ein spezieller Fall des großen 
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Abelschen Theorems und soll auch in dieser Weise hier auf- 
gefaßt und abgeleitet werden!). Dem Beweise schicken wir fol- 
senden elementaren algebraischen Satz voraus: 

Ist F(x) eine ganze rationale Funktion nten Grades 
ohne mehrfache Faktoren, F’(x) ihre Derivierte, sind 
ferner 2,0 die Wurzeln der Gleschuns ie 
und p(xz) eine ganze Funktion von «, deren Grad höch- 
stens = n — 2, so ist 








p (x) KATY (X) P (X) ae 
(2) Fr us, = F'(x.) (%3) Se RI (1) m; 0. 
Der Beweis dieses Satzes ergibt sich unmittelbar aus der 
Zerlegung des rationalen Bruches 
© Qp(%) 





in Partialbrüche 
4, PA LP \Xa In Pp\En 
en i ) 3 ur re 2 ig ae el PN 
wenn darin x = 0 gesetzt wird [Bd. I, $S 15 (9)]. 
Es se nun P, Q ganze Funktionen von & von den Graden 
m und m — 2 bedeuten, und wir fragen nach den Werten von 
x, Yf(x), für die die Funktion 


& P+QYf@ 

verschwindet. Solcher Wertpaare (Punkte) gibt es 2m, und zwar 
findet man die Werte von x als Wurzeln der Gleichung 2mten 
(srades: 

(4) F(«) = P? — Q:f(a) = 


und an zugehörigen Werte von f(x) aus 


(5) P+ 0 fe = 

Wir nehmen nun an, die Be in den Funktionen 
P, @ seien veränderlich, entweder unabhängige Veränderliche 
oder in irgend einer Weise von anderen Veränderlichen abhängig. 














') Dieses weitumfassende Theorem findet sich in großartiger Einfachheit 
abgeleitet in einem kaum zwei Seiten umfassenden Aufsatze im vierten Bande 
von Crelles Journal „Demonstration d’une propriet& generale d’une certaine 
classe de fonctions transcendentes“; Oeuvres completes de N. H. Abel. 
Nouvelle edition, T. I, p. 515. Ausführliche Darstellung und Anwendungen 
in der nachgelassenen großen Abhandlung: „M&moire sur une propriete 
generale d’une classe tres etendue de fonctions transcendentes“. 
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Es werden dann auch die durch (4), (5) bestimmten Werte x 
und Y/(x) Funktionen dieser Veränderlichen, und (5) läßt sich 
differentileren. 

Bezeichnen wir mit 0 die Differentiation nach den in den 
Koeffizienten von P, @ vorkommenden Veränderlichen, wobei x 
als konstant gilt, mit dx das entsprechende Differential von x, 
wenn x durch (4) oder (5) als Funktion dieser Koeffizienten 
bestimmt ist, so ergibt die Differentiation von (4) 


2PöP— 2959 f(x) + Fa)dx = 0, 
woraus mit Benutzung von (5): 


(6) QaaP—PöQ de 

7) ara) 
und da der Zähler auf der linken Seite vom Grade 2m — 2, 
F(x) vom Grade 2m ist, so läßt sich die Formel (2) anwenden, 


und es folgt 
| der 


7 I 
“ STE 
wenn die Summe auf sämtliche Wurzeln der Gleichung (5) er- 
streckt ist. 

Wir wenden dieses Theorem auf den einfachsten Fall, näm- 


lich m = 2, an und erhalten dann folgenden Satz: 
Wenn 


2 Va); 2 fa); a VfR); 2 VfR) 
vier Wertepaare sind, für die irgend eine Funktion der 
Form 


(9) a+ ba + ca + Y7@) 
verschwindet, so sind diese Wertepaare nicht gänzlich 


voneinander unabhängig, sondern es besteht zwischen 
ihnen die Differentialgleichung 


dx, dx; a Re: dic, 


a RE une ——=)( 
a“ Yen 


Die Abhängigkeit dieser vier Wertepaare, also eine Inte- 
gration der Differentialgleichung (10), kann aber auch in alge- 
braischer Weise ausgedrückt werden, indem man die Funktion 
9y tür 2 me, 2, oleich Null’ setzt”und danna, Dd, c 
eliminiert. Man erhält so die Determinantengleichung: 











9 
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1, 2, 28, Ya) 
| 1, La, X, Vf) 
1, 2, 2 Yf@) 
l, 2, % Vf) 

Aus dieser Gleichung kann man x, und Yf@) rational 
durch &, Yf(&); & Yf(@); &, Yf(&) ausdrücken; denn 
x, ist die Wurzel einer biquadratischen Gleichung, deren drei 
andere Wurzeln &,, X%;, x, sind, und deren Koeffizienten rational 
von & Yf(@); & Vf); &u Y f(x.) abhängen, und Y (a) ist 
mittels (11) rational durch «, darstellbar. Setzt man x, einer 
beliebigen Konstanten gleich, so geht die Differentialgleichung 
(10) in (1) über und (11) ergibt ihr Integral. 

Wir wenden dies Theorem zunächst auf die Normalform an 
und setzen 


un 
jean 
o 


(11) 








f@) = el — o)(l — »22). 


Nehmen wir in (ll) z, = 0 an, so reduziert sich diese 





Gleichung durch Division mit Ya, 2,2, auf:\ 


(12) Voss ers Vs L— ee Zr) a 


y 
o 


Yes, X V%s, ya — 45) (1 — #225) 


oder wenn wir die Determinante nach den Elementen der ersten 
Zeile entwickeln: 


13) Yalatba)teyl—a)1— eu) = 0, 








worin zur Abkürzung gesetzt ist: 

a— 1, Ya, Narr Valle ll a), 
14) bb =— Ve; Ya—-2)1—r2%) + V2s YA—2)(1—x22,), 

= — (di, — 45) Vi; V;. 

Wenn wir.(13) rational machen, so erhalten wir die kubische 
Gleichung: | 

x(a — bx)? — @(1— e)(l — 22) = 0, 

deren drei Wurzeln &,, X, &, sind. Es ist demnach identisch 


(15) d52(2 — X.) (2 — &5) (2 — %3) — 2 (aba)? — ce (1— x) (1— 2X), 
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und indem wir in dieser identischen Gleichung & — 0, 1, 1:x2 
setzen, so folgt: 

rg C 

N — 7 

ee —— b-+a 
(16) Kos u el) = - 

BB 7 en h 

YA — #22) (1 — #225) (1 — #20) — u. 


Zur Bestimmung der Vorzeichen in diesen Gleichungen er- 
halten wir noch aus (13), wenn wir «, durch x, und x, ersetzen 
und die Ergebnisse multiplizieren: 


%,%% (a + b,)(a + ba,)(a+bx,) — — cs Yfla.) Yf(&) Yf@s) 


und (15) ergibt für = —a:b " 
(a + ba)(a + ba)(a + ba) = Tb +) + wu) 


Benutzt man noch das Quadrat der ersten Gleichung (16), 
so folgt hieraus 
c 


oe eu + + Re) 


Dasselbe Resultat ergibt aber die Multiplikation der drei 
Gleichungen (16), und die Vorzeichen sind also in diesen Formeln 
so gewählt, daß das Produkt der linken Seiten den durch die 
Differentialgleichung (1) geforderten Wert von Yf(x,) ergibt. 
Eine weitere Bestimmung der Vorzeichen ist in (16) der Natur 
der Sache nach nicht möglich, und diese Gleichungen dienen zur 
eindeutigen Definition von Ya), Yl — x), Yl — x?x,, wenn die 
Va, VYl— &, Yl — x22,, Va, Yl— ©, Yl — 022, als gegeben 
vorausgesetzt werden. 

Um die Gleichungen (16) in die gebräuchliche Form zu 
bringen, machen wir zunächst in (14) den Zähler von 5 rational 
und erhalten | 
dr ch (&, x) (1 an) 

V% YA — %)(l — #22) + Yz VL — )(l — #20) 
ferner nach (14): 
b+ta= 


NN ET ET 


b+-ra= 
— YA-#22,)(1-2223) | Vaa(1-#22,) YI-23-Yas(1-#22,) Yl-az) 
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wodurch die Gleichungen (16) leicht in die Form gebracht werden: 


in _ Nm) —en) + UA) 








1 — #?4, 83 
In yim- NV — Yan lea) — tan) 
( ar 1 — 920,03 


VIzasz, 3 Bi: 1 #2 — #2 Yo la) —as) 
l — 920,03 





und unsere Betrachtung lehrt, daß, wenn x, und die Wurzeln 
Yır,, YL—a,, Yl—»2x, durch diese Gleichungen als Funktionen 
von &%g, X; bestimmt werden, die Differentialgleichung (1) identisch 
befriedigt ist. 





Um auch für die Weierstrasssche Normalform das Additions- 
theorem in möglichst einfacher Gestalt zu erhalten, setze man 


f(a) = 48° — 9% — 95, 
und lasse in der Gleichung (11) (nach Division mit x) x, un- 


endlich groß werden. Es ergibt sich alsdann das Integral der 
Differentialgleichung (1) 


RR re Ds 


a 


l, x, Vf) 
(18) 1,0 Vay)ı= 0, 
l, 23, Vf) 








in der Form 


NS 





oder 


(19) a + ba, +cYfia) = 0, 
wenn 

Ol \r@) FED Vf) 
(20) b= Yfa)— Vf) 








Es werden dann &,, &,, &%; die Wurzeln der kubischen 


Gleichung 
(a + bx)? — c2f(x) = 0, 
und wenn man hierin den Koeffizienten von x2, geteilt durch 


den von 3 gleich der negativen Summe der Wurzeln setzt, so 
erhält man 


Ss 14. Ursprung der elliptischen Funktionen. 49 


21) Bee en | 1 (Ye) — Wa 2), 


m) wre Kg 
und aus (19) 


ve DENE 2, Me) 





12 1 Lo 4 03 


#8 Yf@) —_ %a Y fs) 


Kg Sr; Kg 
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Wenn in dem elliptischen Differential erster Gattung in der 
Legendreschen Normalform 
T dz 


2 yrı — 2) (1 — x22) 


[7 





die Substitution 





(1) 2 —= sin? 
gemacht und sodann die Integration von g = 0 an ausgeführt 
wird, so entsteht das elliptische Integral erster Gattung 
p l 
(2) en, 
y1 — x?sin?p 
0 


Jacobi nennt die obere Grenze @ dieses Integrals seine 
Amplitude und schreibt 


(3) p = amı. 
Die trigonometrischen Funktionen dieses Bogens 

. OTHER 
(4) sing, cosp, Yl — x?sinp = Ip 
sind es nun, die, als Funktionen von u betrachtet, elliptische 
Funktionen genannt und von Jacobi mit 

sinamu, cosam u, Jamu, 

oder, nach Gudermann, kürzer mit 
(5) snu, cnu, dn% 
bezeichnet werden. Diese Funktionen hängen von den zwei 
Argumenten « und x? ab, und wenn eine genauere Bezeichnung 
notwendig ist, wird dafür auch 


RR sn (u,%2), cn(u,x2), dn(u,x2) 
gesetzt. 


Weber, Algebra. III, 4 
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Wenn in der Formel (1) g in — g verwandelt wird, so geht 
win —u über, es ist also am (—u) = —amu und folglich 





sn(—u) = —snu, en(— u) = cnu, dn(—u) = dnu, 


d. h. es ist snu eine ungerade, ecn«, dn« sin gerade Funktionen. 
Setzt man also 











dos dp; do, 
— RS ln: — —dumw-+ov), 
AI ps Ip; A, ea 


so lassen sich die Formeln (17), $S 13 anwenden, und man erhält 
die Additionstheoreme: 


snucnvodnvo + snvcnudnw 


Sa 1 — x#?sn?usn?v 1 
enu cnv — snusnvdnudnv 
6 en (u 7) Eee 
( ) ( —+ ) 1 RW 42 sn?u sn?2v ’ 
dnaw dnv — x2snusnvenucnv 
dn (u 7 We a EEE 
( Em ) 1 — #?sn?usn?v 


Man kann daraus die drei elliptischen Funktionen für beliebige 
Werte des Arguments eindeutig berechnen, wenn sie für irgend 
ein noch so kleines Gebiet um den Nullpunkt bestimmt sind. 
Diesen Satz nimmt Weierstrass zum Ausgangspunkt der Theorie 
der elliptischen Funktionen. 

Setzt man 


sörist sn. A — L,-cn Klängen 





ergeben also die Formeln (6), indem man v = K setzt: 
en 
snu—+ K) = EEE 
— x’ sn u 
(7) CHIUE Eh 
u 
dan + K) = Sen 
und wenn man diese Formel noch einmal anwendet: 
sn(u +2K) = —snu, 
(8) cna(w—+-2K) = —cenu, 


din +2KX)= dnw, 
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und abermals angewandt: 
sn(u +4K) = sau, 
(9) can +4K) = cenu, 
dn(« +4K) = dnu. 

Es haben also die elliptischen Funktionen die Eigenschaft der 
Periodizität mit den trigonometrischen Funktionen gemein. Sie 
haben die Periode 4K (dnu auch die Periode 2X). 

In $ 3 haben wir als Beispiel die Transformation, die 
Formel (1), abgeleitet: 














2 I 
(10) ai well ey ee Zee 
ae VE Ne 407) 
wenn , 
—& 
(11) N RER 
war. Setzt man also 
Ye(ll — @)(l — 2x) 
so ist, wenn x und « zugleich verschwinden, & — sn?(iu, #'), 
1— x = cen?(iu, #), und aus (10) folgt: 
Be ren -— du, 
Yzı — 2)(1 — #2) 
also 
2 n2(, 8). 
Demnach ergibt (11) 
__ — isn (iu, a) 
(12) sn (u, #) =— nl) 
(worin das Vorzeichen aus dem speziellen Wert u —= 0 zu be- 


stimmen ist). 
Setzt .man nun 


so ergibt sich aus (8) 


sn(u + 2K,x) = — sn (iu, «), 

en(iu + 2K,x) = — cn (in, «)), 
und folglich aus (12) 

sn (u — 2iK',x) —= sn (u, #) 


4* 
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oder auch, indem man vu in «+ 2:K’ verwandelt und die Be- 
zeichnung x wieder wegläßt: 
(15) sn(urF 2:KN) = saw. 

Es hat also die Funktion sn« eine doppelte Periodizität. 
Die eine dieser Perioden, 4X, ist reell die andere, 2:K, rein 
imaginär (wenigstens wenn der Modul x ein positiver echter 
Bruch ist). Diese doppelte Periodizität ist eine Eigenschaft, die 
in dem Gebiete der elementaren Funktionen nirgends vorkommt, 
und so am deutlichsten zeigte, daß man es hier mit einer neuen 
Funktionenart zu tun hat. Die aus der doppelten Periodizität 
abgeleiteten Folgerungen sind es zugleich, die, wie die Erfahrung 
gezeigt hat, weitaus am schnellsten mit befriedigender Strenge 
in das Innere der Theorie einführen, so daß hier der zweck- 
mäßigste Ausgangspunkt für eine methodische Entwickelung zu 
suchen ist. Unsere nächsten Betrachtungen werden daher den 
doppelt periodischen Funktionen im allgemeinen gewidmet sein 
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Theta - Funktionen. 


$ 15. Voraussetzungen aus der Funktionentheorie. 


Der Begriff der doppelt periodischen Funktionen kann nur 
dann richtig aufgefaßt werden, wenn man sie als Funktionen 
eines komplexen Arguments u — v 4 iw betrachtet, worin © wie 


gewöhnlich die Bedeutung von Y— 1 hat. Die Variable u gilt 
uns als unabhängige und unbeschränkt veränderliche Größe, die 
nach dem Vorgange von Gauss durch die Punkte einer Ebene in 
der Weise geometrisch veranschaulicht wird, daß der Punkt, 
dessen Koordinaten in einem rechtwinkeligen System v, w sind, 
als Träger des Wertes u — v — !w angesehen und kurz als der 
Punkt u bezeichnet wird. 

Wir beschränken unsere Betrachtung hier auf eindeutige 
analytische Funktionen (u), die im Endlichen keine wesent- 
lich singulären Stellen haben. Was im Unendlichen geschieht, 
lassen wir dahingestellt. Wir setzen also von den betrachteten 
Funktionen folgendes voraus: 

1. In jedem endlichen Flächenstück liegt eine endliche An- 
zahl von Punkten, in denen die Funktion p(w) unendlich wird; 
diese Punkte heißen Unstetigkeitspunkte. 

Die Anzahl der Unstetigkeitspunkte überhaupt, d. h. in der 
sanzen unendlichen Ebene, kann natürlich auch unendlich groß 
sein. 

2. Ist «.„ ein nicht zu den Unstetigkeitspunkten gehöriger 
Punkt, so ist die Funktion entwickelbar in eine nach ganzen auf- 
steigenden positiven Potenzen von u — u, fortschreitende Reihe, 
die konvergent ist in einem Kreise, der den Punkt ı, zum Mittel- 
punkte hat und bis zum nächstgelegenen Unstetigkeitspunkte 
reicht. Man sagt, die Funktion habe in der Umgebung des 
Punktes ı, den Charakter einer ganzen Funktion. 
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3. Ist «, ein Unstetigkeitspunkt, so gibt es eine ganze 
positive Zahl m von der Art, dab (u — ww)” (u) in dem 
Punkte «, endlich, stetig und von Null verschieden bleibt und 
daher nach ganzen positiven Potenzen von u — u entwickelbar 
ist. Der Unstetigkeitspunkt wird in diesem Falle von der mten 
Ordnung genannt. Es ergibt sich daraus eine Entwickelung 
von p(u) nach steigenden Potenzen von u — u,, die mit (u — u)" 
anfängt und in einem um “, beschriebenen Kreise, der bis zum 
nächstgelegenen Unstetigkeitspunkte reicht, konvergiert. Der 
Koeffizient von (u — %)*" in dieser Entwickelung heißt das 
Residuum dieser Funktion für den Punkt ı,. 


4. Der Gauchysche Satz. Das Integral 


5 |Pwan, 


Im 


in positivem Sinne über die Begrenzung eines endlichen Flächen- 
stückes erstreckt, das auf der Randlinie keine Unstetigkeitspunkte 
enthält, ist gleich der Summe der Residuen für die im Inneren 
des Flächenstückes liegenden Unstetigkeitspunkte. Als positive 
Integrationsrichtung ist dabei diejenige anzusehen, die gegen das 
Innere des Flächenstückes so liegt, wie die v-Achse zur w-Achse, 
so däß bei der, üblichen Bestimmungsweise dieser Achsen beim 
positiven Durchlaufen des Randes das Innere der Fläche zur 
Linken bleibt. 


5. Die Funktion 
__ dlegey(w) _ 1 dyp(w) 
en du ou) du 

hat nur Unstetigkeitspunkte erster Ordnung, und wenn in einem 
Punkte u, das Produkt (u — w)”"g@(u) endlich und von Null 
verschieden ist, so ist m das Residuum von Y(w) für diesen 
Punkt. Ist m positiv, so heißt «, ein Nullpunkt mter Ordnung 
von Q (u). 

Hiernach ist eine unmittelbare Folgerung des Cauchyschen 
Theorems: 





6.. Das Integral 


Kr | dlogyp (u), 


20 
ausgedehnt in positiver Richtung über die Begrenzung eines 
Flächenstückes, ist gleich der Anzahl der Nullpunkte, vermindert 
um die Anzahl der Unstetigkeitspunkte, die im Inneren dieses 
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Flächenstückes liegen, wobei Nullpunkte und Unstetigkeitspunkte 
mter Ordnung wie m solche Punkte erster Ordnung zu zählen sind. 
Hieraus folgt, daß im Inneren eines endlichen Flächenstückes auch 
nur eine endliche Anzahl von Nullpunkten liegt. 

In gleichem Sinne ergibt sich 


7. Das Integral 
1 
om | udlog p (u) 


ist gleich der Summe der Werte von ı, für die @ (u) verschwindet, 
vermindert um die Summe der Werte von a, für die p(w) un- 
endlich wird. 


8. Eine Funktion, die im Endlichen gar keine Unstetigkeits- 
punkte besitzt, heißt eine ganze Funktion. Eine ganze 
Funktion, die auch im Unendlichen endlich bleibt, 
ist eine Konstante. Eine ganze Funktion, die auch im Un- 
endlichen keine wesentlich singuläre Stelle hat, für die es also 
einen Exponenten »n derart gibt, dab w””"g(u) für vu — » nicht 
unendlich wird, ist eine rationale Funktion. 


9. Eine ganze Funktion, deren Reziproke gleichfalls ganz 
ist, heißt eine Einheitsfunktion. Eine solche Funktion wird 
im Endlichen weder Unendlich noch Null. Ihr Logarithmus ist 
daher ebenfalls eine ganze Funktion, und es folgt daraus, daß 
jede Einheitsfunktion in der Form es® dargestellt werden kann, 
worin (u) eine ganze Funktion ist. Umgekehrt ist jeder Aus- 
druck von dieser Form eine Einheitsfunktion. 

10. Nach den grundlegenden Untersuchungen von Weier- 
strass über die eindeutigen analytischen Funktionen (Abhand- 
lungen der Berliner Akademie von 1876) gibt es immer eine 
ganze Funktion G(w), die in den Unstetigkeitspunkten einer 
Funktion (uw) und nur in diesen verschwindet, und diese 
Funktion G (uw) ist durch die Unstetigkeitspunkte von g (u) bis 
auf eine Einheitsfunktion als Faktor bestimmt. Es ist dann 
 p(u)G(u) = G,(u) gleichfalls eine ganze Funktion, und man 
kann also jede Funktion Y(u) als Quotienten zweier ganzen 
Funktionen 


30 





darstellen, worin @ (u) und G, (u) keine gemeinschaftlichen Null- 
punkte haben. 
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ll. Zähler und Nenner dieser Darstellung sind 
durch (u) selbst, abgesehen von Einheitsfaktoren, ein- 
deutig bestimmt. 

Die Funktionen G (wu), @, (u) können in Primfaktoren, d.h. 
in Faktoren zerlegt werden, die nur in einem Punkte Null 
werden. Verfolgt man diesen Weg bei den doppelt periodischen 
Funktionen, so gelangt man zu den Weierstrassschen o-Funk- 
tionen. Wir werden aber einen anderen Weg gehen, auf dem 
wir den 6-Funktionen erst an einer späteren Stelle begegnen. 


$ 16. Periodizität. 


Eine Funktion p(u) von «u, welche die Eigenschaft hat, dab 
für ein konstantes © und für jeden Wert von u 


(1) y(u ro) = Pla) 
ist, heißt periodisch und ® heißt die Periode. 

Der Gegenstand unserer Untersuchung sind Funktionen g (1) 
mit zwei Perioden ®,, ®,, von denen wir ein für allemal voraus- 
setzen wollen, daß ıhr Verhältnis ©,:®, nicht reell und daß der 
imaginäre Teil dieses Verhältnisses positiv sei. In der letzteren 
Annahme liegt nur eine Festsetzung über die Bezeichnung 
©], @. Denn wenn @,:@, einen negativen imaginären Teil hat, 
so ist der von @,:@, positiv. 

Jede Kombination m, ©, + m, @,. ist, wenn m,, m, ganze 
Zahlen sind, gleichfalls eine Periode. 

Wir nehmen in der Ebene u einen beliebigen Punkt «, an 
und bezeichnen die vier Punkte 


%o, % + 9, U 7 @, 4 @, U + @5; 
verbinden wir diese vier Punkte der Reihe nach durch gerade 
Linien, indem wir vom letzten zum ersten zurückkehren, so er- 
halten wir ein Parallelogramm, welches das Periodenparallelo- 
gramm genannt wird. Es können die geradlinigen Seiten des 
Periodenparallelogramms auch durch krummlinige Züge ersetzt 
werden, wenn nur die gegenüberliegenden durch Parallelver- 
schiebung zur Deckung gelangen und die einzelnen Züge keine 
Schleifen bilden. 

It o, = + Bit, @ — % + P,i und &, &%, Bi, ßs reell, 
so ist nach der Voraussetzung (& Ps’ — % ß,) positiv, und die 
geometrische Bedeutung dieser Größe ist (nach bekannten Sätzen 
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der analytischen Geometrie) der Flächeninhalt des Perioden- 
parallelogramms. 

Durch Aneinanderreihen kongruenter Periodenparallelogramme 
läßt sich die ganze w-Ebene einfach und lückenlos überdecken. 
Entsprechende Punkte zweier verschiedener dieser Parallelogramme 
sind die Repräsentanten von «-Werten, die sich um ganzzahlige 
Vielfache der Perioden unterscheiden, und die nach dem Modul 
(@,, ©) kongruent oder, wenn kein Zweifel möglich ist, kurzweg 
kongruent genannt werden. Das Zeichen der Kongruenz ist 


w= uw (mod o,, ®,), 
und besagt, daß « die Form u + m, @, + m,@, hat, wenn m,, m; 
ganze Zahlen sind. 


„ 


Fig.1. 


U,r2W]+2 (057 


W+W,+20, 


Unr20,+@3 





Uu+r20] 


U U, +9} 


So stellt die Fig. 1 vier aneinander gelagerte Periodenparal- 
lelogramme dar; die Punkte «,, %s, Uz;, u, sind kongruent: 


= +09, W—M 409, 41.0, WM 4 @,, 
und %,, !g, Us, u, bilden ebenfalls die Ecken eines Perioden- 
parallelogramms. 

Die doppelt periodische Funktion p(w) hat in allen 
kongruenten Punkten denselben Wert, und der ganze Wert- 
vorrat dieser Funktion erschöpft sich also in einem Perioden- 
paraltelogramm, wenn von zwei gegenüberliegenden Seiten nur 
die eine mit zum Parallelogramm gerechnet wird. 

Wir ziehen aus unseren allgemeinen Voraussetzungen die 
Folgerung: 

l. Es existiert (außer der Konstanten) keine doppelt 
periodische Funktion, die im Periodenparallelogramm 
frei von Unstetigkeitspunkten ist; denn eine solche Funk- 
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tion wäre in der ganzen u-Ebene endlich und müßte also nach 
$ 15, 8 eine Konstante sein. 
Ist p(w) eine doppeltperiodische Funktion mit den Perioden 
@,, @,, so ist das über die Begrenzung des Periodenparallelo- 
sramms genommene Integral [wegen (1)] 
“to 


|dlogp(u) = |[dlog p(u) — dlogp(u + @,)] 


Ug 
uU + wg 


— [fd log p(u) — dlogpy(u + ©,)] = I. 

Daraus folgt nach $S 15, 6. der Satz: 

2. Eine doppeltperiodische Funktion wird in einem 
Periodenparallelogramm in ebenso vielen Punkten Null 
wie unendlich. Ist m diese Zahl, so heißt m die Ordnung 
der doppeltperiodischen Funktion. Nach 1. gibt es keine 
doppeltperiodischen Funktionen von der Ordnung Null. 

Ersetzt man in dem Beweise die Funktion p(u) durch p (wu) — c, 
so folgt, daß eine doppeltperiodische Funktion mter Ordnung 
jeden beliebigen Wert c in gleich vielen Punkten annimmt. 

Wenn wir das Integral der Formel in 7., 8 15 über die Be- 
srenzung des Periodenparallelogramms nehmen, so ergibt sich: 


Wr oı 
\ udlogp(u) — | ludlogp (u) — (u + @,)dlogp(u + @,)] 
we w, 
— [[udlogp(u) — (u + o,)dlogp(u + o)] 
Ei uUo+ Wa Ugt+ ©] 
zen); | dlogg (u) — @, | dlog p (u). 


Nun ist wegen der Mehrdeutigkeit des Logarithmus 
Ur wg 
\ dlogp(u) — logp(u + @) — logp(u) = 2rim, 
I + 


[alogp(u) = logp(u + ©,) — logp(u) = —2rim,, 
worin m, und m, unbestimmte ganze Zahlen sind. 

Wenn daher die Funktion p(w) in den Punkten «,, &%, ..., &m 
unendlich, in den Punkten ß}, ßs, ..., ß„ Null wird, so ist nach 
8 15, 7.: 

zu = 2ß; (modo,, ©,). 
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Ersetzt man p(u) durch (uw) — ce, worin c einen beliebigen 
Wert bedeutet, so folgt der wichtige Satz: 

3. Die Summe der Argumentwerte, in denen eine 
doppeltperiodische Funktion im Inneren eines Perioden- 
parallelogramms einen und denselben Wert c annimmt, 
ist von e unabhängig oder ändert sich bei stetiger Ver- 
änderung von c höchstens sprungweise um eine Periode. 


4. Hieraus folgt, daß es auch keine doppeltperiodi- 
sche Funktion erster Ordnung gibt. 


Denn eine solche Funktion müßte jeden Wert c in einem 
Punkte « annehmen. Ist sie also gleich ce’ in einem Punkte w’ 
und gleich c’ in einem davon verschiedenen Punkte «”, so würde 
aus 3. uw = uw” folgen, gegen die Voraussetzung. 


Unter einer doppeltperiodischen Funktion der zweiten 
Art versteht man nach Hermite eine Funktion Y(u), die den 
Perioden ®,, ©; gegenüber sich den Gleichungen gemäß verhält: 


du + 9) = tu), Yvu-+ 9) — Ad (u), 
worin 4, d& Konstanten sind. 


5. Auch für eine doppeltperiodische Funktion der 
zweiten Art gilt der Satz, daß sie in gleich vielen 
Punkten des Periodenparallelogramms Null und unend- 
lich wird. Ist die Zahl dieser Punkte m, so heißt auch hier die 
Funktion von der mten Ordnung. 

Der Beweis ist derselbe wie der des Satzes 2. Es gilt aber 
hier nicht mehr die Erweiterung, daß die Funktion Y(u) jeden 
Wert gleich oft annimmt, weil d (w)— ce jetzt nicht mehr perio- 
disch ist. 

6. Eine doppeltperiodische Funktion »(u) von der 
zweiten Art und der Ordnung Null ist notwendig eine 
Konstante oder eine Exponentialfunktion. Denn wenn Y(w) 
nicht Null wird, so ist 
v'(u) 

v() 


eine doppeltperiodische Funktion von der ersten Art, die nicht 
unendlich wird, also nach 1. eine Konstante a. Daraus folst: 


u (u) — Age 





p(u) = 


worin A eine neue Konstante ist. 


60 Zweiter Abschnitt. Sı 


1 
. 


$ 17. Die Funktionen 7. 


Wenn doppeltperiodische Funktionen g(u) von der mten 
Ordnung existieren, so müssen es gebrochene Funktionen sein. 
Setzen wir sie also nach $ 15, 10. in der Form 

rw) 
(1) p(u) = Ca 
wenn G,(u) und G (u) ganze Kunktiönen ohne gemeinsamen Null- 
punkt sind, so ist 


Huto) _ Hat) _ Gm) 

Ga oa) aba, Gi) 
und darin haben die drei Funktionen G (u), @ (u—o,), F (u + @,) 
dieselben m Nullpunkte, nämlich die Unstetigkeitspunkte von p(u). 
Ihre Quotienten sind also Eirheitsfunktionen, und nach $ 15, 9. 
ist also, wenn 9,(%), 95(u) ganze Funktionen sind: 
(2) G(u + 0) = Am G(u), 
= G(u + 0) = RW) G (u), 
und die Funktion @, (u) genügt den nämlichen Gleichungen. 

Ist 








(3) p(u) = 2 


eine zweite Darstellung von p(u) von der Form (1), so ist 


(4) T(u) = @W G (u), 
worin g(w) wieder eine ganze Funktion ist, und wenn also nach (2) 
(5) Tu + o)= dwWT(u), 


T(u + @,) = e.W T(u) 


9ı(u) = lila) + gu) — gu +), 
9(u) = Tz(u) + g(u) — y(u + @5). 

Es kommt also alles darauf an, daß wir unter irgend einer 
passenden Annahme über die ganzen Funktionen [, (u), I,(u) ganze 
Funktionen 7'(wu) bilden können, die den Bedingungen (5) genügen 
und in m beliebig gegebenen Punkten des Periodenparallelogramms 
verschwinden. Durch die Quotienten zweier solcher Funktionen 
mit denselben !,(#), l,(u) können wir dann alle doppeltperiodi- 
schen Funktionen Y(u) darstellen, und die allgemeineren Funk- 
tionen (@ (u), die dasselbe leisten, erhält man nach (4) durch Hinzu- 
fügung eines willkürlichen Einheitsfaktors. 


ist, so ist 
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Wollten wir !,(w), l;(u) als Konstanten annehmen, so wäre 
T(s) eine ganze doppeltperiodische Funktion der zweiten Art 
und folglich nach $ 16, 6. eine Exponentialfunktion, aus der sich 
keine doppeltperiodischen Funktionen bilden lassen. Die ein- 
fachste Annahme, die uns hiernach bleibt, ist die, daß I, (w), I,(w) 
lineare Funktionen von « sind, worunter als Spezialfall auch 
der enthalten ist, daß eine der beiden Funktionen !,, !, kon- 
stant ist. 


Wir stellen also die folgende Definition auf: 


1. Eine T-Funktion, T(u), ist eine ganze Funktion 
von «a, die den folgenden beiden Gleichungen genügt: 


6) Tu = ih — e"ila (2u + w)+bı] T (u), 
( Tu . 0) = _— e Tilag(@2u+ wa) + ba] T (u). 


Hierin sind a,, d,, 4a, ds Konstanten, d. h. von « unabhängige 
Größen. Die Perioden ®,, ®, gelten hier durchweg als ein für 
allemal gegebene Konstanten, deren Verhältnis @0,:@,) einen POoSi- 
tiven imaginären Teil hat. 


Die Faktoren 


e, = e&; (u) == erlaeuzp)h, 
& Ze lu) erlebe 


heißen die beiden Periodizitätsfaktoren der Funktion 7. 

Die Periodizitätsfaktoren ändern sich nicht, wenn d,, d, um 
gerade ganze Zahlen verändert werden. Daß es Funktionen 
dieser Art wirklich gibt, wird sich erst im weiteren Verlaufe der 
Untersuchung ergeben. 


2. Wenn die Funktion 7(u) in irgend einem Punkte 
verschwindet, so verschwindet sie auch in allen kon- 
gruenten Punkten. Verschwindet sie in m Punkten des 
Periodenparallelogramms, so heißt sie von der mten 
Ordnung. 

Aus dieser Definition ergibt sich sofort: 

3. Durch Multiplikation zweier 7-Funktionen 7, 7’ 
der Ordnung m, m’ erhält man eine 7-Funktion der 
Ordnung m + m’. Die Periodizitätsfaktoren des Pro- 
duktes 7, T’ sind die Produkte der Periodizitätsfaktoren 
von Z und 7”. 
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Wir fragen zunächst nach der Möglichkeit von 7-Funktionen 
nullter Ordnung: Ist L(u) eine solche und L’(u) ihre Ableitung, 
so folgt durch zweimalige Differentiation von (6) 

dL(w-+o) _ d Lu) 
duLlLu+o) duL(u)' 





und entsprechend aus der zweiten Gleichung (6). Danach ist 
d?log L(u)/du? als ganze doppeltperiodische Funktion eine Kon- 
stante, und folglich logL(u) eine ganze Funktion zweiten Grades 
von 4. Wir erhalten also: 

4. Eine 7-Funktion nullter Ordnung ist von der Form 


(7) L(u) — Cer-tiaWtun, 
worin A, u, Ü Konstanten sind. | 
Daß jede Funktion dieser Form eine 7-Funktion nullter 


Ordnung ist, ersieht man ohne weiteres. 
Das Produkt 


(8) Lu) Nu) Jun) 


ist ‚ebenso wie Zu) eine Z-Funktion mter Ordnung und ver- 
schwindet in denselben Punkten. 

Die Periodizitätsfaktoren von 7’ erhält man aus denen von T, 
wenn man die Exponenten 4,, 4a, d,, d, durch 


(9) a = AO, ı =b, + um, 

dis = (lo — A009, b5 pn b, = U@5 
ersetzt, worin die d, d’ jedoch nur bis auf additive gerade ganze 
Zahlen bestimmt sind. 


5. Nach (9) kann man u immer und nur auf eine 
Weise so bestimmen, daß bi, d5 reell werden. 

Denn setzt man die imaginären Teile von di, b; gleich Null, 
so erhält man für den imaginären und reellen Teil von u zwei 
lineare Gleichungen, deren Determinante nach $ 16 der Flächen- 
inhalt des Periodenparallelogramms, also von Null verschieden ist. 

Die Periodizitätsfaktoren und die Nullpunkte einer 7- Funk- 
tion mter Ordnung stehen in einer gewissen Abhängigkeit von- 
einander, die wir leicht aus den Sätzen des $ 15 erhalten. Zu- 
nächst ergibt sich die Ordnung m, wenn man das Integral 
rk log T(u) = m 


2a 
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über die Begrenzung des Periodenparallelogramms ausdehnt. Legt 
man der Einfachheit halber die Ecke w, (Fig. 1) in den Koor- 
dinatenanfangspunkt, so kann man dieses Integral so zerlegen: 


rim = | @flog T(u) — log T(u + @s)] 
0 


Wg 
— [dflog T(u) — log T(u + o,)] 
0 
und nach (6) ist 
d[log T(u) — log T(u + @,)]| = 2ria,, 
d|log T(u) — log T’(u + ®,)]| = 2ria.. 

Daraus ergibt sich 
(10) 40, — 4,0 — Mm. 

Bezeichnen wir weiter mit &, @&, ..., &, die Nullpunkte einer 
T-Funktion im Innern eines Periodenparallelogramms, so erhalten 
wir aus $ 15, 7. h 

Dr Zr \udlogTu, 
wenn das Integral wieder über die Begrenzung des Parallelo- 
gramms erstreckt wird. Es ist aber 


© 


[udlogTu = |[udlog Tu — (u + @,)dlog T(u + @,)] 


0 
u | [ndlog Tu — (u —+ o,)dlog T(u + o,)]|; 
0 


und das erste dieser beiden Integrale ist nach (6) 


— auplas T(u) + za + o,)du 


— — »,|log T(o,) — log1(0)] + Fia,o,(@, + 2,) 

— 7109, (a,0, + b,) + ria,(0? + 20,05) - 2riN,o,, 
worin N, (wegen der Vieldeutigkeit des Logarithmus) eine nicht 
näher bestimmte ganze Zahl ist. Ebenso ergibt sich für das 
zweite der Integrale: 


— ni0,(0,0, + b,) — ia, (0 + 20,0) + 2riN,o,, 
und folglich (als Kongruenz geschrieben) 


(11) Pa > (bo, — b,0,) + — (0, + 03). 


- 
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Diese Summe oder vielmehr die Gesamtheit der damit nach 
dem Modul (o®,, ©) kongruenten Zahlen heißt der Charakter 
der 7T-Funktion. 

Der Charakter der Funktion 7 ändert sich nicht, wenn man 7 
durch eine der Funktionen LT ersetzt (nach 8.). Man kann also 
nach 5. den Charakter auch in der Form darstellen: 


1 m 
(12) Pr > (91 @ ez 950} ) sn 7 (@ =H 95), 


worin 9, Ja reell sind. Diese reellen Zahlen sind durch den 
Charakter bis auf Vielfache von 2 bestimmt und können jeden 
Wert zwischen 0 und 2 haben. Das Symbol (g,, 95) heißt die 
Charakteristik der 7-Funktion. Aus der Charakteristik wird 
der Charakter der 7-Funktion nach (12) bestimmt. 

Ist y der Charakter einer Funktion T(«) von der Ordnung m 
und v eine beliebige Konstante, so hat Z(u + v) den Charakter 
v=y—vm. 

Hiernach lassen sich, wenn m >00 ist, die ver- 
schiedenen Charaktere aufeinander zurückführen. 
= Mit Hilfe der Gleichung (10) kann man die beiden Glei- 
chungen (6) in eine allgemeine zusammenfassen: 

Wenn man in der ersten Gleichung (6) wiederholt « in 
t 4 o, verwandelt, so erhält man das System: 

T(u _ 0, ) — e-rTila(2u+ w)+ bi] Tu), 

Tu + 20o,) = tlaturs)tsl Tu —+ @,), 


T(u . N.) — e-Tila (2u+(2n, —1)wı) + b] Tu _ (n, zuhee: 1) 0, |, 
und durch Multiplikation aller dieser Formeln: 

(15) Tu - N, 0,) — e-riln Amu+n?o)+nb] T (u). 

Diese Formel ist zunächst für ein positives ganzzahliges n, 
abgeleitet. Ersetzt man aber darin « durch u — n,9,, so ergibt 
sich ihre Richtigkeit auch für negative n.. 

Ebenso ergibt sich: 

(14) Tu — n,0,) — e-rilaenu+n,o)+ngbel T’(u), 


und wenn man in dieser Formel « in «—+ n,o, verwandelt und 
wieder (13) anwendet: 


(15) T(w + no, + n,0,) 


— e—ril2(aın +agng)u + 2agnıny®ı + an) 0 + Ay @y + nıdı + ngbe] T (u). 
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Es ist aber nach (10) 
2 NO, — HNNDO,) — AgNıNgOg + MN,Ns, 
und demnach wird diese letzte Formel: 
(16) T(w + n,o, + n,®,) 
\ — e-"il(n a +Nga9) (2u+Nwı + Ne wg) + ilbın, + bang + mnıng)] T(u). 

Und hierin sind n, und n, beliebige garzal positive oder 
negative Zahlen. 

Wenn man zwei 7T-Funktionen der Ordnung m und m’ von 
den Charakteren y, y’ miteinander multipliziert, so entsteht eine 
neue 7-Funktion, deren Ordnung m — m’ und deren Charakter 
y-+y' ist. Sind (9,, 9) und (gı, 9) die Charakteristiken der 
beiden Faktoren, so ist (y) — 91, 9a + 9) die Charakteristik dies 
Produktes. 


$ 18. Relationen zwischen verwandten T-Funktionen. 


Zwei T-Funktionen von den gleichen Perioden, derselben 
Ordnung und demselben Charakter wollen wir verwandt nennen. 
Ist 7’(u) eine mit 7(w) verwandte 7-Funktion und haben «,, as, 
bi, db dieselbe Bedeutung für 7’, wie «,, As, d1, ba für 7, so ist 
infolge der vorausgesetzten Verwandtschaft [S 17, (10), (11)]: 

(1) 405 — md, — 4,99 — 40, 
(2) bio, — bo, — b, 0, — b50, + 2N,@ — 2N,0,, 
worin N, N, ganze Zahlen sind. 

Daher lassen sich A und u nach S$ 17, (9) so bestimmen, dab 
die Periodizitätsfaktoren der a 

e-Ti(ku?+ uu) T(u) 
dieselben werden wie die der Funktion 7’(w), und daher haben 
wir den Satz: 

l. Verwandten 7-Funktionen können durch Hinzu- 
fügung einer 7T-Funktion nullter Ordnung: 

: L —= (e-rieuw + uu) 


als Faktor dieselben Periodizitätsfaktoren gegeben 
werden. 
Ferner folgt unmittelbar aus der Gleichheit der Charaktere: 
2. Wenn verwandte T7-Funktionen mter Ordnung 
m — 1 gemeinsame Nullpunkte im Periodenparallelo- 
gramm haben, so haben sie auch den mten gemeinsam; 


und hieraus: 
Weber, Algebra. III. 5 


66 Zweiter Abschnitt. $ 18. 


3. Zwischen höchstens m + 1 verwandten 7-Funk- 
tionen mter Ordnung T, T,,..., 7. besteht eine identische 
Gleichung von der Form 


DT NET en 


Denn besteht diese Relation nicht bereits für L = 0, so kann 
man von den in L,, La, ..., L„ verfügbaren Konstanten zunächst 
Ay Ag 2. Amy Uıs Ug «+, Um So bestimmen, daß die sämtlichen 
Produkte L,T,, 1,75, ..., Zn Tm dieselben Periodizitätsfaktoren 
erhalten, und dann die ©, Os, ..., CO, so, daß m — 1 und folglich 
alle Nullpunkte der Funktion ZL,7, + 1,7, —..-— L„T, mit den 
Nullpunkten der Funktion 7 zusammenfallen. Daraus aber folgt, 
daß das Verhältnis von 7,7, + 1,7, + --- + L„T. zu 7 gleich 
einer 7°-Funktion — L ist, was zu beweisen ist. 

4. Die Quotienten verwandter Z-Funktionen können 
durch Hinzufügung eines Faktors L in doppeltperiodische 
Funktionen verwandelt werden. 


5. Setzen wir die Existenz einer 7-Funktion erster 
Ordnung t(w) voraus, so läßt sich daraus jede 7T-Funktion 
mter Ordnung ableiten. 


Es sei nämlich y der Charakter von t(w) und %, Os, ..., Om 
beliebig gegebene Werte. Es verschwindet dann die Funktion 


tu — u; + 9) = tb; (u), a 


in dem Punkte «,;, und allen mit «; kongruenten Punkten, aber 
in keinem anderen. 


Das Produkt 
T(u) = t(u)b;(u) ... tm(u) 


ist also eine 7-Funktion mter Ordnung mit den beliebig ge- 
gebenen Nullpunkten &, &, ..., Om« 


6. Hieraus läßt sich leicht beweisen, daß jede 
doppeltperiodische Funktion, die in einem Perioden- 
parallelogramm nur eine endliche Anzahl von Unstetig- 
keitspunkten hat, als Quotient zweier T7-Funktionen 
darstellbar ist. 


Es sei nämlich @(w) eine doppeltperiodische Funktion mit 
den Perioden ®,, ®, und den Unstetigkeitspunkten &, sy ..., Om 
die auch teilweise in Unstetigkeitspunkte höherer Ordnung zu- 
sammenfallen können. 
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Bestimmt man nach 5. eine Funktion 7(«) mit den Null- 
punkten %;;. &a,1...,.%m,. SO: 1St: 
T(u)p(u) = T,(w) 
eine 7-Funktion mter Ordnung, und 
I, (u 
u az nn 
Die Funktionen Tu), Z;(u) sind verwandt, da sie die- 
selben Periodizitätsfaktoren und also auch dieselbe Charakteristik 
haben. 
Die Nullpunkte von 7, (w) sind zugleich die Nullpunkte von 
p(u), und die Summe dieser Nullwerte ist also kongruent mit 
der Summe der Unstetigkeitswerte. 





W. 2. db. W. 


$ 19. T-Funktionen erster Ordnung. 


Wir gehen nun dazu über, die 7’-Funktionen erster Ord- 
nung, die wir mit Z(w) bezeichnen, aus denen sich die übrigen 
T-Funktionen, wie wir gesehen haben, ableiten lassen, näher zu 
bestimmen. 

Aus 3. des vorigen Paragraphen folgt, daß zwei t-Funktionen 
derselben Charakteristik sich nur durch einen Faktor von der 


Form Oe- rin? + un) 


voneinander unterscheiden, und wir wollen nun durch eine Er- 
weiterung der Definition diesen Faktor noch näher bestimmen. 

- Dies soll, was nach $ 17, (9) ohne Beschränkung der All- 
gemeinheit möglich ist, so geschehen, daß in den Periodizitäts- 
faktoren 

j 4-0, = m bh = 
wird, wenn (9, 9) die Charakteristik ist; wegen der Relation 
9 — U — |] 


ıst dann 
1 


% — yr 
und die Bedingungen für diese {-Funktion lauten alsdann ($ 17,1.): 
t(u + 0) — e"int(u), 
(1) nisar he 
tu +0) = e ne 2391), 
und hierdurch ist die Funktion £(u«) bis auf einen von « unab- 
hängigen Faktor bestimmt. Um diesen Faktor noch näher zu 
5x 
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bestimmen, fassen wir die Abhängigkeit der Funktion ?t auch 
von @,, @, ins Auge und bezeichnen sie, indem wir 9, 9 als 
gegebene von ®,, ®, unabhängige Zahlen betrachten, mit 
t(u, @,, @,). Es zeigt sich dann, daß, wenn h ein willkürlicher 
Faktor ist, 

t(hu, ho,, ho,;) 


gleichfalls den Bedingungen (1) genügt, und daß demnach 
t(hu, ho, ho,) _ 

(2) Sonn — f(o,, ®;) 

von « unabhängig ist. 


Die Funktion f(o,, @;) kann aber. immer in die Form ge- 
setzt werden: 


ho,, ho 
f(®,, @) — ne CR a 
man hat nur, wenn t(w) für u —= 0 nicht verschwindet: 
p (9, ©) — t(0, @,, @5), 
und wenn t(0) —= O0 ist, etwa 
P(@,, ©) — @,t(0, @,, 0) 


zu setzen, wenn f’ die Derivierte von t nach « bezeichnet. Indem 
man also jetzt 
t(u, 0, '(ü, ©), @) 


3) p(o,, (0, 8) 
wieder mit (u, ©,, @,) bezeichnet, kann man den Bedingungen (1) 
noch die hinzufügen, daß für ein beliebiges h 
(4) t(u, ©), @) — t(hu, ho, hw,). 

Die Funktion t hängt also jetzt nur noch von zwei Veränder- 
lichen, nämlich den Verhältnissen «:®,:@,, ab. Wir setzen in (4) 


1 U 099 
N o,’ o, —=%, o, u: ’ 
und erhalten 
u 0% 
(5) t(u, 01, @,) — (S r =) a), 


worin ® ein neues Funktionszeichen ist. 

Hierdurch ist also eine neue Funktion #(v) definiert von nur 
zwei Variablen v, ©, deren erste unbeschränkt veränderlich ist, 
während ® nach der im $ 16 gemachten Voraussetzung einen 
positiven imaginären Bestandteil hat; v heißt das Argument, 
o der Modul der #-Funktion. 
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$ 20. Die 9-Funktion. 


Die Funktion 9(v) ist eine ganze Funktion von v, die den 
Bedingungen genügt: 
A) ww + 1) =e"indlo), 
ver aan o)errigh(n), 
und ist dadurch bis auf einen von v unabhängigen Faktor 
bestimmt. Sie ist also unter den #-Funktionen als Spezialfall 
enthalten, während andererseits die allgemeine {-Funktion durch 
die $-Funktion ausgedrückt werden kann in der Weise: 

(u) —— Cementene(D, N 4 
0 0, 

worin CO, A, u beliebige. konstante oder von ®,, ®, abhängige 
Größen sind. | 

Die Funktion 9 ist noch von den in der Charakteristik vor- 
kommenden Zahlen g,, 95 abhängig, und wenn eine Bezeichnung 
dieser Abhängigkeit erforderlich ist, so soll für 9(v, ®): 


9y,9(d, ©) 


gesetzt werden, es können dabei g,, 9a beliebige Zahlen sein. 
Nach dem früheren genügt es, wenn wir sie reell und zwischen O 
und 2 annehmen. 

Entsprechend den T7-Funktionen höherer Ordnung werden 
wir auch ®-Funktionen mter Ordnung einführen und verstehen 
darunter eine ganze Funktion von v, die den Bedingungen genügt: 
(2) Oo +1) = iao(o) 

O0) — re MEIRUTET EEE) 
Auch hierbei kann die Charakteristik 91, 9a in die Bezeich- 
nung mit aufgenommen werden: 
9,9 (9 ®). 
Diese Funktionen sind als spezielle Fälle unter den 7-Funk- 


tionen enthalten, und man kann allgemeine 7-Funktionen in der 
Weise bilden: 


(3) Ce-riaw+un) (I, 22). 
0, @, 


Es ergibt sich also aus $ 18, 3. der Fundamentalsatz für 
die @-Funktionen, den wir folgendermaßen aussprechen: 
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Nennen wir ®-Funktionen mit denselben Perioden gleicher 
Ordnung: und gleicher Charakteristik verwandt, und bezeichnen 
wir ferner ein System von Funktionen als linear abhängig 
oder unabhängig, je nachdem eine homogene lineare Relation 
mit konstanten (nicht sämtlich verschwindenden) Koeffizienten 
zwischen diesen Funktionen besteht oder nicht besteht, so gilt 
der Satz: | 

m —- 1 verwandte ®-Funktionen mter Ordnung sind 

immer linear abhängig; 
oder: 

Aus m linear unabhängigen verwandten ®-Funktio- 

nen mter Ordnung läßt sich jede andere verwandte 

®-Funktion linear (mit konstanten Koeffizienten) 
zusammensetzen. 

Dieser Satz ist für unsere folgenden Betrachtungen von der 
fundamentalsten Bedeutung; es ergibt sich daraus nach $ 18, 3., 
daß jede 7-Funktion mter Ordnung mit Anwendung der Formel (3) 
aus m linear unabhängigen ®-Funktionen zusammengesetzt 
werden kann. 

Nach 8 17, (11) ist die Summe der m Argumentwerte, für 
welche die Funktion ®,,,(v) im Periodenparallelogramm ver- 
schwindet, nach dem Modul (1, ») kongruent mit 





Die bis jetzt gegebene Definition der Funktion 9 läßt einen 
Faktor, der eine Funktion von ® sein kann, unbestimmt. Wir 
können aber durch einen Zusatz zur Definition diesen Faktor 
noch näher bestimmen. 

Wenn man die Definitionsgleichungen (1) zweimal nach v 
und einmal nach ® differentiiert, indem man g,, 9, als konstant 
ansieht, so ergibt sich nach einfacher Rechnung, daß die Funktion 

029(w,0) ni? m ®) 
ov? 00 
selbst den Bedingungen (1) genügt und also die Form 
p (@)# (v,@) 
hat, worin p(®) in bezug auf v konstant, also eine Funktion von ® 
allein ist. Wenn man jetzt 


1 
er, Y(w)dw 


e 9 (v, 0) 
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gleich einem neuen # setzt, so ergibt sich für dieses die partielle 
Differentialgleichung 


029 (v,@) 09 (v0) _ 
“ 70T Der 


und durch (1) und (4) ist jetzt die Funktion ® bis auf 
einen von v und » unabhängigen, also nur noch von 9, 9a 
abhängigen Faktor definiert. 


S 21. Die Theta-Funktionen verschiedener Charakteristiken. 
Hauptcharakteristiken. 


Wir wollen jetzt, ehe wir an die Bestimmung ‘des noch 
übrigen von v und ® unabhängigen Faktors in den #-Funktionen 
sehen, die verschiedenen Charakteristiken aufeinander zurück- 
führen, was nach $ 17 immer möglich ist. Bezeichnet man mit 
9 (v) die zur Charakteristik (0, 0) gehörige #-Funktion, so ist 


D(v, @) — etivy (v Ete ae a) 


eine den Bedingungen (1) $ 20 genügende Funktion. Es ist aber 
nun mit Rücksicht auf die Differentialgleichung (4): 


0?@ .o® 
2 au 
al tn — —ım29°o®, 
und wenn wir also 
riwg? zig + AR! 
De‘ (298) 


setzen, so ist die Differentialgleichung (4) $S 20 durch alle 
diese Funktionen befriedigt. Hierdurch also sind die Funk- 
tionen %,,., bis auf einen allen gemeinschaftlichen numerischen 
Faktor bestimmt. 

Aus der Formel (1) läßt sich eine allgemeinere ableiten, 


Orts 105 7 
indem man v» durch v® — 4 ersetzt. Man erhält so 


ri r i 
; ge+rig v—rigg 1-91 + 9)) 


er m +9,95 +0, (0). 
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Aus (2) ergibt sich noch, mit Benutzung von (1) $ 20, wenn 
man: gi ==,2,\93°—=0, Oder 202.05 MD erz 


(3) 942,0 (0) = Fe 9,0 (0): 
ggg +2 (v) — erN Dg1,go (v); 

und durch (2) ist also zugleich die Periodizität der Funktionen 

9,9 (0) vollständig ausgedrückt. Beispielsweise ergibt sich, wenn 

u und v ganze Zahlen sind: 


E ze) ur 
A due BR ) 


var 2 —1)? ziAr—1)v 


— (-L), tesa, e 9, (v). 





(5) 9%, — vo — u) = (-1) +? errier rim, (v). 

Die Formel (2) ist gültig für ganz beliebige, selbst komplexe 
Werte von 'g;, 9, 

Wenn man in den Definitionsformeln der #-Funktionen 
[IS 20, (1)] v durch —-1, und durch -v-o, ferner 9,, 9, durch 
41, —9g ersetzt, so zeigt sich, daß 9_,,_.,(-v) denselben Be- 
dingungen genügt, wie 9,,,(v), und daß sonach 


ld) IV) 


bis auf einen konstanten Faktor identisch sind; es ist also ins- 
besondere, wie aus v© — 0 hervorgeht: 


Il) = 9n(=v), 
und danach ergibt die Formel (1), wenn man v, 9,, 9, durch 
—d, —I91 9, ersetzt: 


(6) Vg,g (v) Er ee (-v). 

Sind die Elemente g,, 95 ganze Zahlen, so heißt (g,, 95) 
eine Hauptcharakteristik. Es gibt deren vier wesentlich 
verschiedene, nämlich: 

(0,0), (0,1), (1,0), (Ll), 
und demnach auch vier wesentlich verschiedene Haupt-#-Funk- 
tionen: 
(7) Id), Pal), old), Par (®), 
von denen die erste auch mit #(v) bezeichnet wird. 

In der Folge werden unter Charakteristiken und 
®-Funktionen nur noch Hauptcharakteristiken und 
Hauptfunktionen verstanden. 
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Die Formel (2), auf dies Funktionensystem angewandt, ergibt 
die folgende, häufig benutzte Tabelle: 














du) = ul! +4) = ed +7) u edle 4 5°) 
R A ddr +) = Br 
9% W) = 9,w+H) = ur +) = u (r+ =) 
dw) —=—Hu,w +3) = -ied (+2) = id - . >”) 


worin zur Abkürzung 





w i 
+ 72V 
4 


gesetzt ist. 
Nach (3), (4) ist 
(9) oo (-v) u Doo (v), aber (-v) == Do (v), 
De loan, (0), 
d.h. es sind 99(%), 910), Yıo(®) gerade Funktionen, 
9,,(v) ist eine ungerade Funktion. 


Nach $ 17 (12) verschwinden die vier Funktionen (7), bzw. 
für die folgenden Werte des Arguments 


1-+o 
2 





DO | 
737 


also für gewisse halbe Perioden. Von Wichtigkeit sind die Werte, 
welche die sämtlichen Funktionen (7) für diese Argumentwerte an- 
nehmen, und diese lassen sich mittels der Tabelle (8) auf die drei 


90 (0) =— Voos Voı (0) > Po; 9,0 (0) = Do 


zurückführen. Man erhält so aus (8) das folgende System von 
Formeln: 


1 © # © 

Io = Pi (5) — u Kan (3) — el si ). 
ai : © £ l (01) 

(10) 9 = Bo (5) — 18% (2) — el zn )r 
l © Hi © 

a 91(5) — N (5) IN - , 
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worin riw 





und 
1 1 
(11) 9,(0) = 0, du (5) — 0, 9, (3) (0, In = =) — id), 


Die Quadrate der Funktionen (7): 
(12) (0), Bald), Prod), Pi (d) 
sind ©, -Funktionen zweiter Ordnung, und folglich bestehen 


zwischen ihnen zwei lineare Relationen. Nehmen wir diese Rela- 
tionen in der Form an: 

9lw) = Adi lv) + BI (), 

lv) = AWAlv) + DI (V), 
so kann man die Koeffizienten auf Grund der Formeln (10), (11) 





leicht bestimmen, wenn man v=0(0 und v—= En setzt. Man 


erhält so 
(13) 9 9% (v) — 99 Pıı (v) — 9 9 (%), 
un Do (V) — do da (v) — dd Pıı (v), 


und daraus noch, indem man v — } setzt: 


(14) d% = » > Do. 

Durch zwei beliebige von den Quadraten (12) können alle 
Funktionen ®,, der zweiten Ordnung linear dargestellt werden; 
aber auch die übrigen ®-Funktionen zweiter Ordnung lassen sich 
aus den Funktionen #,,,,, zusammensetzen, denn man erhält für 
jede Charakteristik zwei linear unabhängige Produkte, von denen 


das eine eine gerade, das andere eine ungerade Funktion ist, 
nämlich: 


Vol or lC), „a 0) Dir) Charakteristik (0,1) 
(15) Pool®) Prod). Do (0) 9410) * (1,0) 
Do (v) ld), Bon (®) Pr (©) „ (1,1) 


Nach demselben Prinzip lassen sich nun alle ©- Funktionen 
beliebiger Ordnung und beliebiger Hauptcharakteristik aus den 
Funktionen ® bilden. Um dies nachzuweisen, bezeichnen wir mit 
©,, ©, irgend zwei der 9-Quadrate (12) und mit F®(©,®,) eine 
ganze rationale und homogene Funktion nter Ordnung der beiden 
Argumente ©,, ©. Man erhält hiernach für die ®- Funktionen 
mter Ordnung @®(v) folgende Ausdrücke: 


g2ı. 


Hauptcharakteristiken. 


I 


oO 


m gerade gerade Funktionen 


m 


Om (v0) .— ri ) (©, ©,) 


ER (0) = ul) dal) FF") (0, 0,) 
m) = le) du) FF) (0, 0, 


UA 


99 lv) = 9,(W) 91 (0) re ') (9, 9) 


(16) ungerade Funktionen 

(0) = Bolı) 9nlo) da) 9) FÜT) (0, 9) 
em) = ul) u) FF) (0, 9) 
0) = ul) dl) FÜ) (0, 9) 
em (0) = 80) hl) FF) (0, 8) 

m ungerade gerade Funktionen 
em (0) = Bu) FÜT) (0, 0) 
ee) = 9 () FÜF ) (0, 0) 
em (0) = 8.0) FÜT) (0, 9,) 
(0) = 9(0) Palo) Hol) FÜT) (9, 9,) 


(17) 


ungerade Funktionen 
m—3 


En) = 9) Hl) u) FÜT ) (0, 0) 


9) = de) re FETT ) (0, 9) 
) (@,, 9) 


m—3 
9 (0) = Salt) rl) WFT 
m—1l 


on (W) = Pıı OyAsrz ) (9, 9,). 


Daß in dieser Form alle ®-Funktionen darstellbar sind, 


ergibt sich auf Grund von $ 20 aus folgenden drei Erwägungen. 


1. Zwischen geraden und ungeraden Funktionen kann keine 


lineare Abhängigkeit bestehen, wenn nicht schon zwischen den 
geraden Funktionen für sich oder den ungeraden für sich eine 
lineare Abhängigkeit besteht. 


76 Zweiter Abschnitt. 8 22. 


2. Da zwei der #-Quadrate (12) nicht ın konstantem Ver- 
hältnis stehen, so besteht auch keine Gleichung von der Form 
Fo (@,, 0) = 0. 

3. Die Gesamtzahl der Konstanten, die nach (16), (17) in 
den zu einer und derselben Charakteristik gehörenden geraden 
und ungeraden Funktionen auftreten, ist genau gleich der Ord- 
nung m. 


$ 22. Das Additionstheorem. 


Sind «, v» zwei Veränderliche, so gehören die Produkte 


Pyygs (+ dv) Pyn,gs (U — ©) 
zu den ®-Funktionen zweiter Ordnung, mit der Charakteristik 


(+ 99-4 9): 

und zwar für jede der beiden Variablen «, v; sie sind also als 
Funktionen von v linear darstellbar durch die Funktionen (12) 
und (15) in $ 21, so daß die Variable « in den Koeffizienten 
vorkommt. Diese Darstellung ist, wenn die Charakteristik (0, 0) 
ist, auf mehrfache Art möglich, da man zwei beliebige der Funk- 
tionen (12) wählen kann, in den anderen Fällen nur auf eine 
Art. Man erhält so 16 Formeln, von denen aber 6 durch bloße 
Vertauschung von v mit —v aus den anderen herzuleiten sind, 
so daß nur 10 wesentlich verschiedene bleiben. Man leitet diese 
Formeln sehr leicht ab, indem man sie zunächst mit unbestimmten 
Koeffizienten ansetzt und diese dann dadurch bestimmt, daß man 
für v solche spezielle Werte setzt, für die je eine der Funk- 
tionen ®(v) verschwindet. So ist z. B.: 


(u + v) du (u —v) = AI), WW) + DPI, (), 
1—+-0o 
2 

Benutzung der Formeln des $ 21: 


Ad — dla), Da — 9, WM), 


setzt, so erhält man mit 





und wenn man 9 =0 und v = 


also 


(1): 8, Po (u—- vo) Do (uzo,— U, (%) IB) + 9 (u) 9, lo), 
und wenn man hierin « durch 


ut s, “+5 Den 


ersetzt, so bildet man drei weitere Relationen, die man auf dem- 
selben Wege wie (1) auch direkt hätte ableiten können: 





$ 22. Das Additionstheorem. ii 


2) dd lu + v9 u — vr) = 9, WW) — 9 WH, ). 
(3) Fr Fo (u + 9) 90 (u — vd) = 9), (u) 92, (v) — 9, 
4) du Pula + v9 —v) = 9, u), MW) — 9 WR ). 
Diese vier Gleichungen können, wie schon erwähnt, durch 
Anwendung der Formeln (13) des vorigen Paragraphen in mannig- 
facher Weise umgeformt werden. Die folgenden sechs Formeln 
haben nur eine Form. Es ist, um wieder mit einem beliebigen 
Beispiel zu beginnen: 
dla + v9, (u —v) = 49, (W)9(0) + BI (lv) 1 (v), 
und wenn man v — O0 setzt: 
Ad do = Yon (U) 91 (u), 

daraus erhält man 5 durch Vertauschung von « mit v. "So sind 
die drei folgenden Formeln abgeleitet: 
(5) dad dolu + v)F,, (u — v) 

— du U) U) P)Hld) — For (UF (U) Foo (lv) 911 (v), 
(6) Dodo diolu + v)Yılu — v) 

— 9 U) UF) Fl) — Foo) Fo U)F0 lv) 91V), 
(7) ode + v)Hılu — dv) 

— 9, (WU) ld)Fold) — Fo (U) (U) I (W)H1(d), 
dıe sich unmittelbar verifizieren lassen, indem man erst «, dann 
v— 0 setzt. Hieraus folgen die drei anderen durch Vermehrung 


von ı um 
} [e) y 


Dane: 

(8) Idol + v)F (lu — dv) 

— Id UI UT) + FU) U)Fo (lv) 9. (d), 
(9) Foo don lu + v)I lu — dv) 

= Foo(U) Por (u) Foo (v) a1 (0) > U) (v), 
(10) od tool + vV)Hn(lu — t) 

— dl) UI) Hold) + ROT HOLNON 

Es lassen sich diese Formeln, deren Gesamtheit mit dem 
Namen des Additionstheorems bezeichnet wird, in mannisgfacher 
Weise verallgemeinern, wovon das folgende als Beispiel dienen 
möge. 

Sind #, v zwei Variable, so sind die vier Produkte 


Tolu)Iolu + 9), 7 Parlu)da (lu + v), 
lu) lu —+ dv), 9, (u)9,,(u + v), 
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als Funktionen von « betrachtet, verwandte 7-Funktionen zweiter 
Ordnung mit den gleichen Periodizitätsfaktoren, und daher sind 
je drei von ihnen linear abhängig. Es ist also 


Au U)Folu + v%) + DI (u)F,(u + v) + 09,(u)9,(u + v) 


woraus für u =0, u: 


Add (ld) —+ B9,0910(%) = 0 
AYıdıld) + CH ul) = 0 
und daraus: 


(ID) Fat’) + %) — dato WI lu)Fro (u + dv) 
— da 99 WI U)d u + vo) =. 


Ebenso sind nun auch, wenn w eine dritte Variable ist, die 
ın der Form 


It 4 VI, U U) I, U)dg,glu + 9 + W) 


enthaltenen Produkte, als Funktionen von « betrachtet, verwandte 
T-Funktionen zweiter Ordnung mit den gleichen Periodizitäts- 
faktoren, so daß zwischen je dreien unter ihnen eine lineare Ab- 
hängigkeit besteht. Die Koeffizienten bestimmt man wie oben 
durch spezielle Werte von «u. So folgt das Formelsystem: 


oodoolv + W)Foolu + v)Fyolu 4 W) 
(12) = IA) Ar) Fo lWw) Fo (lu + v + W) 
— 9, (u), 9 (w)I, u + vw). 


Id ld 4 WI lu + v)Ig (lu + Ww) 
(13) — Id UF Wr WI u vr + Ww) 
+ 9 U) dB) dw) du + ot Ww) 


old + Ww)Holu + v)Io(u + W) 
(14) — dla) row) dro(u + v4 W) 
+9, WI WI wu tv + Ww). 

Alle diese Formeln können als spezielle Fälle einer all- 
gemeinen Formel aufgefaßt werden, die Jacobi aus den Reihen- 
entwickelungen abgeleitet und zur Begründung der Theorie der 
elliptischen Funktionen verwandt hat!). Diese Formel läßt sich 
auch folgendermaßen aus dem Begriffe der Thetafunktionen ge- 
winnen. 





!) Theorie der elliptischen Funktionen, aus den Eigenschaften der 
Thetareihen abgeleitet. Jacobis gesammelte Werke, Bd.I, 8. 497. 
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Die vier Funktionen 
(15) Pon(2V), Buıl2%), B0(2v), 91(20), 
sind ©,0-Funktionen vierter Ordnung von v, und da sie linear 
unabhängig sind, so lassen sich alle ®,,-Funktionen vierter 


Ordnung linear durch sie ausdrücken. Eine solche Funktion ist 
aber auch das Produkt 


(16) (vw + a)8(® + a)9lv + a,)P(v + a,), 
vorausgesetzt, daß die Größen a der Bedingung 

(17) a — A, +, +4, =0 

genügen. Wir erhalten also, wenn wir mit A, A, A,, A, Kon- 
stanten (in bezug auf v) bezeichnen: 2 


9(v + a)9(v + a)Flv + a3)9(v + a,) 
— A,90(2v) + Ag9 (20%) + AzPı0(2%) + Au9,1(2V), 
und daraus erhält man durch Vermehrung von v um 5(9,@--9,) 
vier Formeln: 


I, + HI! TH m) Ile + dl +) 
— A,99(27) + (— 18 439,120) + (— 1) 439, (2) 
+ (— 1)9H+R4,9,(2v). 

Wenn man diese vier Formeln addiert, so folgt: 
4 A, duo (2V) 


(18) 91, 92 
= > Gy, 92 (v iR «ı) U, 92 (v HE U), 92 (v +: 4) Y, 92 (v a. 44), 


wo in der Summe für g, und g, alle Kombinationen von 0 und 1 
zu setzen sind. 

Wir führen jetzt eine etwas andere Bezeichnung ein, indem 
wir setzen: 


1, =u, v8 =, +, = u, a u =, 
also wegen (17) 
Au — vi. v3 0, 
und definieren jetzt die vier Größen ®,, ®g, v3, ®, durch die 
Gleichungen 


-ı!m + ++ vi), 
(19) tn tn ni), 
tum ua tu —dW), 
v=ım -— nn —%-+ vi). 
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Hieraus erhält man aber: 


m u Fa); dj] st vd + u) 
(20) v» —- Im +9 —- u —d) »=3ı nn —-% — dv), 
s—;5 tm u uU) On; = ale le 
v=3;3m -%»— %+ u) y—=3-%—-% 4 0%) 


und danach ergibt die Formel (18): 
4 A, dl) = >> 9,9 (91) da (9) I (93) I, (Vi): 


worin nun entweder die v; oder die v; als unabhängige Variable 
angesehen werden können. 

‚Betrachtet man die »;, als unabhängige Variable, so ist ın 
dieser Formel A, von v, unabhängig, wohl aber noch von »,, 
v5, v%, abhängig. Setzen wir daher 4 A, = c#uo(d5) Bon (Va) Yo (%4), 
so ergibt sich 

Cd%oo (v,) Do (v5) Doold;) Do (v,) 

EFF N Yg, 92 (v1) Dg,, 92 (v2) Y, 92 (v5) Yy, 92 (v4), 

und darin ist c jedenfalls von v, unabhängig. Da nun aber die 
rechte Seite dieser Formel bei beliebigen Vertauschungen von 
0, © d, ©, ungeändert bleibt, so ist c von allen v; unabhängig, 
und man erhält seinen Wert, wenn man alle v; — O0 setzt: 

ch = Bu + Dh + 86, 
woraus nach $ 21, (14) ce = 2 folgt. 

Wir haben also die Formel: 
290 (91) %oo (da) Poo(d3) %oo (4) 


91,92 
= > Yy, 92 (v1) Dy, 92 (v3) Gy, 92 (v5) I, 92 (v3). 

Wenn man darin jede der Variablen v,, ©, d;, v;, um eine 
halbe Periode — 3 (9,@, — 9) vermehrt, so wird v; um eine ganze 
Periode — (y1®, — 95) vermehrt, während v;, v;, v; ungeändert 
bleiben, und demnach erhält man mit Hilfe von S 21, (2) und (3) 
ein System von vier Formeln: 


ne dl) Perg ld) Par, gr (U) Parn,g(or) 
ri > 6 : ” EERRESER Yy, 92 (v1) U, 92 (v3) Vg1,ge (v5) V,9 (v4). 


Dies sind die Jacobischen Formeln. 
Setzt man z. B. 


N, gs = ir ws = =utv, v=u+tu, 
y=ıuı rw» —u, = —w U=—v, 


S 23. Die Derivierten der #-Funktionen. sl 


so ergibt sich aus (21) für 9, 9 = Ll: 
91,92 


= >, 1)Jat29,,, UI, + vo + W), 


und hieraus erhält man dann, wenn man in (21) für gi, 9 die 
drei anderen Charakteristiken setzt, die Formeln (12), (13), (14). 


$ 23. Die Derivierten der %-Funktionen. 


Wir bezeichnen im folgenden durch #,,,9(%), 9,9 (v) die 
nach v genommenen Derivierten der Funktion %,,,,,(v), und mit 
Danger Do.g die, Werte, dieser Funktion für. & — 0. Es ver- 
schwinden dann ®, Po, ®oo, weil 84, (9), 9, (0), 9 (v) gerade 
Funktionen von v sind, und ebenso verschwindet #4. 

Die sechs Funktionen 

Dy1,ge (v) Von, g’2 (v) 7 Von ,gts (v) D1,ge (v) 
sind, wie aus den Fundamentalgleichungen $ 20, (1) hervorgeht, 
®-Funktionen zweiter Ordnung mit der Charakteristik 

(+ 9 9-4 9) 
. und zugleich entweder gerade oder ungerade Funktionen, wonach 
sie sich nach $ 21 durch #-Funktionen darstellen lassen. Ein 
konstanter Faktor wird durch einen speziellen Wert von v(v — 0) 
bestimmt. So ist 


ED 


(1) ld) dlw) — Fald)9n(®) = AB, (0) 90). 
9191 
(2) A a 


Dieser Ausdruck für A läßt sich aber noch vereinfachen. 
Differentiieren wir (1) zweimal nach v und setzen dann v» — 0, 
so folgt 
don =, Dar Yıı —= Ad 90 + 91090), 
und wenn man für A den Wert (2) einführt: 
ä N 
9 Vor Vo Voo 
Nun genügen aber [nach $ 20, (4)] die vier Funktionen 9;,, 
on Do 900 der Differentialgleichung 
.o% 
(4) le Amin”, 
und danach läßt sich (3) so schreiben: 
dlogd1ı _ dlogdy dio Poı 
Lie de do ; 


Weber, Algebra. III. 6 
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> 
. 


oder durch Integration: 

a ETLUNE 
worin c von © unabhängig ist. Durch $ 20, 21 waren die 
#-Funktionen bestimmt bis auf einen von v, » unabhängigen, 
allen gemeinschaftlichen Faktor. Über diesen Faktor soll nun 
so verfügt werden, daß die Konstante c den Wert z erhält, 
also die Formel besteht: 
(5) I = ddr doı; 


und dadurch sind jetzt die $-Funktionen bis auf das 
semeinschaftliche Vorzeichen + vollständig definiert. 
Durch Anwendung von 08 läßt sich der Formel (1) die Gestalt 
geben: 


(6) (dw) Ild) — uw) 9ı(d) = IA d (ld) Food), 


und ebenso erhält man mit Benutzung von S$ 21, (8): 


(7) lv) dld) — Hold) lW) = FI ld) Pd), 
(8) wi) — Fr) Iın@W) = Hr U) Food); 
(9) lv) Fld) — Hr) Ild) = — IH Folv) PB (v), 
(10) oo (v) dyı (v) Un (v) Il) = — add (v) 1 (d), 
[Lr) od) — Hl W)Pold) = FIAHI U) (lv). 


Differentiieren wir die Gleichungen (9), (10), (11) nach v und 
setzen v — 0, so erhalten wir mittels (4) und (5) die Relationen 


d D 
9) _10 — = 4 
(12) 17 log 5 IH, 
d Doo PR Re 4 
(13) pr: 1 5, == IT 90, 
d Do BY 
(14) #710 log e Er a 


Wenn man die Fundamentformeln für die ®-Funktionen 
zweimal logarithmisch differentiiert, so erkennt man, daß die 
Funktionen 


a) 


©-Funktionen zweiter Ordnung mit der Charakteristik (0, 0) sind, 
und man kann sie daher durch die Funktionen 92(v) linear aus- 
drücken. Auf diese Weise ergibt sich 


a21og9(v) 
dv? 
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de 1OE Bude) _ 


SI 


(15) lv v) = do Pod) %(%) 4 aba 11(v), 


d? vE0, d2logd1(®) _ 


(16) 990 1 (w 2) —I—— =7E Pd 01V) == dv), 


d? ns 
dv2 
d? ar 


(17) Do (v v) —— oo Prro(d) nn 1 ı91(0), 


(18) 97 (v) — Iudaodnld) — Prdolv). 

Hieraus lassen sich noch weitere Relationen herleiten durch 
fortgesetzte Differentiation. Wir führen noch eine dieser Formeln 
an, die sich ergibt, wenn man (15) noch zweimal nach v diffe- 
rentiiert und dann v — 0 setzt. Drückt man die Differentiationen 
nach v durch solche nach ® aus mittels der partiellen Differen- 
tialgleichung (4), so folgt: 





d2los® dlosdyn\2 12 
Bade _ z(duebe))__ Boym, 
oder 
(19) (5 N e7 pre? Di ir n 
do\94 do 4 Do 


$ 24. Darstellung der ®-Funktionen durch unendliche 
Produkte. 


Die Theorie der #-Funktionen ist nun so weit gefördert, dab 
sich ihre Darstellung sehr leicht ergibt. Damit wird dann die 
Existenz dieser Funktionen nachgewiesen und die bisherigen Be- 
trachtungen erhalten erst ihren sicheren Boden. Zwei Wege zu 
diesem Ziele stehen uns offen. Der erste geht aus von den uns 
schon bekannten Nullpunkten der #-Funktionen und setzt daraus 
unendliche Produkte zusammen. 

Die Funktion #,,(v) verschwindet nach $ 21, wenn 


2 —= ?v— 1) + 2u—|]) 
ist, worin v, u ganze Zahlen sind, oder wenn 
et2riv — — egrio@v—ı), 
worin wir nun v auf positive Zahlen beschränken können. 
Setzen wir also zur Abkürzung 
en—g, 
6* 
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so ist q eine Größe, deren absoluter Wert ein echter Bruch ist. 
Das konvergente unendliche Produkt 


Po) = Al + Pr-teri)(1 + gr-ie-2zi) 
1,0 


verschwindet also in allen und nur in den Punkten, in denen 
0 (v) verschwindet, und es ist überdies 


Po +1) = P) 


1 —1eo-2riv { ; 
Po em ?6) — gie-erivp(g). 


Dies ist aber nach $ 20, (1) die Periodeneigenschaft der 
Funktion 9,0 (v), und wir haben daher: 


(1) d0(V) _— an —- N ae — Dee 


worin Q ein von v unabhängiger Faktor ist. Nach den Formeln (8) 
des $ 21 erhält man hieraus, indem man » durch 





1 © 1+o 
v5 Haase + 9 
ersetzt: 


(2) Do1(v) == ee 


(3) 9,0(%) ei Ogi (een! +eyn(ı — g?’e2 ie -- eg 


1 v 

(4) 91(V) — — 119g: (ei? —e- iv) II(1— qq’ ee riv)(1—gq?’e=?riv), 
1,00 

Setzt man in diesen Formeln »® = 0, in der letzten nach 


einmaliger Differentiation, so folgt 
I = Si Sid us 
9 = OU — ara), 
(6) al 
do = Ar daR EN )3s 
9%, = 270 IA — ger). 
1,0 


Hiernach läßt sich mittels (5), $ 23: 
1 = dd do 
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der Faktor @ bestimmen. Man erhält zunächst 
AZ + Era +) 
rn 2 
1 Ber Q JI (1 WE g?r)2 9 
oder, indem man über das noch unbestimmte Vorzeichen von @ 
und damit über die Vorzeichen der %-Funktionen verfügt: 
v oe N 
BE 1) 28 
TO, AFMa+esa-e 
Im Nenner kann man für II(1 + a’)(1 + q?’-!) setzen 
II(1-+ q'), und der Zähler II(1 — q?”) läßt sich zerlegen in 
IND) 
Dadurch ergibt sich endlich 
(6) N 
Die Ausdrücke (1), (2), (3), (4) lassen sich in reeller Form 


darstellen, wenn man die Multiplikation der konjugiert imaginären 
Faktoren ausführt. Man erhält so: 


old) = “iR — Pr) + 2 P’nlcos2zv + gt’2), 


[7 


91) = EN — gr) (1 — 29?’ tcos2n0 4 gt’N), 
ol) = 2gi SEAN — Q’)(l + 209 cos2rv + q*”), 


a 9gi sin av II(1 — Q’)(1 — 29°’ cos2nv + q*”). 
1,0 
Führen wir den Ausdruck (6) in die letzte Gleichung (5) 
ein, so ergibt sich 
9% — 2a (1 — ), 
und wenn wir also 


Ku 
(8) n(@) = II — 4) 
setzen, so wird 
(9) 9% 2n(0)8. 
Indem wir @ mit Hilfe der Relation 
eu 
= d112n(o) 


aus (5) eliminieren, setzen wir 

90 — (0) (@)?, 
(10) 9% — (0) (0), 
n (®) fs (0), 


S 
IN 
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worin die Funktionen f(o), fi(®), fs(®) folgendermaßen defi- 
niert sind: 


RN 
Bea = 22 lt! 
E vr" ” 
(11) fı(e) = q ie — 2), 
— ı B: 
Bla Ryan) 


Die Funktionen 7(o»), f(®), fı(®), fa(@) werden in unseren 
späteren Betrachtungen eine wichtige Rolle spielen. Aus $ 21, (14) 
ergibt sich nach (10) die Relation 


(12) fe)" = fılo)? + fo), 
und aus $ 23 (5) nach (9) 
(13) f(o) h (@),(@) = 12. 
Die letzte Formel ergibt sich auch aus (11) mit Benutzung 
der identischen Relation: 


nr nee ee ee 


1— 4% 


$ 25. Darstellung der 9-Funktionen durch unendliche Reihen. 


Der zweite Weg, um zur Darstellung der 9-Funktionen zu 
gelangen, besteht darin, daß man eine den Fundamentalgleichungen 
genügende konvergente unendliche Reihe zu bilden sucht. 

Bemerken wir zunächst, daß wegen der Bedingung 


Don (w — 1) —=S Ao6 (v) 
die Funktion 9,,(v) als eindeutige Funktion von e?”iv angesehen 
werden kann, und setzen demgemäß 


V 
dulv) = Z A,eamior, 


so ergibt die Differentialgleichung $ 20, (4): 
c29% .0% 
für A, die Bedingung 
dA, ; ka ’ 
= 2 — TELWV2. — v2 
Tr A AN re He 





worin c, in bezug auf ® konstant ist. Es wird also 
Io(V) — 20 FAR 


I 
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und daraus: 


Don (V + ©) —— 26, g’’ +29 earivv 
— grier2riv do,ge +Dee@arivo+), 


Da v von —o bis —w geht, so ist es gestattet, in dieser 
Formel v — 1 an Stelle von v zu setzen, und wenn man dies 
tut, so ergibt sich 


I%@ + 0) = gtetrovde,_,greriv, 
Nach der zweiten der Fundamentalgleichungen [$ 20, (1)] 
müssen also die beiden Reihen 
oe er undi Srertrur rar 
miteinander übereinstimmen, d. h. es muß 
(y—-ı — G 


sein. Die c, sind also alle einander gleich; daß sie den Wert 1 
haben, ergibt die Vergleichung der beiden Entwickelungen 


B Der Zu Br. 1e) (1 E_ gt en) -- a en) 


für den Wert q = 0. 

Der hiermit für #,,(v) gefundenen Entwickelung kann man 
auch die beiden Formeln geben: 
80) = Zgrareiv 

— 1-+ 2gc0os2rv + 2gtcos4av + 2g?cos6nv 4 --- 
und daraus erhält man nach $ 21, (8) durch Vermehrung von ® 


I N 


um die Entwickelungen für die drei übrigen 


DE 
9-Funktionen: 
(2) ERS SPENAe 
— 1— 2gceos2rv + 2gtcos4nv — 2gPcos6rv 4... 
@v+1)2 
(3) d,0(v) == Zg 4 e@vy+1)ziv 
— 9 gi cosmv — 9 gi cosImv „u 2q% cosdmv ar a 
@v+1)2 
(4) 91(%) = —ı23(—1)’q 4 e@y +UVriv 


ee Ze 25. 
— 29: sinzv — 294sind3rv + 2gesindnv — ..- 
Wir ziehen für spätere Anwendungen aus diesen Eintwicke- 
lungen die Schlüsse: 
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Wenn der imaginäre Teil von ® ins Unendliche wächst, so 
daß der absolute Wert von q verschwindet, so wird 


| al 
9 (0) IL WORBeahr ga e)  2cene, 
g* 9,ı(v0) = 2sinmv. 

Nehmen wir ® rein imaginär, also q reell, positiv und echt 
gebrochen an, so sind für ein reelles »: 

1. 9(), 91 (0), Fı0(%), Pıı(v) reell, und wenn » zwischen O 
und 4 liegt, positiv [nach $ 24 (7)], folglich auch 0 Yon Yo, Pıı 
positiv; 

2. Do (id), Fo1(d), Fo (dv), —?%1,(%v) reell, und solange 





zwischen 0 und - S liegt, positiv; ferner mit Zuziehung der 
Formeln $ 21, (8) 


3. do (4 + 0), Pat iv), Wut %), ul + ıv) 
— 10 
2 


1 1 
4. g* EIN go (7 Ah 2), 0% erh, (3 Er vo); 
der (3 ar 2); —igi ei d,, (3 + v) 


reell, und solange v zwischen 0 und 5 liegt, positiv. 


reell, und solange v zwischen O0 und 





liegt, positiv; 


$ 26. Entwickelung von #-Quotienten. 


Bedeutet v» eine Variable und a eine beliebige Konstante, so 
sind die Quotienten 
Dg1,9e (v 55 a) 


Pgr,gr (0) 
doppeltperiodische Funktionen zweiter Art und erster Ordnung 
mit den Periodizitätsfaktoren (— 1a tsı, (— 1)®@ty2e-?”i«, und 
wenn man einen Exponentialfaktor e‘” hinzufügt, so kann man A 
und a so bestimmen, daß die Periodizitätsfaktoren beliebig ge- 
gebene Größen werden. Indem man die Hauptcharakteristiken 
(41, 92), (91, 95) auf alle mögliche Arten wählt, erhält man 16 solcher 
Funktionen. Wir gehen aus von einer unter ihnen, für die wir 
unter Hinzufügung eines konstanten Faktors 
BP + 0) 
(1) er 2:79,,(0)9,11(a) 
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wählen. Dies ist eine eindeutige Funktion F(z) der Variablen 


2 e& ar 
und wenn wie früher q = e”‘® ist, so hat sie die Perioden- 
eigenschaft: | 
(2) F(g?2) = e’"i@F(e), 


woraus für jedes ganzzahlige v folgt: 
F(g?’2) en GT (), 
Die Funktion F'(z) wird für ein endliches z nur dann un- 


endlich, wenn einer der Faktoren q?’z — 1 verschwindet, und es 
ist insbesondere 


(3) @—-1)F@e=1 (ürz—1) 
Nach (2) ist aber 
(2 —1)F(gr 2) = errioF(z)(g’z —1) 
und folglich ist nach (3) 
(4) Fe) (era) Zee fin auge). 
Setzen wir unter der gleich noch näher zu prüfenden Vor- 
aussetzung der Konvergenz 


5 e2 riav 


(5) Nee 


so ergibt sich, indem wir 2 durch g?z und v durch v — 1 er- 
setzen: 

(6) SQ) = e*"iesle), 

und die Differenz F(z) — S(z) wäre also, als Funktion von v 
betrachtet, nach (3) und (4) eine ganze doppeltperiodische Funk- 
tion zweiter Art. Eine solche muß aber nach $ 16, 6. eine Expo- 
nentialfunktion sein, und es ist also 


Be as, ale un 
worin m eine ganze Zahl und ( eine Konstante ist. Aus (2) und 
(6) aber ergibt sich, wenn nicht © — 0 ist: 


—Irtimw —. p—-ITnias 
e =—=I6 ’ 


also a = mo — n, worin m,n ganze Zahlen sind. Ist aber a 
eine Periode, so reduziert sich F'(z) auf eine Konstante oder eine 
Exponentialfunktion. Anderenfalls muß Ü — 0 sein, und es folgt 
die Entwickelung: 


de) _ 
(7) ind) > 


ezriva 


Gear al i 


—9,,7%8 
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Wir haben die Konvergenz dieser Reihe für alle Werte von v 
vorausgesetzt; um diese zu beurteilen, bemerken wir, daß das all- 
gemeine Glied dieser Reihe 

fürv = oo gleich 


vr 


ezriva 





e-?riv e-2?riv(w—a) 


” ” 


wird. Es wird also Konvergenz stattfinden, wenn der imaginäre 
Teil von a und von @ — a positiv ist. Setzen wir daher 
o — o'-+ io", a—= «+ ia”, so ist die Bedingung der Kon- 
vergenz ' 


(8) Me 5 


Wenn man in (7) a durch «a — } ersetzt, so ergibt sich die 
Entwickelung für eine zweite der 16 Funktionen: 


(9) Mer _ Sie I1re2zsar 


2 dl) ger eariv _]' 


und wenn man in (7) und (9) a ina—+ ;5o verwandelt: 


9,8 (v a a) gr e2 riar gv griv 
10 al abe I RN a MEN rn 
1) 2 719,,(0) 91a) — greariv _]' 

92.9 (+ a) \ (— 1)’ eriar gr eriv 
11 11 00 — er er ent 
Al) 2719,,(0)9 00(4) >, gar eeriv 2 


wobei jedoch zu bemerken ist, daß in den letzten beiden Formeln 
die Konvergenzbedingung geändert ist, nämlich: 


All „ 


(60) „ © 
wien en 


Aus den vier Formeln ergeben sich die übrigen zwölf, wenn 
wir vo durch v-+- 43,09 -+39,v—+ 3(l1-+ o) ersetzen, wobei die 
Konvergenzbereiche nicht weiter geändert werden. Auf diese Weise 
sind die Formeln der Tabelle Iam Schlusse des Bandes abgeleitet. 

Die so gewonnenen Reihen konvergieren für reelle Werte 
von a nicht alle, z.B. tut es nicht die Reihe (7), worin der nach 


der Seite der positiven v verlaufende Teil 


V = 
ezrıva 


12 nn 
( ) >> game ee] 


1,0 


aufhört zu konvergieren, wenn der imaginäre Teil von « gleich 
Null wird, während der andere Teil auch da noch konvergent 


Ss 26. - Entwickelung von 9-Quotienten. 91 


bleibt. Man erhält aber aus (12) einen Ausdruck, der auch für 
ein reelles « noch konvergiert, wenn man die Summe 


v R 
e2 Tia 


(13) Der Tora 


1,© 
hinzufügt. Dadurch geht er nämlich über in 
e2riva 0 e2 Tiv 


g2% earıv _] ? 
1,0 


und diese Reihe bleibt konvergent, solange der imaginäre Teil «’ 
von a zwischen — o”’ und + ©” liest. 

Demnach ergibt sich aus (7), wenn wir das dem Werte v — 0 
entsprechende Glied absondern und die negativen v dunch —v 
ersetzen: 


. data) _ 21 2 - ee 
01 (0) d,1ı(a) ern —] eis 2] 
9 Zr Driva 9; 028 e2riva ea riv 
Ar > greriv_.] e2 Tiv ERer em > ger eariv —] : 
Es ist RE 
2% e- Tiv 
——— —_ -—— — cotenrv — 2 
eariv__] sin ıv < ; 
Yyerria eria j 
ee ee — et COLD IE D 
earia_—_] sin ca = To 
und demnach läßt sich diese Entwickelung auch so darstellen: 
19 (v —+ a) | 


Bm cots Tv cot TA 
79,,(0)9,,(a) gmv Tr cotg 


ga RER ee 
SD (m Fu) 
worin m die Reihe der geraden Zahlen 
N Pe Köster 
durchläuft. Der Gültigkeitsbereich dieser Entwickelung ist 
— A. 
In der Tabelle II sind diese 16 Entwickelungen zusammen- 
gestellt. 
Aus diesen Formeln sind drei andere ableitbar, indem man 
v oder «a oder beide um 5 vermehrt. Drei andere aber, die der 
Vermehrung von v und a um 3@ entsprechen, müssen direkt ab- 
geleitet werden. Sie zeigen reelle Form, wenn g, a, v reell sind. 


(14) 
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Eine dritte Art der Entwickelung, in der die Symmetrie der 
Funktionen in bezug auf die beiden Variablen v, a zum Ausdruck 
kommt, ergibt sich, wenn man die Brüche, die in den vorigen 
Entwickelungen auftraten, nach Potenzen von q entwickelt. So 
erhält man 


Mm 
rege — Dad er rivv, 
m 
ee — EEE ZUERD: 
Val ee 
und diese Entwickelungen gelten, solange der absolute Wert 
von qe?”‘v ein echter Bruch ist, also, wenn 9» — v' 4 iv” gesetzt 


wird, solange 
—o' <u< 


ist. Hiernach ergibt sich aus (14) 


991 (0® + a) en 
OEL cotgrv + cotgru 

+ 4%g: sin(ma-t mov)z, 
worin m, m’ voneinander unabhängig die geraden Zahlen 
2, 4, 6, 8, .... durchlaufen. Diese Formel ist gültig für reelle 
a und v und gilt darüber hinaus noch, solange der imaginäre 

Teil, sowohl von v als von a, absolut kleiner ist als @”. 

In der Tabelle III sind die 16 Formeln dieser Art zusammen- 


gestellt ?). 


“*) Solche Entwickelungen sind von Jacobi (sur la rotation d’un corps) 
(ges. Werke Bd. II), hierauf von Hermite (Annales de l’&cole normale 1885) 
und von Kronecker (Berliner Akademie 1885) betrachtet. Vgl. auch die 
Straßburger Dissertation von L. Vockerodt (1905). 





Dritter Abschnitt. 


Transformation der Theta-Funktionen. 


$ 27. Das Transformationsprinzip. 


Wir kehren zurück zu den in $ 17 gegebenen Definitions- 
sleichungen der 7-Funktionen mter Ordnung und versehen darin 
aus einem gleich ersichtlichen Grunde die Buchstaben o, a, b, m 
mit Akzenten, so daß diese Gleichungen lauten: 

Tu — 01) — e-"ilaı @u+ wh)+dN] T(u), 
Liu 0 see Bear (u) 
(2) ao a — Mm. 

Sind a, ce irgend welche ganze (positive oder negative) Zahlen, 
so ergibt sich, wenn man in S 17, (16) n,, nz durch —c, a ersetzt: 
T(u — eo, + a5) 

(3) en e- Ti ca, + aa) Au—cwı +aw,)— ri(— ch", +ab's,—m’ac) T(w), 
eine Gleichung, die auch aus einer der Gleichungen (1) hervor- 
geht, wenn man darin a’, b’, © durch 

—caı + am, —cbh, + abs — mac, — co + am; 
ersetzt. 

Hierin ist das Prinzip der Transformation der T-Funktionen 
enthalten. | 

Es seien db, © zwei andere ganze Zahlen, für welche die 
Determinante 
(4) n = a9 — bc 
einen positiven Wert hat. Wir setzen 


(5) 0, = +00 == bo, 
0 = — Co) + am, 
und folglich 
no, = ao, + bo, 


(6) 


Nn0 — Co, 4 00@.. 
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Es hat dann, wie man aus 
0 7 co, 0% 
Dad Ivo, 
durch Trennung des reellen vom imaginären Teil erkennt, der 
imaginäre Teil von @,:@, dasselbe Vorzeichen, wie der von 
@,:@, (das positive). 
Setzen wir 


; — 0a — ba 

(7) (or — li — a.a3 

B ehe = m bo 
ba Ch, aba - mac. 


so schließt man aus (3), daß die Funktion 7(«) nicht nur den 
Bedingungen (1), sondern auch den aus (1) durch Vertauschung 
von ©, @, A, As, 1, da mit ©, @y, Ay, Ay, di, da hervorgehenden 
Gleichungen, d. h. den Gleichungen (1), $ 17, genügt. Sie ist 
also gleichzeitig eine 7-Funktion der Perioden ©}, @, und der 
Perioden ®,, ®,, was wir durch folgende Gleichung andeuten: 


(9) T' (u, © ©) — T(u, ®,, ®3). 
Es ist aber nach (5) und (7) 
409 — 4,9 — (mo — m@5)(ad — be), 


also, wenn m die Ordnung von T ist, 
(10) m —= m'n. 


Nach (8) ist die Charakteristik (g,, 95) von Z, wenn (gı, 9) 
die von 7’ ist (8 17), 

(11) (9,9) = (öyı — by — mbo, —cı + ag — mac). 

Unter der Transformation der 7T-Funktionen versteht 
man die Darstellung der Funktionen 7’ mit den Perioden 
©, © durch 7-Funktionen mit den Perioden o,, ®,. 

Die Zahlen «a, b, c, © heißen die Transformationszahlen 
und n — ad — bc der Transformationsgrad. 

Um die Form dieser Darstellung deutlicher zu übersehen, 
wollen wir die Bedingungen aufsuchen, unter denen 7(w, ®,, ®,) 
eine &-Funktion der mten Ordnung ® (u, ©) wird (8 20). Wir 
nehmen di, 55 und folglich auch b,, db, als ganze Zahlen, so daß 
bi, ds, d1, b5 durch 9, 9%, 91, 9a ersetzt werden können. Es 
ist dann 

DR inne eh Dt 
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zu setzen, und demnach wird [nach (6), (7), (10)] 
a bo C oo 
a a a a 


n n 
NT ZUM), nm. 
Die Funktion 7’ (u, @1, @g) genügt a'so den Bedingungen (1): 
Tu _- @;) — (— 1)9 e Tim'b(2u+ oh) Ti); 
Tu + 0) = (— 1jre-mimseutoy Tu), 
und daraus ergibt sich, daß das Produkt 


zeim!bu2 


eurer... 7 (u, 0,705) 





eine ©-Funktion der Ordnung m’ ist, mit den Argumenten 


u 95 


oO m 
und der Charakteristik (9, 92). Wir können dies in der Glei- 
chung ausdrücken: 


zim'nbu2 
— nu ce —+0o ’ 
a+bw (m’) a2 (m’n) (7, 

a ö SR (- —- bo’ A + =) 72 (u, @), 
worin die Charakteristiken durch (11) bestimmt sind. Die Mittel 
zur Darstellung dieser Funktionen sind in $ 21 enthalten. 

Wir bezeichnen die Transformation von T und 7’ durch 
einen einzelnen Buchstaben S oder durch (7’, 7), also: 

er ER N 

Bedeutet S’ eine zweite Transformation, durch die 7’ in 7” 

übergeht, also 





5 _ FR dER: 
so können wir daraus eine neue Transformation 8” ableiten, 
durch die Tin 7” übergeht. Diese heißt aus S und S’ zusammen- 
gesetzt und wird so bezeichnet: 


Dit 5/5 
WE ME 
Bei dieser Zusammensetzung gilt im allgemeinen nicht das 
kommutative Gesetz; es ist also 58’ von 8’S verschieden. Es 
gilt aber das assoziative Gesetz, das sich in der Formel aus- 
spricht: 
FF), TR, N], IA TPIND= (NT). 


oder 
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$ 28. Zusammensetzung der Transformationen. 


Eine Transformation |[S 27, (9)] ist vollständig bestimmt 
durch die Transformationszahlen a, b, c, ©, und diese vier ganzen 
Zahlen können beliebig gegeben sein, wenn nur ihre Determinante 
n — ad — bc positiv ist. Gibt man diesen vier Zahlen das 
entgegengesetzte Zeichen, so gehen ®;, ® nach $ 27, (6) in 
— 01, — ©, über, und ersetzt man a, b,c,d durch ma, mb, mc, mo, 
worin m eine beliebige natürliche Zahl ist, so gehen ©, ®; in @; /m, 
©/m und n in: m2n über. Das Periodenverhältnis ®’ — /o] 
bleibt in diesen beiden Fällen ungeändert. Einstweilen wollen 
wir aber zwei Transformationen immer als verschieden betrachten, 
wenn die Transformationszahlen verschieden sind. Nach dieser 
Festsetzung können wir eine Transformation unzweideutig durch 
eine Matrix 

a, b 
(1) Er (2 ) 
darstellen. Die Determinante 
(2) n= ao — bc 
ist der Transformationsgrad. 

Nach dieser Bezeichnung stellen wir die Relationen (6), $ 2 
auch so dar: 


- 


d 


(3) n(01, @) — Gi 5) (0, @3). 
Setzt man 
sd. 
De vs N a —bd—=n, 
so ist 
! [2 [2 z b' ’ ‚ 
(@ n(oi, 01) = (1 2,)(0i. 0) 
’ E p) 
und wenn man in (4) ®,, @, nach (3) durch ®,, ®, ausdrückt, 
so erhält man 
a aa—+b'c, ab b'o 
(5) & n.n' (01, n en = JE De, eb ih N (@,, 03). 
etzen wir also 
(6) Da 
so ı1st 
Be (8 + bc, ab-+ 2 hfer Bi n 
Fer ca oc, 65 00, ya iR en ’ 


a" o' Wire be! — q'' nn am. 


977 
D 
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Die Transformationen 5 setzen sich also nach derselben 
Regel zusammen wie die linearen Substitutionen und Matrizes, 
die wir im sechsten Abschnitte des zweiten Bandes betrachtet 
haben. Der Grad einer zusammengesetzten Transformation ist 
gleich dem Produkte der Grade der Komponenten. Diese Matrizes 
sind hier an die Voraussetzung gebunden, daß ihre Elemente 
ganze Zahlen und ihre Determinante positiv ist. 


Diese Eigenschaften bleiben bei der Zusammensetzung der 
Transformationen erhalten. Trotzdem bildet die Gesamtheit S 
der Transformationen 5 keine Gruppe, so wenig wie die Gesamt- 
heit der natürlichen Zahlen bei der Komposition durch Multi- 
plikation eine Gruppe ist; denn es läßt sich bei gegebenem $’, 8” 
nicht immer ein 5 bestimmen, das der Bedingung (6) genügt, was 
doch (nach Bd. I, $ 1, 4.) für eine Gruppe erforderlich wäre. 


Durch die spezielle Transformation vom Grade m?: 


M— Ei 0 ) 


(em, 
gehen die Perioden ®,, ©, in 0 —= o,/m, @& — ®,/m über, und 
das Periodenverhältnis ® —= @,/o, bleibt ungeändert. Diese 


Transformationen heißen Multiplikationen (Ähnlichkeits- 
Transformationen, Bd. II, $ 41). Es ist darunter die identische 
Substitution 


enthalten, die alles ungeändert läßt und bei der Komposition die 
Rolle der Einheit spielt. 


Die Multiplikationen sind bei der Zusammensetzung 
mit jeder Transformation S vertauschbar: 


(7) SM — MS. 


Hält man in SM oder MS die Transformation S fest und 
läßt M die Gesamtheit M der Multiplikationen durchlaufen, so 
erhält man ein System MS, das man nach Bd. I, $ 46 als eine 
Kollineation zu bezeichnen hätte. Gehören S, und 5, einer 
Kollineation C an und $} und $; einer Kollineation U’, so ge- 
hören auch 8} 5, und 5; S, derselben Kollineation ©” an. Man 
kann so, indem man 0’ — Ü’C setzt, die Kollineationen zu- 


sammensetzen. Bei dieser Zusammensetzung spielt die Kolli- 
Weber, Algebra. III. 7 


98 Dritter Abschnitt. S 28. 


neation M die Rolle der Einheit. Ist 5 = e &) eine beliebige 
Transformation, so ist AR Ä 
a, 5) 0: 2) “; (A .) 
e 0, E BRENNEN 
eine Multiplikation. Die beiden Kollineationen 
le 
RO —(c, 4 
geben also bei der Komposition CO" — OT CO — M und sind 
also zueinander reziprok. 
Demnach bildet die Gesamtheit der Kollineationen 
eine Gruppe. 
Die Transformationen vom Grade 1 heißen lineare Trans- 
formationen. Wir bezeichnen bei diesen die Transformations- 


zahlen zum Unterschiede mit den griechischen Buchstaben «, P,y, 6, 
so dab 


ll 0 — py—=l 


eine lineare Transformation bedeutet. Das System X der linearen 
Transformationen ist eine in © enthaltene Gruppe, denn sind 


IE ß re 0, ß 
u 6 ,) Er (% s) 
„_ pr _ fat fr eB+ BON _ (PB 
a a ae 
gleichfalls linear, und man kann L bei gegebenem L’, L’ aus 
den Gleichungen 
ao _ B'y — Do ad + ß'ö — BL 
vyva-ö'y=y", vB-+06'0 = Öö" 
eindeutig bestimmen. Die Einheit der Gruppe X ist die identische 


Substitution (; N und jede Substitution.Z hat ihre Reziproke Ir, 


wie aus der Zusammensetzung 


== 


hervorgeht. Die Gruppe % ist unendlich und ist nicht kommu- 
tativ. 


so Ist 
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Aus der Gleichung 
folgt, daß weder «, ß noch «, y, noch Ö, ß, noch Öö, y einen gemein- 
schaftlichen Faktor haben können. Hat man aber «, ß beliebig 
ohne gemeinschaftlichen Teiler angenommen, so kann man y, Ö 
noch auf unendlich viele Arten aus (8) bestimmen. Ist y, 6 eine 
dieser Bestimmungen, so sind sie alle in der Form 
(9) y-+ Au, $-+Aß 
enthalten, worin A eine beliebige ganze Zahl ist (Bd. I, $ 126). 


$29. Zusammensetzung der Transformationen aus einfacheren. 


In dem System S aller Transformationen S ist ein System. ©, 
enthalten, das aus allen den Transformationen S, besteht, deren 
zweite Iransformationszahl b — 0 ist, während « und © positiv 
sind: 


W (3) 


Bei der Zusammensetzung zweier S, entsteht wieder ein 5%, 
aber doch ist ©, so wenig eine Gruppe wie ©. 
Man kann jede beliebige Transformation 


ee e 1) 
vers 
durch eine Zusammensetzung LS auf ein S, zurückführen. Soll 
nämlich 


(2) N 


sein, so muß «, ß der Bedingung genügen: 
eg ßBs—=(, 
und wenn also © der größte gemeinschaftliche Teiler von q und s 
ist, so setze man 
Oak ==s, op =; 

und bestimme, nachdem « und ß hierdurch als relative Primzahlen 
ermittelt sind, y und ö aus der Formel (8), $ 28. Dann ist (2) 
erfüllt, wenn 

OR un e—=yp-+öÖr 
gesetzt wird; a und O sind hierdurch eindeutig bestimmt, c kann 
aber bei anderer Wahl von y und Ö durch c—+ Aa ersetzt 
werden. Man kann daher über A so verfügen, daß c in der Reihe 

| > 
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der Zahlen 0, 1,2... a — 1 enthalten ist, und dadurch ist dann 
die Substitution S, vollständig bestimmt. 

Wenn die vier Transformationszahlen einen gemeinsamen 
Faktor haben, so läßt sich dieser mittels der Formel 


m, 0\ /a, bD\ __ /ma, mb 
& a ( e) Fi ( c, m .) 
durch Zusammensetzung mit der Multiplikation absondern, und 
wir setzen demnach jetzt voraus, daß a, b, c, © keinen gemein- 
schaftlichen Teiler haben. Man kann dann immer die zwei 
ganzen Zahlen £, n so bestimmen, dab 
an— (ee —=ı& 
> In— 68 Bß 
ohne gemeinsamen Teiler sind. 
Um dies einzusehen, setzen wir zunächst &, n relativ prım 
voraus. Dann ist jeder gemeinsame Teiler von «, ß notwendig 
Teiler von n, wie man aus den Auflösungen von (3) 


(4) n&E — bu — aß 


nn = 0% — cPß 

erkennt. Nimmt man also & nicht teilbar durch alle ın a 
und 5 zugleich aufgehenden Primzahlen, dagegen & teilbar, 
n unteilbar durch alle anderen in n 'aufgehenden Primzahlen, 
und überdies &, n relativ prim, was stets möglich ist, so haben 
o und ß keinen gemeinsamen Teiler. Hierauf bestimmt man y, Ö 
so, dab 
eo — Pr —l. 
Es ist dann nach (3) auch 


(ad — by)n — (ed — Oy)i =|1, 
und es ergibt sich die folgende Zusammensetzung, wie leicht mit 
Benutzung von (4) erkannt wird: 


(5) & .) 4 (ee — by, ) ® N) ei Al 
w; ey N NA) 
Nennen wir also 
1,0 
(6) © ) 
die Haupttransformation vom Grade n, so ist damit bewiesen, 
daß sich alle Transformationen vom Grade n aus einer 


Multiplikation, einer Haupttransformation und linearen 
Transformationen zusammensetzen lassen. 
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Aus der Zusammensetzung 


(7) (ı ") , ) (ee ee N, N 
\0,.n KG m) -\0,mn)’ \0, 1) (5 1 9 er e% n 


können wir noch weiter schließen, daß sich jede Transformation 
vom Grade n aus solchen zusammensetzen läßt, deren 
Grad eine Primzahl ist. Zerlegt man n = pg in zwei Fak- 
toren »p und g, die zueinander relativ prim sind, so ergibt sich, 
indem man die Zahlen ß, d aus 

pP —gBp=1 
bestimmt, die Zusammensetzung 


9; Ö 0, N = l % 0, q 
woraus zu ersehen ist, daß man statt der Haupttransformation 


auch jede dieser Transformationen R N) zur Ableitung aller 


anderen benutzen kann. 


$ 30. Die linearen Fundamentaltransformationen. 


Die ganze Gruppe %& der linearen Transformationen läßt sich 
durch Wiederholung von zweien unter ihnen, die wir die linearen 
Fundamentaltransformationen nennen, ableiten. 

Ist 


U 0nrB = 
1 Mn 
eine beliebige lineare Transformation, so ist 
| 0, ß 0,7 BR FLO 
u G 5) (ee Y; % ) rail © ) 


und da die identische Transformation die Einheit in der Gruppe Z 


ist, so ist 
VERR- a ( Ö, Bi) 
Ds 70 


die zu L reziproke Transformation. 

Wir bezeichnen durch die Potenz L"” das, was durch mmalige 
Wiederholung von L oder L”' entsteht, und wollen nun nach- 
weisen, daß sich durch die Potenzen der Fundamentaltrans- 
formationen 


® ae) ale 
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jede Substitution Z der Gruppe % zusammensetzen läßt. Es ıst 
zunächst 


a ee PIRO 
(8) Am RR); 2 (, ı) 


(für jedes ganzzahlige positive oder negative A) 


0er Are) 
een ? OU I s — u 
(4) B =(} 0, N: BD? — ( 0, u) B B 
Wir setzen noch 


| u hen An __flu—i 
95,79 (0 er Zah (e Tu) 
C ıst also aus A und DB ableitbar. 


Nun sein = ( s) eine beliebige lineare Transformation. 


Wir leiten daraus die Reihe ab: 
LU — LA’, Tr) 07, Tau L' A”, EZ ca” 
deren erste und zweite Elemente so gebildet sind: 
or — u nn Aß, ß" _— PB’! — PR a"! — A A272, 
Bun a) El EL, 
-— a 
und man kann über A, A', A”, A”, ... so verfügen, daß, dem 
absoluten Werte nach 
ou = ıß, ß” < 3, a! = sp", Bau — nl, 

solange keine dieser Zahlen verschwindet. Die Zahlen 

ß x ß" a Birk 

I I b) ei 

bilden daher eine dem absoluten Werte nach abnehmende Zahlen- 
reihe, und nach einer endlichen Anzahl von Zusammensetzungen 


dieser Art muß eine Zahl dieser Reihe verschwinden. 
TED dt 


ek ei 0 ) en & 0 ya” 


Pal Man 
und ist &®9 — (, so ist 
LY) — ( e == ) See A+" 152. 
mei EN 1 
und da 


Lu A 
— Lt A-MO—# Ah — ] U Br er 


ist, so ist der Satz bewiesen. 
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$ 31. Die linearen Fundamentaltransformationen 
der %-Funktionen. 


Bei der Anwendung auf die Transformation der ®-Funktionen 
IS 27, (12)] kommt zunächst der transformierte Modul 
el —+ 00 
a—+ bo 
ın Betracht. Dieser ändert sich nicht, wenn die vier Trans- 
formationszahlen einen gemeinsamen Faktor m bekommen. Die 
Transformation heißt eine eigentliche, wenn a, b, c, ö keinen 
semeinsamen Faktor haben. 
Das transformierte Argument 
De 
Veran 
geht über in mw’, wenn a, b, c, © durch ma, mb, mc, mo, also n 


durch m?2n ersetzt wird. Die Multiplikation R 1) läßt den 


Modul ® ungeändert und verwandelt « in mu. 
Nach den Resultaten der beiden vorigen Paragraphen läßt 

sich das ganze System der eigentlichen Transformationen her- 

leiten durch wiederholte Anwendung der drei Transformationen 


1:0 ei >) n, 0 
(e ı) —n 0 0) ı) 


und wir betrachten also zunächst die linearen Fundamental- 
transformationen der #-Funktionen. 


I. e n) oder (w, @ + 1). 


er 
Nach. $ 27, (11), (12) ist 
(1) (u, © +1) = A9,,(u, ®), 
worin A von u unabhängig ist. Ersetzt man « durch 


1 (1) l [01] 
ur rt u“—+ ı ’ 


so ergeben die Formeln $ 21, (8) 
(2) 90,0 +1) = Adı,lu, ©) 


Ti 


(3) A 77 (u, @ +1) = Ad, (u, ©) 





(4) e*: dl, @ +1) — Adolu, @). 


104 Dritter Abschnitt. 8 3l. 


Zur Bestimmung der Konstanten A wenden wir, wie in der 
Folge häufig, das Mittel an, daß wir u — 0 setzen, in (1) nach 
der Differentiation, und dann rechts und links von der Formel (5), 
8 28 
(5) 9 = dd dh 
Gebrauch machen; so folgt 


ri ri 
4e 


A2—e’, A-e 


daß bei A das positive Zeichen steht, ergibt sich aus einer der 
Formeln (3), (4) nach der Schlußbemerkung von $ 25, wenn man 
o unendlich werden läßt. 

Sonach erhält man 


TÜ 
9%. o@ +1) = e* 9,,(u) 


(6) 90(u, © +1) = Reine: 
ul, +1) = Bult) 
do (%, @ 4 1) — do, (U). 


0,1 He 
ll. (ei: 0) odeı ( ie 


9 








__ iur u L 

(7) eu.) = Abııla 0), 

f l 

und durch Vermehrung von u um DE 5. ; 
nz u 1! ä ’ 

(8) e Pi 9’ =) —vAv,,Wu 0), 
ee u 1 

(9) 6. Re (5; —;) — i49,,(u, o), 
een, u ih | 

(10) ze 5) — iA (u, 0), 


woraus man wie oben erhält: 
A = +tıy— io. 


Aus « —= 0 und einem rein imaginären © schließt man, daß, 





wenn Y—i® so genommen wird, daß der reelle Teil positiv 
ıst, das untere Zeichen stehen muß, und es ergibt sich daher: 
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UR 











ul) Te) 
(E21) = Yiad) 
(11) IR ENEN 
au =, =) = Y—i09(), 
as (*, -,) — Yo lu). 
© (60) 


$ 32. Die Haupttransformationen zweiter Ordnung 
der %-Funktionen. 


Die beiden Haupttransformationen nter Ordnung 
id n, 0 Pi 

© re kon ) 
verwandeln nach 8 27, (11) die Charakteristik (g1, 95) in 

(R9ı, 92) (91 N9), 
d. h. bei ungeradem n bleibt die Charakteristik ungeändert, bei 
geradem n geht sie über in 
(1) (0, 9) oder (g1, 0). 

Da sich hiernach die Transformation geraden Grades wesent- 
lich anders verhält als die ungeraden Grades, so betrachten wir 
zunächst den Fall n — 2. Die erste und zweite Haupttrans- 
formation zweiten Grades werden die Landensche und die 
(ausssche Transformation genannt. 

Nach S 27, (12) sind 


m) 
Vg1,90 (u, 5) — 9,0 (tt, ©) 


9,5220) = &%,,(U, ©) 
®-Funktionen zweiter Ordnung von %, ®, die sich nach $ 21 
darstellen lassen. 
Wir erhalten zunächst die zwei Formelpaare, in denen A, D 
von « unabhängig sind: 


AB, (u, 5) — U (Ur OT DTTUEN), 


Adyo(u 3) — Iolt, @) Ir lt, 0), 


(4) B3,,(2u,20) = #,,(u, ®@)9,,(u, ©), 
B9%,, (2u,20) = Holt, @) do (u, @), 


(2) 


(3) 
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wovon jedesmal die zweite aus der ersten abgeleitet werden kann 
durch Vermehrung des Arguments um eine halbe Periode. 


Setzt man in diesen Gleichungen u — 0, so folgt 
A® (0 5) EEE 
(5 
ft) 
Ad (0. 2) = dydıo 59,,(0, 20) — VooYoı > 


woraus durch Division, mit Benutzung der Relation 
I = rd Y don: 


M) 0) 
(6) oo (0 5) Yyı (9, 5) > ı, 
(7) 2 do (0, 2 ©) 9,0(0, 2 ©) = Do, 
und wenn man in (6) © durch 2o, in (7) ® durch w:2 ersetzt: 
(8) Por (0, 20)? =—— Doo Vo1; 
@\? 
(9) Yo (9 a — 29090. 


Nach (8) und (9) ergibt sich aus den zweiten Gleichungen (5): 
m) 
Due (0 5) B = 8,(0, 20), 
und man erhält also für die Gausssche Transformation: 


90 (9 5) (m 5) = 29m 0) Blu 0), 


Do (0 5) Vo (m 5) = 2 do (u, @) dot, ©), 


und für die Landensche Transformation: 
a) 91(0, 20)9,,(2u, 20) — Y#o(U, @)P,, (u, @), 
991 (0, 20) 841 (2%, 20) — Halt, @) 9, (U, @). 

Es bleiben für jede der beiden Transformationen noch zwei 
®-Funktionen auszudrücken. Man kann diese Ausdrücke aus 
(10), (11) herleiten nach 8 21, (13), gelangt aber auch direkt dazu 
auf folgende Weise. Die Funktionen 


1M) 
(12) 9 (" 5); 9.20%, 20). 
verschwinden für 


(10) 
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Andererseits ergibt sich aus den Formeln (8) des $ 21, wenn 


l Ä 
dort v = -; Une im gesetzt wird, 


(69) = /® 
%ı (2) = Id (7) 

1 1 
Di (7) = Do (+) 


und demnach sind die beiden Funktionen (12), die linear durch 
zwei ®-Quadrate ausdrückbar sind, von konstanten Faktoren ab- 
gesehen, übereinstimmend mit 


I) +) 9) — Po). 
Die konstanten Faktoren ergeben sich unmittelbar durch u — 0 
aus den Relationen (6), (7): 


(13) In (0 2) 9 (m N = Hl) +8), 
2, 2 
(14) 2990 (0, 20)9,,(2u, 20) = #,(u) — 9}, (u). 

Daraus erhält man die beiden letzten Formeln, wenn man “ 
nu- s und u — 5 verwandelt [oder auch auf demselben Wege 
wie (13), (14)]: 

m) m) 
(15) Doo (0 p} oo (" 5) — 9) + 9); 
(16) 2940(0, 20) 9 (2u, 20) — 93,(u) + 9, (m). 


Hieraus lassen sich mannigfache Relationen zwischen den 
Nullwerten der ®-Funktionen herleiten, von denen wir nur die 
drei folgenden anführen, deren beide ersten aus (8), (9) fließen, 
während sich die letzte aus der ersten Gleichung (11) ergibt, 
wenn man ® durch ®:2 ersetzt und « — !/, annimmt und be- 
rücksichtigt, daß 9,1(Y/,) = 9, (!/ı) Ist. 


VIoo Poı m) (0, 2), 

1 [) 
8 1 1 I 0 — D 
(17) Vdoo Do y2 ( h) 5) 


— 1 © 
Vo Vo 37 Do (+ 5). 


Diese Formeln sind darum von Interesse, weil sie die Quadrat- 
wurzeln als eindeutige Funktionen von ® darstellen. 
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Wir machen von der Transformation zweiter Ordnung noch 
eine Anwendung auf den Beweis einer Formel, die für die Trans- 
formation ungerader Ordnung notwendig ist. 

Wir ersetzen in der zweiten Gleichung (10) ® durch 2 o, also: 


299 (U, 20)9,,(u, 20) = Po Yıo (U). 

Hiermit multiplizieren wir die zweite Gleichung (11), so dab 

wir erhalten 
291(0, 20) 94 (2%, 20) dolu, 20) Fı9(u, 20) 
— 990 U) Foo (U) do (U). 

Dies dividieren wir durch das Produkt der beiden Gleichungen 

(7), 8): 
290 (0, 20)9,,(0, 20) 9,,(0, 20)? — 9}, dyo Yyı 
und erhalten 
Iu(u, 20), (U, 20) 9,,(2u, 2) _ Foo u) ol) do (le) 
9900, 20)9,,(0, 2@)%9,, (0, 2) oo dp Yoı 
Wenn nun n irgend eine ungerade ganze Zahl bedeutet, 
so bleibt die Funktion 
FU 
9 (2), 


wenn v um ein Vielfaches von n wächst, ungeändert, und folg- 
lich ist das Produkt 

v v 

12). 


wenn es über ein volles Restsystem nach dem Modul n» genommen 
wird, unabhängig von der besonderen Wahl dieses Restsystems. 
Daher ist, da 2” zugleich mit v» ein solches Restsystem durch- 
läuft, 


(18) 


19 Du) = Hl 
5 ER RN 
Wenn wir also in (18) u — v:n setzen, das Produkt bilden 


und im letzten Faktor der linken Seite von der Formel (19) 
(rebrauch machen, so ergibt sich, daß das Produkt 


it v v v 
1 dw (7) (2) 9 (*) 


(20) — n—1 n—1l n—1l 
ER 


00 10 


ungeändert bleibt, wenn & durch 2® ersetzt wird. 
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Die in (20) vorkommenden Werte von v lassen sich in Paare 
anordnen derart: 





vn — v, De 











v N — v 
du () —— Voı WELT )) 


so stimmt (20) bis auf das Vorzeichen überein mit dem Quadrat von 


14 v v v 
i2(5) 2 (7)04(5) 


(21) UTR : 








Der letzte Quotient, der eine stetige, von Null verschiedene 
Funktion von ® ist, solange der imaginäre Teil von ® positiv 
ist, bleibt also gleichfalls ungeändert, wenn ® durch 2o, also 
auch durch 40, 8@, ... ersetzt wird. Man kann den Wert dieses 
Ausdruckes dadurch bestimmen, daß man den imaginären Teil 
von ® unendlich, also g = 0 annimmt. Für q = 0 ist aber 
(nach S 25): 

IV 
ee de lu el u — cosmv, 
10 ‚ 
und daher der Wert von (21): 


s VI 
I a 





2 
Da hierin vr/n kleiner als } ist, so hat dieses Produkt 
einen positiven Wert. Es ist aber 
va (n — v)a 
BORKEN WELOR ae 3 


und nach Bd. I, $ 144 ist 
n—1 „5, 


Dre! er] 








Dadurch ist die Formel bewiesen: 
n—1l n —1 n—]1 


n—1i 
pn Y v v a eg 
(23) - m 802) (0) —id Vor Ya” 
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Mit Rücksicht auf die Formel Bd. I, $S 145, (3) kann man 
dieser Relation noch die Form geben: 


n—1l 
2v 2v Dv 
ne) 
. ii n—1 ie! nl 


7 Fr Lan a Ds Vo 


(24) 
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Die zuletzt bewiesene Formel ist uns von Nutzen bei der 
Durchführung der Transformation ungerader Ordnung n. Wir 
betrachten zunächst die erste Haupttransformation. Nach 
& 27, (12) ist 
(1) d,,(nu, no) 
eine @,,-Funktion nter Ordnung von u und ®, und diese läßt 
sich aus ihren Nullpunkten leicht bilden, deren es im Perioden- 
parallelogramm n gibt. Die Nullpunkte von (1) sind die Werte 

v No v 
nn Sea er + uo, 


N 


U 


wenn v und u ganze Zahlen sind, und man erhält alle inkon- 
gruenten unter diesen Werten, wenn man u festhält und v ein 
volles Restsystem nach dem Modul n durchlaufen läßt. Wir 
wählen das Restsystem 


0, 


und erhalten demnach, wenn Ü einen von u unabhängigen Faktor 
bedeutet, 


(2). 09,(Rru, no) =9,lu) 4 9, 5 - «) Yı ( = u), 
n—1 | , 
ee 
eine Formel, die sich nach $ 22, (4) in folgender Weise auch 
durch die Funktionen #;,, (u), 9), (u) ausdrücken läßt: 


09" 9,,(nu, no) 


ln 
Wir ersetzen m 


1 
u “+5 
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und erhalten aus (8) (8 21): 
Cd, (nu, no) — (u) II Bo S = ') 9 _ «), 


n—l1l 
1, —— 


i 2 v v 
3) C9dı(nu, no) = du(u) II Por ( —- ı) Pi (= — x), 


= 


CHyu(nu, no) = Buo(u) II oo (= - ") Doo (= = w)- 
n—l1 n 


1 





array 
Daraus aber ergibt sich für «= 0 nach der Formel 
9 = dd Pro: 


u v v 
4) er A Bu) = IN. Re =) Voı (=) Vor (2), 


ug EL 
oder mit Benutzung von (23) des vorigen Paragraphen: 
| n—1 n—1ı mer 
ee v Se UEZ 
(5) Ca? I 8, (=) re oo 


n—1l 


Er 
Das Vorzeichen ergibt sich aus dem Umstande, der aus einer 
der Formeln (3) folgt, dß © = 1 wird für q = 0. 
Nach dieser Bestimmung von Ü lassen sich die Formeln (2), (3) 
so schreiben: 


n—1l n—1 n—1 


Yn®, 1 (n uU, N ©) I Fe 0: 








(6) ee v v 
—2%?2 9, («) u Wr =) 9 (= —- u) ee (= — n)- 
1 


179° 
n—1i n—l1l n—l1 


Yn d,,(nu, no) de Bi 
7 n—1 2 
(1) —ı12 d,0(U) 1 195)? )e = +%) 9 at) 
Bu 


Mel n—1l n—1 


ER (n u,N ©) PArE do Pr 


ee en w 1 ee —) 9 (= fi «) ER (= m u): 


n—ı n—1l n—1l 


No) 2 ds De 


0) — EN do (U) 1 9 (-) du (- —- u) (= — u): 


L N 
ar 
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$ 34. Die Funktionen n(o), f(®), fı(®), fe(®). 


Es sind bereits im $ 24 die Funktionen n(o), f(®), fı(®), 
f.(®) erwähnt, die sich dort als einwertige Funktionen von @ 
bei der Darstellung der #-Funktionen durch unendliche Produkte 
fast von selbst einstellten, die sich aber nicht ergaben bei der 
zweiten Darstellung durch unendliche Reihen. Damit im Zu- 
sammenhange steht ein bemerkenswerter Umstand, daß viele 
unserer Formeln, z. B. die zur Transformation zweiter Ordnung 
gehörigen (17), $ 32 oder die Formel (23), $ 32, leicht verifiziert 
werden können durch die unendlichen Produkte, dagegen schwer 
oder gar nicht durch die unendlichen Reihen. Darum war es für 
uns von Interesse, diese Resultate ohne die Benutzung des einen 
oder anderen dieser Ausdrücke aus der Transformationstheorie 
herzuleiten, und ebenso sollen nun auch aus dieser Quelle die 
Funktionen n(o), f(®), fi(®), fs(®) und ihre Grundeigenschaften 
gewonnen werden. 


Die Formel (6) des vorigen Paragraphen ergibt für n = 3: 
Y3 9. BU 3er EMI — U), 
und wenn man differentiiert und dann «u — 0 setzt nach (4): 


3 y39,,(0, 30) = 279,,(4)3, 
oder indem man & durch — ersetzt, 
EEE 1 o\?P 
3 y39, = 2x|®, ee =) 
Setzt man also 
1 I Sn) 
(1) n(®@) = 3 %ı (3 3)» 


so folgt in der Bezeichnung übereinstimmend mit $ 24 (9): 


(2) 91 == Togo doı Do ———— 2nn(0)° 

und aus $ 25, (4) erhält man für n(®) die Reihenentwickelung 
12 v 

(3) (0) = 3 2 (-1ygrtr. 


Die Funktion n(®) ist für ein rein imaginäres @ (reelles q) 
reell, und für ein unendlich großes ® (d.h. verschwindendes g) ist 


RR 
g "re)—l. 
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Hiernach findet man, wenn man in (2) die Formeln $ 31, 
(6), (11) anwendet, für die linearen Fundamentaltransformationen 


von n(®) | 
Ge n(@ +1) = ec? 7(o), 
©) n(—) = V=ienß), 


von denen die erste auch unmittelbar aus der Reihendarstellung (3) 
folgt, während die zweite nicht so leicht durch direkte Umformung 
der Reihen bewiesen werden kann. 


Wir gehen über zur Betrachtung der beiden Haupttrans- 
formationen zweiter Ordnung der n-Funktion. 


Aus $ 32, (11) erhält man durch ee und Null- 
setzen von U 


29,1(0, 20)n(2 0)? — 90n(@)?, 

also wenn man ins Quadrat erhebt und $ 32, (8) anwendet: 
49 dı0 %ı nN(2 @)5 = 9n(w)%, 

und mit Anwendung von (2) und Ausziehen der Kubikwurzel: 


(6) 2n(20)2 — 9,,n(0). 


Ersetzt man in (6) © durch z: so folgt 
[6] [60] 
2 N (0)? Tu Yo (0 2) N (2). 
und wenn man quadriert und die Formel $ 32 (9) anwendet: 
2n(o)t = "(3 ) Foo Yo. 
Multipliziert man beiderseits mit %,,, so folgt nach (2): 


(7) (3) = Puno) 


und durch Verwandlung von’o in o—+1[(4) und $ 31, (6)]: 


(8) un (=) — 9N(0). 


Weber, Algebra. III. 8 
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Hiernach führen wir die usa Funktionen ein: 


(©) | Ei 


Ro) = RL. 
Dann ist nach (6), (7), (8) 
9% — n(@) Flo)? 
(10) 9% — (0) fı(@)?, 
9 — n(o) lo}, 
und aus (8) und (9) folgt, daß f(o®), fı(®), fs(®) für ein rein 
imaginäres ® reell und positiv sind. (10) stimmt überein mit 
$ 24, (10), und die dort eingeführten Funktionen f, fı, fs sind 
dieselben wie diese. Aus (10) folgen aber leicht die Relationen 
[(2) und S$ 21 (14)]: 
e. fo = f1(0)° + (0), 
2 = fo) hl) RR) 
Mit Hilfe dieser Formeln kann man durch Quadratwurzeln. 
jede der drei Funktionen f(o®)‘, fi(®)’, f,(@©)° durch jede andere 
ausdrücken. Dazu führt die aus (11) fließende Formel: 


3 12 — f(o®© jüleR 047 
ho) — Aa) = Fo — za: 


(12) Fo) + Ro) = Klo)ı + For 
Fo + Ho = ho + 


Für die linearen Fundamentaltransformationen der 
Funktionen f erhält man zunächst aus (4) und (9): 





fo+D)=e *r), 
m h@ +1) = € *f@), 
ho +) = ho) 
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Ferner ergibt sich aus (5) und den beiden letzten Glei- 
chungen (9): 
1 : l 
(14) fı (-5) — fo), l: (-=) — fı (@), 


[69] 


und wenn man hiervon in der zweiten Gleichung (11) Gebrauch 
macht: 


(15) f(- =) = 1@) 


[69] 


Für die Transformation zweiter Ordnung folgt unmittelbar 
aus den beiden letzten Gleichungen (9): 


(16) h (20) f,(@) = 12, 


woraus sich noch durch Anwendung von (12) ergibt: _ 
N)  Rorlf2o) + Re) = 21flo) + Ho) 
Setzt man in (16) nach (13), (14) _ 


(20), = fo — 1), 


ko= rl), 


( 


so ergibt sich: 


(1 -z)fee = 1% 





und indem man 2@ — 1 gleich einem neuen o setzt: 
0 — 1 n 
zn 
0—]1 


Ersetzt man in (16) ® durch En und 





5, 80 folgt: 


ı(@) fs = z- j2, 
em h@R(2) = 1 





fo) (? I) = 12. 
Wir stellen endlich noch für ein ungerades n die Formeln 
für die Haupttransformation nter Ordnung der Funktionen n, f 
auf. Für n(no) ergibt sich leicht, wenn man in den Formeln (6), 
$ 33 nach der Differentiation « — 0 setzt, und die dritte Wurzel 
zieht: 
Nn—3 


. (20) Ynn (no)n(o)? — Rue (=): 


2 


„ 
- 


+ 
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Setzt man ferner % — 0 in (7), (8), (9), $ 33, benutzt als- 
dann die Relationen (10) und (20) und zieht die Quadratwurzel, 
so findet sich 


fino)n(o)” = flo) U @u(t), 


n—1l 


a) fi no)n@) ? = h(o) M 94 (7); 


” 
3; 2 


n—1l 


B er x v 
fr no)n(o)" — fr) H 8u()- 
nNn— 
Bra 
Die Vorzeichen ergeben sich hier aus der Annahme eines 


unendlich kleinen q. 


$ 35. Die Weierstrasssche 0-Funktion. 


Durch die allgemeine lineare Substitution 
(5) pr =, 
angewandt auf die Variablen ®,, @,, geht jede t-Funktion wieder 
in eine t-Funktion über, wobei die Charakteristik sich geändert 
hat. Ist (g,, 95) die Charakteristik der ursprünglichen, (gi, 95) 
die der transformierten Funktion, so ist nach $ 27, (11) 
(I 9) = (dyı — Pr — Bd, —y + ag — ar). 

Löst man die beiden darin enthaltenen linearen Gleichungen 
für 91, 9a auf und beachtet, daß aßy + Od +1, ydö(«a+-P—+]1) 
notwendig gerade Zahlen sind, und daß eine Charakteristik sich 
nicht ändert, wenn sich ihre Elemente um Vielfache von 2 ändern, 
so kann man dafür auch setzen: 

l)) Ga) +ßnt aß rg + 99 + Y9). 

Die #-Funktionen gehen also, abgesehen von Exponential- 
faktoren, ineinander über. Von Wichtigkeit ist es aber, eine 
Funktion zu bilden, die den linearen Transformationen gegenüber 
absolut invariant ist, und eine solche Funktion ist die von 
Weierstrass in die Theorie eingeführte 6-Funktion, zu deren 
Definition wir jetzt übergehen. 

Wenn wir die Formel (1) auf die vier Hauptcharakteristiken . 
(0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1) anwenden, so gehen diese der Reihe 
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nach über in («ß, y6), ((&+1)ß, (—+1)6], [eu(B+1), y(d-+1)], 
ea +1) +) —-1,@ ++ —1)= (1,1)]. Es bleibt 
also nur die letzte Charakteristik (1, 1) bei allen linearen Trans- 
formationen ungeändert, da weder & und ß noch p und Ö zugleich 
gerade Zahlen sein können. Es sei also t(u, @,, ®,) eine t-Funk- 
tion von der Charakteristik (1,1), die nach $ 17, (12) für « — 0 
verschwinden muß. 

Ist | 
(@}, @5) = (7 N (0|, @,), 
so sind nach unserem Transformationsprinzip 

!(u, @,, @) und t(u, @;, @;) 

verwandte 7-Funktionen erster Ordnung, und folglich ist, wenn 
C, A, u von u unabhängige Größen sind, 
(2) i(u, 01, @) = Cel"tkuf(u, @,, 03). 

Es ergibt sich hieraus durch logarithmische Differentiation 

dlogt(u, ©, ©) dlogt(u, @,, @,) 

(8) u Du du En du 
Nun ist, wenn wir nach Potenzen von u nach dem Taylorschen 
Lehrsatz entwickeln und mit #, t", !" die erste, zweite, dritte 
Derivierte von t nach « für «u = 0 bezeichnen, 


dlogt(u, ®,, @) 1 a Ei {2 
ee ae an) 
woraus 'sich durch Vergleichung mit (3) ergibt, daß A und u in 

die Form gesetzt werden können: 
= p (0, 05) 27 3 p(0,, 95), 
u — Y(o,, @) — Y(0,, @;), 


worin 
ia f''2 > 
(4) p(0,, @;) == 6 ge ı(9,, @,) = Ir 
Bestimmt man ferner noch den Faktor Ü in (2) durch den 
speziellen Wert u —= 0, so folgt 
(5) a ! (01, @;) 


!' (0), @®;) 

Hiernach läßt sich die Formel (2) in folgendem Lehrsatz 
aussprechen: 

Die Funktion 


u m) ey m: 
(6) c(u,0,0)=e (Ge - m) =* an 
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bleibt ungeändert, wenn man @,, @,' durch ®!, ®, ersetzt, 
d.h. wenn man irgend eine lineare Transformation an- 
wendet, oder: 

(7) (u, ©}, 0) — 6(u, @,, @;). 

Die durch (6) definierte Funktion bleibt, wie eine einfache 
Rechnung zeigt, ungeändert, wenn man t durch irgend eine ver- 
wandte i-Funktion ersetzt. 

Die Funktion t(u) hat nach Voraussetzung die Charakteristik 
(1,1) und ihre Nullpunkte sind also kongruent mit 0. Demnach 
hat t(— u) dieselben Nullpunkte und daher auch denselben 
Charakter wie t(w). Beide Funktionen unterscheiden sich also nur 
durch einen Exponentialfaktor voneinander, und es ergibt sich 
leicht, wenn man einen konstanten Faktor aus u — 0 bestimmt: 

i(—u) = —e"imutlu), 
worin u eine Konstante ist. 

Differentiiert man diese Gleichung zweimal nach « und setzt 
dann u —= 0, so folgt 
ti" 
rt? 
und daraus ergibt sich nach (6), daß die Funktion o(w) der 
Bedingung 
(8) s(—ıu) = — 6(u) 
genügt, also eine ungerade Funktion von « ist. 

Da o(w) eine t-Funktion erster Ordnung ist, so genügt es 
den beiden Bedingungen: 

ou + 0) = a enturedo(u), 
lu @)—ieehAr td (n), 


2rıu = — 


worin Cj,.63, Nı, Na Konstanten sind. Die Funktion o(w) ver- 


schwindet für « —= 0, aber nicht für u = 3o,, u = 3@,, und 
wenn man also in den vorstehenden Formeln «4 = —}o,, 
— 5%, setzt, so ergibt sich nach (8) a = — 1, a —= —1, also 


die Formeln: 
(9) (u + 0) = —eneutwo(u), 

su + ©) = — er@rtWd)o(u). 
Die hierdurch eingeführten n,, ns sind Funktionen von @,, @,, 
die nach der Relation $ 17, (10) (worin ziqa,, riqa,, m durch 
— 13, — Na, 1 zu ersetzen ist) die Gleichung befriedigen: 


(10) N1@ — mo, — Mt. 


ur 
N“) 
m 
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Durch wiederholte Anwendung von (9) ergibt sich, wenn a, b 
‘ ganze Zahlen sind [vgl. $ 17, (16)]: 
a1) o(u + ao, + bw,) 

— (— 1jetdtad gan +bi)@u+am+tba)g(y). 

Wenn man die Funktion 6 (vw), wie sie durch die Formel (6) 
gegeben ist, nach Potenzen von « entwickelt, so findet sich, dab 
nicht nur die zweite, sondern auch die dritte Potenz von « in 
der Entwickelung nicht vorkommt, und man hat also: 

(12) BER EI RAR ZI RE DR U 

Wenn auf ®,, ®, eine lineare Substitution 


(15) (01, 0) — ( “ (@1, @;) 


angewendet wird, so erfahren die Größen n,, nz die entsprechende 
Substitution 


(14) em) = (9) m m 


wie man unmittelbar aus den Relationen (7) und (11) folgert. 
Differentiiert man die Formeln (9) logarithmisch nach «, so 
folgt ’ 
(u + 0) _ 0'(u) Me 
ou+to) 6m) u 








119) o(u + @,) _ 0'lw) 13 

o6(u—+ 0) 6l(u) ze 
und indem man in der ersten u = — . in der zweiten 
UN 7 setzt, und beachtet, daß o(w) eine ungerade und 


folglich 6’(w) eine gerade Funktion von « ist: 


aD 


Derın 
2 2 
$ 36. Die Funktionen 6g9, Ogı, io 
Es bleibt uns noch übrig, die analogen Resultate für die 
übrigen Charakteristiken zu gewinnen. Wir gehen aus von der 
folgenden Bemerkung: Sind x,, 23; Yı, Ya irgend zwei Paare von 


Größen, welche durch dieselbe lineare Substitution S in 21, %; 
Y, Y» transformiert werden, ist also: 


(16) N 
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so ist auch 
21 Yy — Kyı = Hıya — Mayı, 
wie aus der Multiplikation der Determinanten hervorgeht. Dem- 
nach ist, was auch &,, &, sei, nach (7), $ 35: 
(1) (u +20 —&% 0 9, 0) — 6(U + 230, — 71 0%, ©, @). 
Diese Funktion ändert sich der Formel (11) des vorigen 
Paragraphen gemäß, wenn z,, ©, um ganze Zahlen geändert 
werden. Diese Änderung kann man aber vermeiden, wenn man 
statt dessen die Funktion 
e-?2(ma&2 —Nexı)u ‘(u + 0, — %,®) 
6 (X, @, — X] @5) 
betrachtet, die wir (für den Augenblick) mit o(u, &,, &%, ®,, @5) 
bezeichnen wollen. Diese Funktion genügt den Bedingungen: 


(2) (U, 4, 2, 01, 0) — 6lu, Lg, 01, Ra), 
(3) (u, % — 1, 2, ®,, @,) —e (u, %y, 29, 91, @,), 
(u, &ı, X +1, @,, @;) —= O(ü, I, I, ®,, @g): 

(u - 0,) — — e-2nia eh@u+ ©) (u), 

e (u +0) = —etrineneutodg(u), 


und bleibt also ungeändert, wenn x, und &, um ganze 
Zahlen geändert werden. 
Indem wir uns nun wieder auf die Hauptcharakteristiken 


7 
beschränken, setzen wir (X, &) = (-> 5): (0 5): (-5: 0) 


und erhalten so die folgenden drei Funktionen: 
So (U) => (u m ji 0,.0 ) er Nu ra Eee 
I 0) 2° 1,2 E ai: =) }) 
aa ee, 
2 
o(" -- 


(5) 610 (“) =6 (w 0, = 0], 0.) Zu 


! 
51 (tt) = 6 ( =Y3 9,9 9) — oe ru 
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und die Funktion 6 (4) selbst kann entsprechend auch mit 6,, (%) 
bezeichnet werden. 

Für diese Funktionen ergeben sich nach (4) die charakteristi- 
schen Periodengleichungen 


(9 + 9) = (—1jnen@utw)o, (U), 
(6) Og1,%s (u = @,) = (— 1)9 ei ae O,,,9g (u) 


091,98 (u 3 a0] m bo,) 


= (— 1) tgeb tab el ı tönD)(A@utrawı +bw,) Der al leh 


Durch Anwendung einer linearen Transformation werden die 
drei Funktionen 690, Oouı; 61, untereinander permutiert, wie die 
Formel (2) lehrt [oder $ 35, (1). Je nach dieser Permutation 
zerfallen die linearen Transformationen in sechs Klassen, deren 
erste alle die Transformationen umfaßt, die die Funktionen 69, 
691, 910 ungeändert lassen. Diese sind dadurch charakterisiert, 
daß &, ö ungerade, ß, y gerade Zahlen sind, was wir kurz so 


schreiben: 
Br A = Mi (mod 2). 


Hiernach sind die sechs Klassen der linearen Transforma- 
tionen folgendermaßen zu charakterisieren: 


I. ) — ) (mod 2) (00, 01, 10), 


Te a) 00:10:01): 
IM 
TR =(, E 
1 


Ne ee) „010, 01,00), 


I 
ei 


| 


„ (10, 00, O1), 
(7) 


1-20 
ae 5), Era 00,10), 


‚1 a ei) RE 01410,°00); 
wo in der letzten Kolumne die jedesmalige Permutation der 
Charakteristiken 00, 01, 10 aufgeführt ist. 

Die Transformationen der ersten Klasse bilden eine in’ der 
Gruppe aller linearen Substitutionen enthaltene Gruppe U, also 
einen Teiler der Gruppe % (8 28). Setzen wir 
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#1 1,0 0:1 
= (1) DazeE nk “=(11) 


so sind A, 9A, U, WM, U, @&,AU die Nebengruppen zu U 
und es ist 
vers AARAU HA A 
und W ist ein Teiler von X vom endlichen Index 6: 
ai SE, 


Die Gesamtheit «A —+ NW ist ebenfalls eine Gruppe W, 

und es ist 
TU tW ty W 

Und als 2 u 

So wie sämtliche lineare Transformationen aus den 
beiden Fundamentaltransformationen, so lassen sich die 
Transformationen der ersten Klasse aus wiederholter 
Anwendung von 


EU (2 ie) 
(ii ı): 0, ı) ( 0, ) 


ableiten, was sich auf dem Wege des $ 30 beweisen läßt. 


$ 37. Darstellung der 6-Funktionen durch #-Funktionen. 


Um die Funktion o(w) als #-Funktion darzustellen, kann 
man einfach die Formel (6) des $ 35 auf die Funktion 


anwenden, also 





w 979 r = 
-—— 1 0.’o 
(1) (u, 0, @,) = me rd —— 
Yı 
setzen. Es ist aber infolge der Differentialgleichung $ 20, (4): 
Du Am 
do 


und also nach der Definition der Funktion n(®) in $ 34, (2): 


Lu .dlog ® .dlogn(®) 
9 u ER ne DONDENBEN 91, „ERDE 
(2) 1 = do TR do 
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Durch logarithmische Differentiation von (1) erhält man 
mittels (2): 


dlogo(u) _ __4riu dlogn(o) 
U u fo o do 
und wenn man hierin u —= Z. =. setzt und die Formeln (8) des 
$ 21 anwendet nach $ 35, (16): 
_. 2zi dlogn(o) 


(3) er oO, Lo 
2 _ __ 2miwy dlogn(o) wi 
z o? do oO, 


Hiernach kann man für 6 setzen: 


u 0 
Ben 
(4) su) = wet —— 





und für die drei Funktionen 6,9, 691, 6, erhält man nach $ 36, (5), 
wenn man einen konstanten Faktor aus 


(5) 0 (0) — el (0) ls 6,0 (0) —.| 
bestimmt: 
Yu? Doo er >) 
Dee 
o0( ) DIR ’ 
uU © 
N, u2 u —, — 
(6) a er =) 
06, lu) = eMı —— 
o1( ) Pi )) 
uUW-0© 
71 u2 ” (> >) 
6,0(%) = ACT Na zn 2 . 
Do 


Die Funktionen 69 (t), 691 (%), S,.(ı) sind gerade Funktionen 
von «#, und durch zweimalige Differentiation der Logarithmen 
von (6) ergibt sich noch [nach (3) und $ 34, (2)]: 

(N (0) + 6(0) + (0) — 0. 

Die Ausdrücke (4), (6) lassen auf den ersten Blick eine 
wichtige Eigenschaft der 6-Funktionen erkennen, daß nämlich 
Ög0, Ogı, I, nur von den Verhältnissen u:@,:@, abhängen, 
während bei 6 dasselbe, abgesehen von dem Faktor o,, gilt. Es 
sind also 6, 690; 6gı, 6. homogene Funktionen der drei 
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Variablen «, ®,, ®, erstere von der ersten, die drei anderen von 
der nullten Ordnung, oder, in Zeichen, wenn 4 einen willkür- 
lichen Faktor bedeutet: | 

(Au, A0, A@,) —= A6(u, @,, ©), 
Oo (Attı, AR, AR) — Opp(t, @1, @5), 
O9, (Attı, AQ], AR,) — 6g (ll, ©, ©); 
60 (At, An, 10) = 6 (tl, @,, ©). 


(8) 


$ 38. Lineare Transformationen der Funktion n(®). 


Die Formeln (3), $ 37 führen zur linearen Transformation 
der Funktion n(»o). Wird nämlich 





(1) (0, 0) = (4 5) (01 0) 
gesetzt, so geht (n,, 75) über in 
(2) (N, 72) = * y Mr 92) 
[8 35, (14)] und o = o,:0o, in 

ER 0 
(8) oe 


Nun folgt aus (2) mit Rücksicht auf (3) des vorigen Para- 
graphen: 


2nı dlogn(o) 2rio, dlogn(w) miß 
N1 Ze ze D ' 2; = De, Pr ee I en 
[my do or do 0, 
2rio, dlogn(o) mi 2rio; dlogn(o) mid 
MT Va Tag Ts Tale oe 2; 
1 1 1 3: 


und diese beiden Relationen geben übereinstimmend 
AN BIINEE) ELLIEUCH EN Ele 





07 do’ or Toldo 20,01 ’ 
oder endlich, da nach oe 
ah (& Er ordo — @,de, 
dlogn(o') _ er u a ae 
do 2(« + Bo) 
Hieraus folgt durch en 
do — 
(4) (22) = 1a + Bo no), 


worin & eine von @ unabhängige, also nur von den Zahlen «, ß, 
y, ö6 abhängige Größe ist. 
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Die genaue Bestimmung dieser Konstanten &, namentlich 
auch mit Rücksicht auf das Vorzeichen ist ein bekanntes wichtiges 
Problem, das eigentümliche Schwierigkeiten bietet, dessen Lösung 
aber für uns unerläßlich ist. Lösungen haben auf verschiedenen 
Wegen Hermite!) und Dedekind?), neuerdings auch Mertens 
und Scheibner3) gegeben. Wir wollen hier einen Weg gehen, 
der den Vorzug großer Einfachheit hat, dafür freilich nicht eine 
Ableitung, sondern nur einen Beweis der fertigen Formel enthält. 

Für zwei spezielle Fälle haben wir schon früher [8 34, (4), (5)] 
diese Bestimmung ausgeführt und auf dies Ergebnis werden wir 
uns hier stützen. Es sind die Formeln: 


(5) no H+U) = E ?y(o) e 
und 


(6) (-) = \=ionß), 


worin Y— io mit positivem reellem Teil zu nehmen ist. 
Wir setzen nun 


n (£ +0 =) 
(7) o—+ Bo = 0), 
n(@) 
und haben den Wert dieses Symbols zu bestimmen. Nach (5), 
.(6), (7) haben wir: 


—0%, —ß ; 0% ß 
(8) EI, po)=El)yno), 
10 ie 
(9) En aa 
1, 0 ir ee 
(10) ED) ei 2, 


a1) B(ı m o) pain: 


) Liouvilles Journal, Ser. II, T.III, 1858. Oeuvres de Charles Her- 
mite, p. 497. 
2) Erläuterungen zu Nr. XXVIII von Riemanns Werken, zweite Auf- 
lage und „Über die elliptischen Modulfunktionen“, Crelles Journal, Bd. 83, 
S.265. Vgl. auch des Verfassers Abhandlung „Zur Theorie der elliptischen 
Funktionen“, Acta Mathematica, Bd.6, S. 341 ff. 
®) Mertens, Zur linearen Transformation der $-Reihen, Transaetions 
of the American mathematical society. July 1901. — Scheibner, Zur 
linearen Transformation der Theta-Funktioren und elliptischen Modulfunk- 
tionen, Berichte der Sächs. Gesellschaft der Wissenschaften. Oktober 1906. 
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Wir betrachten jetzt zwei Substitutionen und die aus beiden 
zusammengesetzte, also: 


Bi Dee er P ® ,) 
en In ) y, Ö 
y-+ do 


+ Bo’ 
so ergibt sich aus der Definition (7): 


(12) Ei, Eu: an (ii ; na)2(# 5.0), 


und davon zwei besondere Fälle, indem man 


N 


setzt und an Stelle von «', ß’, y', 6’ wieder «, ß, y, 6 schreibt, also 
e, B" ‚GE “ a ß, ‚) te; & R 
(vr 3") 7 Y ei Ö, 0) ws .); 

(13) Gear a o+1), 


Ist dann 
o' — 


Pe ul 
Bi  Eine(eR,Z1) 
a) EI, HE. 


Es hat sich nun in $ 30 gezeigt, daß sich alle linearen Trans- 
formationen durch wiederholte Anwendung der beiden Fundamental- 


und ihrer inversen Transformationen zusammensetzen lassen, und 
daraus folgt auf Grund von (12), daß durch die Formeln (8) 
bis (14) das Symbol E vollständig definiert ist. 

Wenn wir also einen diesen Bedingungen genügenden Aus- 
druck kennen, so muß dieser mit E übereinstimmen. Um einen 
solchen aufzustellen, unterscheiden wir zwei Fälle. Da «, ß 
relative Primzahlen sind, so ist eine von ihnen sicher ungerade. 
Wir setzen: 


& EL, und positiv: 
—1 zi 


= )i 5 er 1)Bl] Ya Bo): 


B ung 2 und positiv: 


a ri 


(#8 en RO) ie ey] Yi@-+-ßo), 





er 3 


.) - 
(15) r 
2(,5 0) = 
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wozu noch folgendes zu bemerken ist: Die Wurzeln J& + Bo, 


y—i(@«-+ Bo) sind mit positivem reellem Teil zu nehmen. 
Daß eine von ihnen rein imaginär sei, ist durch die Annahme, 
daß © einen positiven imaginären Teil hat und « bzw. ß positiv 
sei, ausgeschlossen, denn danach kann &« + Bo oder —i(« + Bo) 
nicht reell und negativ sein; (2) und =) ist das Legendre- 
Jacobische Symbol aus der Theorie der quadratischen Reste, 
mit der Erweiterung, dab (£) und (7) — 1 sein sol. Wenn 
im ersten Falle « oder im zweiten ß negativ ist, so müssen rechts 
die sämtlichen Vorzeichen von «, ß, y, ö umgekehrt werden. Wenn 
sowohl « als ß ungerade sind, so kann sowohl (15), 1. als (15), 2. 
angewandt werden, und beides ergibt, wie man leicht auf Grund 
des Reziprozitätsgesetzes der quadratischen Reste nachweist, das- 
selbe Resultat. Es ist nämlich, wenn « und ß ungerade sind, 
© positiv angenommen wird, und das obere oder untere Zeichen 
gilt, je nachdem ß positiv oder negativ ist: 


2a te 
ar ” j 


— At 
| YFi@+ Bo) = e" * Ya + Ba 
und die Identität von (15), 1., 2. ergibt sich dann aus den Kon- 
gruenzen 


—350.ß + Pla +09) — (B?—1)auy = &(y — PB) — (#2 —1)P0 (mod 24), 
oy aß = ßÖ (mod), 
von denen die zweite, wenn « und ß beide nicht durch 3 teilbar, 
also © = ß? = 1 (mod) sind, auch für den Modul 24 besteht. : 
Daß durch (15) die Formeln (8) bis (11) befriedigt sind, ist 
unmittelbar einzusehen, und es bleibt noch zu zeigen, daß (13) 
und (14) erfüllt sind. Wir beginnen mit (14), wobei angenommen 
werden kann, daß « ungerade (und positiv) sei; denn vertauscht 
man in (14) © mit — 1:o, so vertauschen sich & und — ß, und 
diese können nicht beide gerade sein. 
Es ist 





ı=00 Va— 2 = TR Foo); 


denn setzen wir für den Augenblick 
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—io —= reP, u — Bi ug ins 
[n) 
—1(—ßB +00) = roeWtW, 

so ist, da die reellen Teile von — io, —ı(— ß +») positiv sind, 

7 7 7 Bf 

> an u un en, ae en 
ee wie vr 
Y—-io — Yre?, Ve—? —— — — Yo e?, 


und der reelle Teil von 








i(P+%Y) 


8 Ya = Veh Fee ee 
positiv. Demnach ergibt sich aus (15), 1 
Y—io —iaE() 2. —) 


[69] 


% ( ri ler PM — (a? — em rer 


0 


Dieselbe Formel aber erhält man, da (=) al) (2), 


aus (15), 2. für 
— P, 0% 
Ei Ö, y’ 0), 


und damit ist (14) bewiesen. 
Es bleibt noch die Formel (13). Es genügt, die oberen 
Zeichen allein zu berücksichtigen, also die Formel 


tee) 
zu beweisen, da der andere Fall durch Vertauschung von «, y, ® 
mit «—+ß, 9 —+ 6, oo —-1 auf diesen zurückkommt. Ist zunächst 
-ß ungerade (und positiv), so ergibt sich (13) aus (15), 2. auf 
Grund der Kongruenz 


(B— 1) —Br—ud—B) = — B(B—1)(2y+ 8) = 0 (mod 24). 
Ist ß gerade, so ist « ungerade. Nehmen wir « positiv, so 

kann & 4 ß positiv oder negativ sein. Gelten im ersten Falle die: 

oberen, im zweiten die unteren Zeichen, so ergibt uns (15), 1 


Ar, »o+i) 


(16) BR 
a) vor = [+ a(y—B)—(a2—1) 80] 





Y@«+ß+ Bo, 
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© + B,B 
(17) E(, 0 o) 
+ß 2 uet+n +) +I-9)—[a+ 92-180) #1 Er EEE 
=(Fam)' 2 VY+(«+ß-+-Bßo). 


Nun ist, wenn die unteren Zeichen gelten, ß negativ, und 


wenn also 
— (a ++ Bo) = rein 
i@+ß-+ Bo) = re 07) 

gesetzt wird, so liegt + und = E= - zwischen 5 und +5, und 


daraus folgt, daß wir zu setzen haben: 


-@+B+ßo)=ifyatBßtßn, 


ferner nach dem Reziprozitätsgesetz der quadratischen Reste: 


rue 


a) =enrcy (&), 


und daraus folgt die Übereinstimmung der beiden Ausdrücke 
(16), (17) und mithin die Richtigkeit der Formel (13) nach der 
Kongruenz 


BB —2y + ßB—9-+ B2ö + 2uP0) = 0 (mod 24), 
die sich, da ß gerade vorausgesetzt ist, aus «0 — By —= 1 ergibt. 
Somit sind also die Formeln (15) als richtig erwiesen. 


!) Nach dem Reziprozitätsgesetz ist, wenn f = +2*8' oesetzt und p’ 
ungerade und positiv angenommen wird, wenn «-+- 8 positiv ist 


(+? —-HB’—1) 


(- 5) (er We ee 
(2) = ee 


er 


Ist A > 2, so sind diese beiden Werte einander gleich, ist A — 1, so 
@+1 
unterscheiden sie sich durch den Faktor (—1) 2 , ın Übereinstimmung 
mit der ersten der obigen Formeln. Die Richtigkeit der zweiten Formel 
ergibt sich, wenn «+ ß negativ ist, aus 





: & (e+P-D—1) 
ee, («+ En en) (3) il > 
ST 


Weber, Algebra. III. 9 
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Setzen wir 
18 A, © — ea + Bo 
(18) „0 ®) = :Va-+ Ba, 
so ist & eine 24ste Einheitswurzel, deren Produkt mit Ya + Bo 
durch (15) vollständig bestimmt ist, und es ergibt sich die Trans- 
formation der n-Funktion 





| d@ u 
(19) (5) = 2la + Bo no) 
Für &!2 findet man 
(20) ei? — (— 1jePrrIrBY. 


$ 39. Lineare Transformation der #-Funktionen. 


Die Transformationsformeln der #-Funktionen sind Folgen 
der Grundeigenschaften der 6-Funktion, durch die Substitution 


(a 03) = (1, 5)0o a 


ungeändert zu bleiben. Aus $ 37, (4) ergibt sich hiernach, wenn 


© 


man ®,, @,, 7, durch @,, @5, nı ersetzt: 


N tu? Yu? ' 
A u o ; u @9 
ae Io =) ER ZN ) 





SEE) BBERT, 
0ı @ı 


’ 


941 (0, 22) 9 (0, 2.) 
9] 0] 
oder, weil nach $ 35, (10), (13), (14) 
(1) RE N re N10@, en geh N zip 


9] @ 0,0 


0, 0 0, 0 


ist, wenn wir: 


vv —, '0—=-—, 

(2) © 0] 
AIRES ANGE v EEE Ku 1 6 m rk 
0  0%&- Bo’ 1 -+Bßo 


setzen: | 
Dr (0,0) en lv, 0) 
9:(0,0) «+ Po 8,(0,0) 
Es ist ferner 
911(0,0) — 27n(0)}, 91(0, 0) = 2xn(@')3, 
woraus nach $ 38, (19): 


ae eu 
91(0,0) = 8 Ya + Bo 9,,(0, ), 
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und daraus endlich: | 
(3) etw, (lv, 0) = 8 ya + Bo9,, (v, ©). 

Die Transformationsformeln der drei übrigen Funktionen 
Foo Por, 910 Sind verschieden in den sechs Klassen des $ 36 und 
können aus den Formeln (5), $ 36 in derselben Weise hergeleitet 
werden. Man kann die sechs Fälle aber auch in ein einziges 
Formelsystem zusammenfassen, das man aus (3) erhält, wenn 
man v ersetzt durch 


a a Re Zu ER 


also v’ durch 
v' er H v' A... o ae 
DE 2 9 Bern; 6 I 
und dann auf der rechten und linken Seite von (3) die Formeln 
(2), (3), (8) des $ 21 anwendet. So kommt: 
EEE (US @') 
(4) __ riaß 
— de * syat Bodızs 1-2 (d, ©), 
Dan av 0.) 
(5) in et 
— le + 3 yo + Bosır9,1_,(%, ©), 


e- iBvv Doo (v, @') 


(6) ri 
-T (aß+7)) _ — —— 

ie KEE: 4 Ptr g3 yo + Bodı+3+3, es, ©). 

Die vierten Potenzen dieser Funktionen lassen sich einfacher 
ausdrücken durch 
(T) etrirwd ,@W,o) = (—1)eertnri+rr(a + Bo)29%,,g,(v), 
worin in den sechs Klassen die zu den Charakteristiken 
(91, 92) — (00), (01), (10) gehörigen Charakteristiken (gi, 9) aus 
der letzten Kolumne der Tabelle in $ 36 zu entnehmen sind. 

Eine einfachere Transformationsformel erhält man aus den 


6-Funktionen für das Produkt der drei 9-Funktionen (4), (5), (6). 
Es ıst nämlich, wenn man das Produkt der drei Funktionen 


$ 37, (6) bildet: 
go (tt) Oy1 (tt) 61, (%) 


3,u2 Doo u >) Doı (Z, —)dol—, — 
Ser 9, 0 0, 0] 0, 0®, 


Zu 0 
Pop Yoı Pıo 
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eine Funktion, die nach $ 36 bei linearer Transformation völlig 
ungeändert bleibt. Macht man noch Gebrauch von der Relation (2): 


10, — 9 = —miß, 
so folgt 
Id, @) 91 (vd, @) 9,0 (d, ©) 
(8) oo Voı Vo 


—_ gszißen Fald) @) Par (d, ©) old), @) 
390 (0, 0’) 91 (0, 0’) 8,9 (0, @’) ’ 


worin man noch nach (19) des vorigen Paragraphen 
8 
9900, @') 91 (0, @)8,0(0, @') = € Ya + Po Do do Yıo 
setzen kann. 
Wir ziehen aber aus (8) einen anderen Schluß: Setzt man 


nämlich 
SR LLETE TE PERNLNGEanR 
N N 


ee 
2 





und nimmt das Produkt für =1,2, ---, Ir so ergibt sich 


mittels der bekannten Relation (Bd. I, $ 11) 


h el 
>) 2 u 
= n ae 


2 








1, 


wenn man auf der rechten Seite von (8) die Formel (23), $ 32 
anwendet: 


(9) DEE nr se ( (@ = Ba), = & (o + Ba), 5, (@ er Be) 


2 

zin?—1 n—1l n—1 n—1 
EL arWB- n AHA) H—=-a=mgi Ga, do. 
— 00 01 01 - 





worin nun «, ß irgend ein Paar relativer Primzahlen sein kann. 


$ 40. Lineare Transformation der Funktionen 
fo), fı(@), f2(@). 
Die Formeln für die lineare Transformation der f-Funktionen 


sind nach $ 34, (9) eine einfache Folge der Transformation der 
n-Funktion. 


Setzen wir in der linearen Transformation 


(685) 
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zunächst 8 als gerade und folglich «, 6 als ungerade voraus, 
so ist 


® ae) =) a): 
aa y+öo _2y-+ 6.20 


SEE F® > &+1B.20 
Es ist aber nach $ 34, (9): 


und wenn wir also die Substitution 


WE I@ 
'a+ßo “ 
machen, so ergibt sich, mit Benutzung der Bezeichnung des $ 38 
%;P 
(2) (I = 7) = ae Ena?e), 
& + ß E h N, 0) 


Hier sind die E-Funktionen nach $ 38, (15), 1. zu bestimmen, 
woraus sich ergibt: 


29,6 A ae »&) 
E(" 5,0 NE 
„0° " 
Es ist aber — — ® — ! und 


a a made) 
= u(y — B) — (a2 — 1)B8 (mod), 


und wenn wir also zur Abkürzung 
(3) 0 — er Werde np 9] 
setzen, so ergibt sich aus (2): 
eo —)ee zear+n „= Ä 

oa Aa) (z)ee fr(o), B = 0 (mod), 

In derselben Weise lassen sich alle anderen Formeln dieser 
Art herleiten; man erhält sie aber einfacher aus (4) selbst mit 
Benutzung der Fundamentaltransformationen $ 34, (13), (14), (15). 
So ergibt sich, wenn man in (4) ® durch — 1:0» ersetzt und 
dann &, ß, y, 6 mit ß, —a, d, —y vertauscht (wodurch e un- 
geändert bleibt): 
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5) fa (Le) = (z)ee um (0), © = 0 (mod2), 


und ersetzt man hierin @ durch © + 3 und 9, & durch » — 30, 
© — 32,80 Holeb 


a = er RO, a = 0 (mod?) 


Setzt man in (4), (5), (6) 
(ee) = HS 750) 


und vertauscht dann «, ß, y, ö mit —Y, —6, o, ß, so ergibt sich 


Dee) = (A) Te 8 = 0 (mod), 


“+ P y 
(8) — (5) 0 relshe! N yerie): 
3 ri 
(9) BE a la neh: 
Aus (9) und (6) erhält man, indem man ® durch Bez 


und dann «, ß, 9, 6 durch 6, — ß, —y, & ersetzt: 


er 


Y —- a) 00 ab 
11 ( Zu —0d = (0 (mod?2), 
a fi a AO: (mod 2) 
und wenn man endlich in (10) © durch © — 9 und 9, & durch 
y— 90,  — IP ersetzt: 

Ye Sad) ( 2 ). DR e-Metptr—d 
a) Heel: 

BP Nm 


!) Die von Hermite (Sur la theorie des equations modulaires, Paris 
1859) eingeführten Funktionen y(w), ı(w), (©) hängen mit den Funktionen 
f(»), fi(®), fe(®) durch die Gleichungen 

TE 


fo) = fo = VE. ho) = Va En 





f(o), 








2 

x(w) 
zusammen. Die Transformationsformeln der f-Funktionen lassen sich mit 
Benutzung der Relation I — ßy = 1 auf mannigfaltige Weise umgestalten. 
So sind die von Hermite a.a.O. angegebenen Formeln nicht ohne weiteres 
mit den unserigen als identisch zu erkennen. Eine einfache Rechnung zeigt 
aber ihre Übereinstimmung. Die oben gegebenen Formeln haben den Vorzug, 
daß sie, ohne an Einfachheit zu verlieren, je zwei der sechs Transformations- 
klassen in einen Ausdruck zusammenfassen. 
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Die elliptischen Funktionen. 


$ 41. Zusammenhang der ®-Funktionen mit den elliptischen 
Integralen. 2 


Nach $ 21 bestehen zwischen den Quadraten der vier 9-Funk- 
tionen zwei voneinander unabhängige lineare Gleichungen, und 
man kann also zwei von diesen Quadraten durch die beiden 
anderen oder auch alle vier durch zwei unabhängige Variable & 
ausdrücken. Indem wir das letztere tun, bezeichnen wir mit 
& Yısakor Nass; 5,01. Konstanten. und setzen, ‚indem ; wir 
an die Bezeichnungsweise Bd. I, $ 67 anknüpfen: 

9%) = dm — na = (Em), 
a) Hu) = Em — na — (En) 
(u) = En — nd = (ins), 
Le ne], 

Zwischen den Konstanten &;, n; und den Werten 9%, Pro: Poo 
bestehen vier Relationen, die sich aus den Gleichungen (13) des 821 
herleiten lassen. Diese Gleichungen können wir nach der Be- 
zeichnung (1) in der Form schreiben: 


(8 ns) > (8 N) En (& No) 92,5, 


2 

= En) = En), — Em), 

Man kann diesen Relationen, indem man in (2) &,n = &, 7 
und —= &,, n, setzt, die Form geben: 


(8,3) un =— (&, ENGER 
(893) 2 — (& 91) NE 


3 £ h 
(3) En) la) 
(En) lem) 
wozu man noch fügen kann, indm man m 2), 7 = &,M 


setzt und (3) und $ 21, (14) benutzt: 
(4) (8.23) = (&amı). 
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Aus (3) und (4) folgt für die Doppelverhältnisse: 


(82 N3) (81 N4) = 90 
0) Gm) Br’ 
(6) (81 N2) (&3 4) u 91 


(Eins) (En) 9 


Wenn wir nun zwei der Gleichungen (1), etwa die beiden 
ersten, differentiieren, so folgt: 


291 (u) Palau) du — mds — Sun =, dE), 
29, (u)dulu)du = ndE — &dn = (mdi), 


und daraus mit Benutzung von (1) 


2 991 (u) Pı1 (u) [961 (u) Hrı la) — Pr (u) Por (u)] du 
— (m dE)9, (u) — (md) 9, (u) 
— (mdd)(En) — (mdi)(En) = (&m)(Edn). 


Den letzten Ausdruck kann man ohne Rechnung dadurch 
ableiten, daß man den vorletzten als lineare Funktion von d&,dn 
betrachtet, die für d&:dn —= &E:n verschwindet und daher durch 
(£dn) teilbar ist. Den Quotienten (&,n,) erhält man, wenn man 
d&:dn — &,:n, setzt. Mit Benutzung von $ 23, (6) erhält man 
dann 


(7) 279, do (u) I (U) dr (u) dor (u)du —= (Ein) (Edn). 
Führt man hierin nach (3) (erste und letzte Formel) 


(8) (En) 9% — VEıns) (Em) 9%, 
ein, und setzt für die 9-Funktionen die Ausdrücke (1), so folgt 
schließlich 


(9) 279,du = NEn)En)Ean 
| V@ n1) (82) (83) (804) 


wodurch du als elliptisches Differential erster Gattung 
in homogenen Variablen [S 1, (5)] dargestellt ist. 

Es ist durch (1) das Verhältnis &:n als doppeltperiodische 
Funktion von « bestimmt. Desgleichen sind aber auch die 
Verhältnisse der Quadratwurzeln 


(10) VEm) Yen) Ver)  VlEm) 

als eindeutige doppeltperiodische Funktionen erklärt, und das 
Vorzeichen der Quadratwurzeln in (9) ist hierdurch und durch 
(8) ebenfalls eindeutig bestimmt. | 





$ 42. Jacobis elliptische Funktionen. ET 


Ist © der Modul der #-Funktionen, so gehören, wie sich 
nach (1) aus dem Verschwinden der vier #-Funktionen ergibt, 
die folgenden Werte zusammen: 


N 
PR) 


: N35 


We 


(11) u 





ans 
= &s 
n=$ 
N &, 


VE ke 


$ 42. Jacobis elliptische Funktionen. 


Da man die Variablen &, n mittels einer linearen Substitution, 
in der vier Koeffizienten disponibel sind, durch zwei neue Variable 
ersetzen kann, so kann man vier von der Größe &, ; oder drei 
von ihren Verhältnissen beliebige Werte erteilen, ohne die All- 
gemeinheit zu beeinträchtigen. 

Wir wollen setzen 


(1) a, m, & = N 
und führen noch #2, #'2, & durch die Gleichungen an: 


(2) N NN a = |. 


Aus $ 41, (3), (5), (6) ergibt sich dann 








(3) ni 


und aus (1), (9), $ 41 findet sich: 
Foo Hl) _ 
ode) Vs 
Do Friolu) __ 
4 Br 10 Bi ara BR? 
S do Por (tt) a : 
Por 90 (1) 
Don Por (U) 
& 


(5) 279,U =| 








—- yı — ıa2L. 
LE 
KEAa-HU—ed 


worin der Integrationsweg ae die Bedeutung der Wurzelzeichen 
durch die Formeln (4) selbst bestimmt ist, wenn der Übergang 
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von O0 zu « in der «-Ebene gegeben ist. Es darf aber dann 
auch der Integrationsweg in (5) geändert werden, wenn dabei nur 


keiner der singulären Punkte », 1, - überschritten wird. 


Die Gleichung (5) läßt sich in folgenden drei Formen 
schreiben: 


ays — 29%, VA—H)A—art)du, 
(6) N a Na: 

dyl— m —= —a9,n VL — Hdu. 

Führen wir eine neue Variable v ein durch die Gleichung 
(9) alu=n 
so werden die Gleichungen (5), (6): 
1[ dg 
8 U —= la —: 
= Eu -9ı—en 
days — led, 

(9) day za oe Veen 


a LE 


und nun betrachten wir die drei Größen Y =», yl —& = y, 
yl— »#2&—= z durch (4) und (7) als Funktionen der Variablen v 
definiert. Nach (4) sind es eindeutige, doppeltperiodische 
und, abgesehen von einzelnen Punkten, in denen sie unendlich 
werden, stetige Funktionen von v. Sie werden nach Jacobi 
sinus amplitudinis, cosinus amplitudinis, / amplitudinis von © 
genannt und mit sinamv, cosamv, Jamv bezeichnet. Wir wollen 
uns hier der schon in $ 14 erwähnten kürzeren Gudermann- 
schen Bezeichnung sn, en®, dn®v bedienen, wonach 


u 





— «sn ()) 
91 (U) \ 
%0(u) x 
10 2e a 
(1) ei) = Yen, 
Foo lt) NE: 





Me 
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Diese Funktionen genügen nach (9) den Differentialgleichungen 
MT 


—— y& 
7 Yr 


(11) = —, 
dz 
dv 

und den Nebenbedingungen: 

(12) Sale he IR re 


Es bestehen zwischen ihnen die Relationen 


=? —#?7Y, 


(13) PY—=1— 2, Br ee 


Aus den Fundamentaleigenschaften der 9-Funktionen ergeben 
sich die ersten Eigenschaften der elliptischen Funktionen: 


snv = —sn(—vV, cnv = eon(—v), dnv = dn(—v), 


d. h. snv ist eine ungerade, cn», dnv sind gerade Funktionen. 
Setzen wir noch 


(14) ae Rh, 70,0 ua, 
und folglich 








(15) 92, —= 2WK zo. — 2uK nr en 
01 ’ 10 ’ € 
so erhält v die Werte X, :K’, K-+-iK', wenn u — 4 5 . == E& 


wird, und es folgt aus (4) mit Rücksicht auf (3) und $ 21, (10): 
NE AIR 


(16) ER R 
unK=», du(K+iR)—0, 


SIEZLIC, cuuk'. dniKk2 20 
Nun lassen sich X, K’ vermittelst (8) durch bestimmte 
Integrale ausdrücken, und man erhält, wenn man v von einem 


Eckpunkte des Parallelogramms 0, X, K — iK', iK' bis zum 
folgenden längs der Peripherie verschiebt, also « längs 


] Dee @ 
2% Da 2 





0, 
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1 al 
K=- 
si nennen 
1 dd 
18 iK'! — — | et — — , 
ee Aber; 
18T de 
19 a Er ag 
a | ya=9a- =D) 
1 dE 
20 ie eh Te edel are 
2) alıyen oa 


Die Werte von v&, yı — 8, V 1 — x2& sind bei diesen Inte- 
grationen durch die Formeln (4) bestimmt. Wenn aber ® rein 
imaginär und infolgedessen «2 ein positiver echter Bruch und 
K, K' reell und positiv sind, so sind die Wege für v der reellen 
und imaginären Achse parallel, und mit Rücksicht auf die Be- 
merkungen am Schluß des $ 25 zeigen die Formeln (4) folgendes: 


In (17) sind Ve, Y1—8,.Y1—x2& reell und positiv, 
” (18) » Y& iyl iR yı Er Senn „ ” 
„ (19) 5 iyl 2 iyı ru „ ” 
) (20) „ —iY$, er Vl—aR5 


” ” ” 


und Y& hat auf keinem der Integrationswege ein Maximum oder 
Minimum. Es können daher K, K’ durch die vier folgenden 
reellen Integrale mit positiver Quadratwurzel erklärt werden: 


{eo} 


ER MN BAEN 5 5 
re = meer 


1 
x 


rl a 
NY Br 
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' 843. Die Jacobischen Funktionen ®(v), H(v). 


Wenn man die #-Funktionen der Variablen « als Funktionen 
von v betrachtet, so erhält man die Jacobischen ®-Funktionen. 
Wir setzen 


7) 
da (ar 0) = 0), 


9 (sr o) E+Hm. 


Es sind dann ®(v), H(v) als Funktionen t(v, 2K, 2K’) zu be- 
zeichnen, und nach $ 25 ist “ 


(1) 

















Ok) = 1 — 29 008 T- + 2g4 cos E" — 29° cos = EP 
(2) 
3 2 0M I sdV 25 , dv 
Hieı,— 2 g* sin — 2° sin 5K —+ 2q# sin ee 
et 
ae. 
Nach $ 21 (8) ist 
nn 
(3) Ho) = —ie # 9w+ik), 
zK! . ziv 
- —— + 
Bl) = —ie. ' °° Bw-tiK)). 
Ferner: 
v 
9 („x o) — O9 w@-+K), 
(4) 


du (a 0) SHARON 


wonach, mittels der Formeln (3), (10), (15) des vorigen Para- 
graphen und (5), S 23: 
nl) a rl 
Yr Er O(K)' Y* my 9(K)' 
II 2 K 2xK 
9 em = X, o=-YE, am =“, 
Pr OO) HK 
RE), ae 
endlich die Darstellung der elliptischen Funktionen: 
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Ho) 





Br Yxsnv, 
(6) a is V: en v 
ovw-+K) n R 
O(v) Vr' 


Die Funktionen ©, H haben, wie aus (3) leicht folgt, die 
durch die folgenden Gleichungen ausgedrückte Periodizität: 
0(w—+2nK) = ®l(v), 
(7) n?zKE!_ nrinv 
9(v + 2niK')) = (—1)re # Ele), 
H(ow-+2nK) = (-1)”"Hf), 
(8) neue rinv 
H(vw—+ 2niK') = (—1jre #& SEHD). 
Es ist bisweilen nützlich, die Gleichungen (3), (7), (8) 
folgendermaßen zusammenzufassen: 


n2rriK'’ zrinv 


(9) Dow+nik)—=iwe* £ 2E ln), 
worin, wenn n gerade, ® und %# beide gleich © oder beide 
gleich HZ, wenn n ungerade, ® = 9, ?”—=-NHodr © =NH, 
Y — ©® zu setzen ist. 
Aus $ 22 (2), (4) ergeben sich die Additionsformeln: 
(10 92(0)9(u +v)O(u — v) = 92(u) 9(v) — H?(u) H?(v), 
) 8:0) H(u + v) Hu — v) = H2(u)@2(w) — 92(u) H(w), 
wofür man auch schreiben kann: 
(1) 92(0)O(u + v)O(u — v) = 92(u) 92(v) (1 — x’sn?usn?v), 
92(0) H(u + v) Hu — v) = 92(u) ®2%(v)# (sn?u — sn?v). 
Wir gehen nun dazu über, die Sätze über die #-Funktionen 
auf die elliptischen Funktionen zu übertragen und beginnen mit 
dem Additionstheorem. 





$S 44. Additionstheorem der elliptischen Funktionen. 


Aus den vier #-Funktionen lassen sich im ganzen zwölf 
Quotienten bilden, die nach 8 42 durch elliptische Funktionen 
ausdrückbar sind. Bildet man diese Quotienten für das Argument 
%-—- v, so kann man diese nach $ 22 durch 9-Funktionen von u 
und von v einzeln, also auch durch die entsprechenden ellipti- 
schen Funktionen darstellen, und zwar immer so, daß der Nenner 
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nur Quadrate von ® enthält, also rational durch sn?u, sn?» aus- 
gedrückt wird. Nehmen wir, um ein Beispiel durchzuführen, die 
Formel (5), $ 22, und ren sie einmal durch (1) und dann 
durch (4) ie wir das erste Mal in (5) vo in — vo verwandeln), 


so folgt: | 
Dyı Yo 9, (u + v) 


Mo Poolu + 0) 
Paola) Brı (u) or (B) Prod) + Por 2 ol) do ld) Pu N 
ae uw) + 9 U) ) 
90 Poolt + %) 
do lu + v) 
has dolu) dr co: 91 (v) 900) — Bor (U) Bro (u) Foo (v) Pyı 2, 
11 (9) 9, (Ww) — 9, (u) 9, (W) 
und wenn man «, v ersetzt durch «:2 A, v:2K, so kann man 
nach $ 42 (10) alles durch elliptische Funktionen ausdrücken. 
Man erhält so _ 


sn (u + v) 





(1 _ dnusnucnv + dnvsnven«u 
) dn(u +) dn2udn?v + #2x2sn2usn?v’ 
dn(w + v) __ dnusnucnv — dnvsnvenu 


sn?u — sn?v 


a ICE 
Auf demselben Wege erhält man aus den Formeln (6), (3), 
(4); (7), (2), (4); 8), 2), 8); (9), 1), (2); (10), (1), (8) des $ 22: 
sn) 


enusnudnv» 4 cnvsnvdnw 


ei m nn 

© en(u + v) cn?2u en?» — «’?sn2usn?v 
4 cen(u +v) _ enusnudnv — cnvsnvdnu 
(4) sn(w tv) sn? u — sn2V 


sn(u + v) = 


snucnvdnv» — snvcnudnu 


l — x2sn?usn2v : 
6 1 3 snucnvdnv» — snvenudnu“ 
(6) snuwtv) sn?u — sn?v 
enuenv — snusnvdnudnv 
(7) cn (Uri) 1 — x?sn?u sn?v h 
8 1 __ enwenv + snusnvdnudnv 
(&) en(w—v)  cn?wcn?v — «’?sn?usn?v 
dnudnv — x#2snusSnvcnucnv 
(9) dn(u + v) — 1 — x2sn?usn?2v a 


144 Vierter Absehnitt. S 44. 


” 1 _  dnadnv + x?snusnvcenucenv 
en dn(w +v)  dn2udn2v — x2w?sn2usn?v ' 
dn(u + v) dnadnvocnucnv + »’2snusnv 
a) un LP En a 
en(u + v) cn?24 cn?v — x?sn?u sn?v 
12) en(w + v) _ dnudnvenuenv — #?snusnv 
( dn(ua +-v)  dn2udn?v + #?x’2sn?u sn?v 


Man kann noch mannigfache andere Formeln auf dieselbe 
Weise herleiten, unter denen wir die folgenden drei anführen, die 
sich durch Division von $ 22 (4), (3), (1) durch (2) ergeben. 


sn?u — sn?v 
13) sn (u v)san(uU — vd) = —— 
( ) ( —+ ) ( ) 1 — #2ns?usn?2v’ 
en?u en?v — x’2sn?u sn?v 
l — x2sn?usn?v 


(14) en(w + v)en(u —v) = 


e) 


_ dn?2wdn?v + x2x’2sn2usn2v 
(15) dn(u 4 v) dn(u — vo) = Se ern 
Die wichtigsten unter diesen Formeln sind (5), (7), (9), aus 
denen sich, wenn auch durch weitläufige Rechnungen, die übrigen 
alle herleiten lassen. Der Übersicht halber setzen wir sie noch 
einmal her: 
sn#scnvdnv + snvcnudnu 


ın(u +9) = 1 — x?sn?u sn?v ; 
enuw cnv — snusnvdnudnv 
(16) en (u 4 v) = 1 — x2sn?u sn?v , 
dn“wdnv — #?2snusnvenucen®v 
d a en u EEE ET Eze 
_ Au 2) l — #?sn?usn?v 


Indem man je zwei dieser Gleichungen kombiniert, kann man 
ihnen unter anderen die Formen geben: 


en (u + v)dnudnv — dn(u + v)enucnv = — «?2snusnv 
(17) dn(u + v)snu cnv — sn (u 4 v)dnu — —cnusnv, 
sn (u + v)enu — en(u 4 v)snudnv = dnusne, 


en (u — v)enu — sn (u — v)snudnv — cene. 


Wir wenden die Formeln (16) zunächst an zur Feststellung 
der Periodizität der elliptischen Funktionen, die sich natürlich 
auch aus $ 21 herleiten läßt. Setzt man n (16) v—=+K, 
v= K-+iK, so folgt aus $ 42 (16): 
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SeLH- im. 
go OR 
dn(u + K) — —_ 
sn(u+ K-+iK) = - nt 
ee 
= aut KriK)— = er , 
da + K+iK) = —— 


und wenn man in (19) w in « — K verwandelt: “ 











Hersäh bihl 
ae a x snu’ 
es ‘ dnu 
(20) can(u—+iK) = Er, 
dnw HiK) = —i nn 
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Die Formeln (20) zeigen, daß die drei Funktionen sna, en, 
dn« für = :K’ unendlich werden. Bildet man die Quotienten 


je zweier von ihnen, so folgt: 





| SDU __ 
ecnu 
(21) für UN === ıK'. 
sn u 
lım =) 
dn 


Mit Hilfe der Relationen (18), (19), (20) kann man aus jeder 
Additionsformel drei andere ableiten, indem man u durch u + K, 
wu K-+iK', uw-iK' ersetzt, also die Vertauschungen macht, 


die in folgender Tabelle zusammengestellt sind: 











sn“, cn“, dna, 
cn%u —+'snu %' 
dnu ’ dnu dnu’ 
1 dna wx' in’ snu 
% enw’ %“CnU ’ en“ 
1 —tdnu —senu 
ASnU ’ ASnU " Dan 


Weber, Algebra. III. 10 
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und dieselben Vertauschungen auch auf sn(w tv), en(u + v), 
dn (uw + v) anwendet. So ergeben sich z. B. die zwölf Formeln 
(1) bis (12) aus den drei Formeln (16). 

Wendet man diese Vertauschungen auf die Relationen (18), 
(19), (20) selber an, so ergibt sich: 


sn(w+ 2K) = —snu, sn (u 4 2iK') = snu, 
(22) en(w+2K) = —cnu, ean(u + 2iK') = —cnu, 
dn(u + 2K) = dnu, dn(w + 2:K') = —dnu. 


Die gemeinschaftlichen Perioden dieser drei Funktionen sind 
also 4K, 4:K’; außerdem hat aber snu die Periode 2:K, 
dnu die Periode 2X, enu die Periode 2K —+ 2:iK. 

Wir geben nur dem Satz über @-Funktionen ($ 21) einen 
anderen Ausdruck, indem wir den folgenden Satz aussprechen: 

Jede doppelt periodische Funktion von v» mit den 
Perioden 2K, 2:K’ (die überall den Charakter einer 
rationalen Funktion hat) ist, wenn sie eine gerade 
Funktion ist, eine rationale Funktion von sn?v, und 
wenn sie eine ungerade Funktion ist, das Produkt von 
snvcnvdnv mit einer rationalen Funktion von sn2v. 

So kann man jeden Satz, der sich auf homogene Funktionen 
nullter Ordnung von 9-Funktionen bezieht, in einen Satz über 
elliptische Funktionen verwandeln, und erhält daraus wieder ent- 
sprechende Sätze über elliptische Integrale. Man erkennt sofort, 
daß die Additionsformeln (16) keine anderen sind, als die For- 
meln (17) des $ 13 im ersten Abschnitt. In derselben Weise liefert 
uns die Transformationstheorie der #-Funktionen eine Lösung des 
Jacobischen Transformationsproblems der elliptischen Integrale, 
wie wir es im $ 8 dargelegt haben. 

Wir wollen dies an den beiden Haupttransformationen zweiter 
Ordnung nachweisen, die wir im $ 32 ebenso wie im $9 als 
Gausssche und Landensche Transformation bezeichnet haben. 
Nach 8 32 ist für die Gausssche Transformation 


doolO, =\9 (® 2) (u) 4.9 110)" 


( 
9, ( 
( 


0, 





RER Ze T) 2 De re I 
(0, BE; e ur 12% 


1 
9. (0,5) er 
) 
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R 1) 
(25) Doo (0, Be — +9, = 1-4 m),- 

Nach 8 42 erhalten wir also eine Beziehung zwischen ellip- 
tischen Funktionen mit zwei verschiedenen Moduln, und es ist, 
wenn A, L, L' aus «x, K, K’ durch die Vertauschung (o 2) 
hervorgehen, nach (23), (24), (25) 





a 
(26) ie L=(+»9)K, U!=(-+»)K' 
| se Terr)jenv 
(27) sn[(1-+- x)», 4] = STIER TR 
wenn der Deutlichkeit halber der Modul unter ‚dem Funktions- 
zeichen sn als zweites Argument mit aufgeführt ist. 
Für die Landensche Transformation ist 

91 (2u, 20) > 90 (U) 9, (U) 

9% (2, 20) Foo (U) do1 (u) ’ 

9 (0, 20) 2908 Layer 

(0, 202 Di SEER TE 1 1+% “ 

29,(0, 20) = (1 + #)9,; 
daraus, wenn A, A, L, L’' durch die Vertauschung (®, 2) aus 
#, # K, K’ entstehen: 








_ 2 Ba ein 
N ee FE FTE TEN er”, 
3 L—= (IT A)K, L’=(1+»)K', 
Ber 1 
2) sn [(! + #)u, 2] = un, 


und in (26) bis (29) erkennt man nach $ 42 die Formeln (2) 
und (4) des 8 9. 


$ 45. Die lineare Transformation der elliptischen Funktionen. 


Die Einwirkung der linearen Transformation auf die ellip- 
tischen Funktionen übersieht man am besten aus der Darstellung 
durch die o-Funktionen. Man erhält aus (4) oder (10), $ 42 und 
den Formeln (4), (6) des $ 37: 

10% 
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ELISE 2Ku _ -c(u) 
Me an DE 
2Ku __ 6,0(%) 

















(1) Ber DEE lu) 
dn 2Ku = Spott) 
oO onluf 


oder auch, indem man von der Homogeneität der 6-Funktion 
Gebrauch macht [$ 37 (8)]: 
(0, 2K,2:K') 


er (u 2 RD ERS)! 

Golf O CK) 

2) ET OR ICRN 
Be 00(9, 2K, 2iK') 


IE ITFBIRT 

Die auf der rechten Seite von (2) vorkommenden o-Funk- 
tionen hängen nur von den beiden Variablen v, © ab und es 
kommt zunächst darauf an, die Änderung dieser Funktionen bei 
Anwendung der Fundamentaltransformationen 


@o+), (5) 
zu bestimmen. Wegen 
en RL, 2i Ki —2oK 
erhält man aus $ 31 (6) und (11) die entsprechenden Änderungen: 


en IK, ic”, % hin 
DH, eK, Saw (KERN, 5, nn 
_. ar“ 3ER, A iR 


Setzt man für den Augenblick: 
RIED 
so ergibt sich: 
fw,®o-+1) = o[v, 2#K,2#«(K + :iK)] 
—.0(1, 2WK,2xiK') [nach $ 35 (7)] 
= wo (ld, 2K, 2;K") [nach $ 37 (9)] 


o(v, 2K',2:K) 


o(v, —2:iK, 2K') [nach $ 35 (7)] 
—t6(iv, 2K, 2iK') [nach $ 37 (8)], 


er 
== 
| 
| 
Set 
| 


\ 
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und wenn man für die drei übrigen o-Funktionen das ent- 
sprechende macht und $ 36 (7) berücksichtigt, so erhält man die 
folgenden zusammengehörigen Vertauschungen: 


Q, 6 (v), Öo0 (v), 691 (v), 010 (vd), 
D v v v 
Dr ee ul 
1 er h g 
ER —i6(lv), Og (tv), oliv), 91 (89), 


worin die Perioden 2X, 2:K’ sind. Daraus folgen nach (2) die 
beiden ersten linearen Transformationen der elliptischen Funk- 














tionen: 
RL ,‚ snvV 
SN|\# %,—) = 4% , 
% dnv 
0 en® 
(4) cn | x, =) — £ 
‚7 dnv 
ı% 1 
Antara, HF 
a! dn® 
. SN® 
SuM OR Per ee 
en ® 
(5) Se a 
en ® 
dnv 


dn (iv, x’) = 





ann 
Die erste Formel (5) zeigt nach $ 44 (21), daß sn (w,#") — 1 
wird, wenn v» — K’ wird. Daraus ergibt sich nach 8 42 (17) die 
zweite häufig gebrauchte Darstellung für K’: 
1 


ee edlen 
Ver) ei) 
0) 
Aus (4), (5) erhält man die übrigen Fälle der linearen Trans- 
formation durch wiederholte Anwendung. Setzt man in (4) iv, « 
an Stelle von v, x und wendet (5) an, so folgt: 


.% . 80 
sn ( #20, — ) = in —— 
7 


dnv’ 
X 1 
(7) en (imo, —) = Ber 
\ 7 dn® 





3 in cn® 
dan, —) = - 
H dnv 
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J X 
Ersetzt man umgekehrt in (5) v, #, # durch «’'v, —, — und 
u’ a 


wendet (4) an, so folgt: 


a TE , 
sn\?xu, — )=ı% - 
% 











cnv 

Aue SWL] dn v 

(8) Di: (ix 7) Den 
1 1 

dn (ie, )= . 

# cn © 


Ersetzt man hierin wieder v durch ©v und %#, #' durch «', x 
und wendet (5) an, so findet man: 


1 
sn (x, =) ==4 sid, 
% 


f 


1 

(9) cn (* v, .) =—dn, 
N 

dn x» =) =—50n%, 
% 


womit die sechs Klassen der linearen Transformationen erschöpft 
sind, da eine noch häufigere Wiederholung zu keinen neuen 
Formeln Anlaß gibt. 


$ 46. Die Weierstrasssche @-Funktion. 


Die linearen Transformationen der elliptischen Funktionen 
legen es nahe, eine elliptische Funktion zu suchen, die, wie die 
o-Funktion selbst, den linearen Transformationen gegenüber un- 
veränderlich ist. Um eine solche Funktion zu bilden, setzen 
wir zunächst die Gleichungen (1) des vorigen Paragraphen in 


folgende Form: 
00(%) _ 2K env 




















o(u) " 0, sn® 
(1) Go(u) __ 2K dnv 
ou)  o, snv’ 
On) er Kl 
ou) ©, snv’ 
worin zur Abkürzung 
2Ku 


(2) Ho 





@Q] 


gesetzt ist. Hieraus schließt man mit Hilfe der Relationen 
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cn?v — 1 — sn®o, dn?®v = 1 — x2sn?v, 
0, (u) alh (u) _ _4K2 
62 (u) (u) . 02’ 
9, (U) 0“) Eee 
0? (u) 62 (u) a 


Es lassen sich daher drei von « unabhängige (also nur von 
@,, @, abhängige) Größen e,, €, e; so bestimmen, daß 
(3) (U) 2 Pr un (u) e- en 651 (u) ı eye (u) 
62 (1) 2.7.02) : 62 (u) BR, 
worin (u) eine durch (3) neu definierte, doppelt periodische 
Funktion ist. Die Größen e,, &, es können irgend welche sein, 
wenn sie nur den Bedingungen 


AR? AK? 














4 A 2 
(4) 1 3 o?” 2 3 o? 


genügen. Es steht uns also frei, zur völligen Bestimmung der- 
selben noch die Bedingung 

(5) a +8 +6 — 0 

hinzuzufügen. Dann ergeben sich für &,, €, e; folgende Aus- 
drücke: 








IM 4K? 1-1 «2 
Ho 
4K? „2 — x2 
(6) 2 Vs 0: BEER, 
4K?1-+ x 
6 = — 5) ; 
or > 


Die Funktion © (u), welche die Perioden ®,, @, besitzt, wird 
hiernach durch (1) ausgedrückt: 
4 K? ( 1 1—+ z 
(7) gu) =: 0028 snv 3 
Die Funktion 9 (u) hat die gewünschte Eigenschaft der Un- 
veränderlichkeit bei linearen Transformationen, wie man aus dem 








Ausdruck 
(8) 9 (u). . (Wu) + u —+ 9,(u) 
erkennt. 


Infolge von (3) vertauschen sich die e,, e, €; bei einer linearen 
Transformation in derselben Weise wie die 6,9, 6oo, 641; eine sym- 
metrische Funktion derselben ist daher bei einer linearen Trans- 
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Ad 


formation ungeändert und wird eine Invariante genannt. Es 
gibt deren zwei fundamentale, die wir mit 9, 9, bezeichnen: 


N) = 4a + Ba ta) IE tEH 
b4’K4 
= — — — y2y'2 
Te (1 — 2°), 
s Ks 
(10) 9 — 4a 96 — = mie + #242) (#2 — 2), 


und wir fügen noch die unter dem Namen der Diskriminante 
bekannte Funktion bei: 


kai 5 
1) @ = (a — 8)?(& — ala — 0) = 7,(9 — 279) 
Ber; 


o,” Be, 
wofür nach .8 43 (3), (15) und $ 34 (2) auch gesetzt werden kann: 
S12 \24 
(12) ee 
Bag: 
1 


@(%), 92, 95, @ sind homogene Funktionen, wie folgende Rela- 
tionen zeigen, worin A ein willkürlicher Faktor ist. 
@(Au, Ao,, Aom,) — A? (U, @,, @), 
o'(Au, Am, Ao,) = A? o'(u, @,, 09), 
(13) 9%(A0,, Ao@,) = At (@,, @,), 
95 (40, A@,) = 47°, (@,, @;), 
GAD Am) iz (arg): 
Setzen wir, wie in $ 45 (2) 


0, = Re 099 = AERIER 
so wird 





1-+ x" w2 — x2 1x2 


14 4 
I sul), = AH Re), 


GF — xity’t, 


Wenn wir ©, aus den allgemeinen Ausdrücken (9), (10), (11) 
für 9, 95, @ eliminieren, so erhalten wir homogene Funktionen 
nullter Ordnung, also Funktionen von ® allein, die bei linearen 
Transformationen ungeändert bleiben. Solche Funktionen 
sind 95:@, 95:G@. Wir heben unter diesen Funktionen, die sich 
alle aufeinander zurückführen lassen, eine hervor, die wir mit 
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J(®) bezeichnen und schlechtweg die Invariante nennen und 
so definieren: | 


- : : 11— x242)3 
(15) a) N 
woraus wir erhalten: 
4,97 92 
—_® — J(o), 
(16) 4.21.2795 __ a2. 64.(2 —+ #2 #2)? (#2? — 2)? 


(Fr 4% y'4 


Als Funktion von x? betrachtet, hat die Funktion j(®) die 
Eigenschaft, ungeändert zu bleiben, wenn #2 durch einen der 
sechs Werte 


2 2 
Be EEE Lin a Rt SA 
y) b) 42’ MET Aa j 42 


ersetzt wird. 
Wenn wir nach (7) den Differentialquotienten der Funktion 
© (u) bilden, so erhalten wir 


ATEM). = _ 16K° cnvdnv _ _„Golt) Cıo(“) Goı (u) 


DANN D „= -2(u)3 
und daraus nach (3): 


(18) g'W2 = 4lplu) — allp(u) — &)[p (u) — &] 
— Ay)’ — Hyplu) — 9; 
oder endlich 


(19) | (— 





d 1) 
Mono —n 
woraus man ersieht, dab die Funktion 9 (u) in derselben Be- 


ziehung zur Weierstrassschen Normalform des elliptischen Diffe- 
rentials steht, wie die Funktion sn» zu der Legendreschen. 
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Jacobi hat als Transzendente zweiter Gattung die Funktion 
2.8 lv) 1sdlog®Ko) 

(1) a OW) dv 
eingeführt. Die Beziehung dieser Funktion zu den elliptischen 
Integralen zweiter Gattung ergibt sich aus der Formel (16) des 
$ 23, wobei gleich bemerkt sei, daß ganz ähnliche Betrachtungen 
an die dortigen Formeln (15), (17), (18) anzuknüpfen wären, die 
aber nicht zu wesentlich neuen Resultaten führen. 
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Setzen wir dort v:2K an Stelle von v, so ergibt sich aus 








S 42 und 43: 
d?log®(v) 147 99 

(2) BETT = Be 

| Re, 

Kan 1 — dn?v. 
Wir setzen 
um NO 
ee IH TER 
und erhalten durch Integration von ar 
a IA m — dn2vdv, 
oder indem wir 
(4) Be) | dn?vdv 
0 

setzen: 
% IF LE dZ() E 
(5) Zw) Du) el Ne 


Die Funktionen ®(v) und ®(v — K) sind gerade Funktionen 
und daher ist ®'(0) und ®(K) = 0. Wenn wir also in (5) 


v — K setzen, so folgt: 
K 


(6) N = | dn?vdev. 
0 


Führt man noch für dv das Differential 
N a er 
OU 9 
ein [$ 42 (8)], so erhält man für E(v) ein elliptisches Integral 
zweiter Gattung ($ 11): 


R Be de(l — EL) 

(7) Ep) = 2 a Ha ap 
a dg(l — 28) 

= Er ne —)A— ed) 


wo letzteres Integral in demselben Sinne zu nehmen ist, wie 
8.42 (17). 
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E(v) und Z(v) sind ungerade Funktionen des Arguments. 
Aus dem Additionstheorem der ©-Funktion [8 43 (11)] ergibt 
sich durch logarithmische Differentiation: 
2x2sn2vsnuenudnu 
(9) Zuw+tv) + Zu—v) = ol) 7 Teer 
2x2sn2usnvcnvdn® 
1 — x2sn2usn2v 


’ 


(10) Zt v) — Zu — vo) = 2Z(e) — 


Hierin kann Z auch durch E ersetzt werden und durch 
Addition ergibt sich [8 44 (16)]: 
(11) E(u) + Ev) — E(u-+ v) = »2snusnvsan(u + o). 

Hieraus erhält man die Periodeneigenschaften der Funktion 
E(w), won manvo—=+K, K-+iK’ setz. Man kommt aber 
auch auf folgendem Wege dazu. z 

Aus der ersten Gleichung $ 43 (3) folgt: 





dlogH(v) _ Er in 
Te RE rt 7 
und demnach aus $ 43 (6) und $ 42 (11): 
re at. cnvdnv en 
RR Zu iR) — A nn, 
7 N er #2snvcn® 
ZW K)U = Ze) — SEIFERT 
und wenn man in der ersten dieser Formeln © — K setzt: 
re URL 
(13) Z(K-+iK) —= IK 


Durch zweimalige Anwendung der Formeln (12) [mit Rück- 
sicht auf $ 44 (18), (20)]: 


14) Z+ÜK) = ZW) — 5, 

Zw—+2K) = Ze). 

Überträgt man diese Gleichungen auf die Funktion E(v), 
so folgt: 


E@-+iK) — E() + 


(15) #2SNVCNvV 


a ES in 
sn® ERDE: 





dn® 
ERRERE SiEK' in 
(16) Bu LT — Tan 


E@+2K) =EW)-+2E. 
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Wenn wir in (15) vo = K setzen und eine Größe E’ durch 
die Gleichung definieren: 
(17) E(K+iK)—=E-+i(K — E), 
so erhält man die unter dem Namen ‚der Legendreschen Rela- 
tion bekannte Formel 
(18) EK'—- KE— KK = u 
Die Bedeutung der hier eingeführten Größe E’ erkennt man, 
wenn man die Legsendresche Relation auf einem zweiten Wege 
ableitet, mit Benutzung einer der linearen Transformationen. 
Es ergibt sich, wenn man in $ 31 (11) setzt: 








Eu © EZ EL Er 
ur I Reih SON m 
nach $ 43 (1), (4): 
(19) YKe #* o(iy#) = YE'Hw-+ K), 
und daraus durch logarithmische Differentiation 
ER H'w+K) 
en AH de Ana! 
oder nach $ 43 (6) 
i Ba TV dlogenv 
9 wm — De een 
21) Ka SBERN), nr ee eg 
Es ist aber nach (5) 
„az 0 4-3, EB! 
ne —= — dn?(vu,%) + Fe 
wenn jetzt E’ die Bedeutung hat: 
K' 
(22) E' — | dn2(v,»)dv, 


also aus E durch Vertauschung von # mit x’ hervorgeht. Setzt 
man aber in (21) v = 0, nachdem man zuvor differentiiert hat, 
so ergibt sich wiederum die Relation (18), woraus folgt, dab E’ 
beide Male dieselbe Größe ist. 


$ 48. Die elliptischen Transzendenten dritter Gattung. 
Wenn wir die Formel (10) des vorigen Paragraphen: 

BOHhu Tr) alu ee 2.2(0) 2x#2sn2usnvcnvdnv 

out), 9Ohk—v) 1 — x#2sn2usn2v 
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in bezug auf « integrieren, so folgt: 


1, .9u—). It; 

etz = | 

0 

und wir können noch die auf gleiche Weise [aus $ 43 (11)] her- 
zuleitende Formel: 


l HWw— u) "snocnvdnvdu 
_ ]oe | a 
ws 3 8 H@- u) —+ u) 94) | sn?u — sn?v 
0 
hinzufügen, die übrigens auch aus (1) abgeleitet werden kann. 
Wir setzen nun mit Jacobi 


“?2sn?2usnvecnvdn® 


ei en en 
l — x2sn?u sn?v ; 


U 
#2sn?usnvcnvdnv 
(3) Il(w, v) = | 
1 — x?sn?usn?v 
0 
und nennen /I(w, v) die Transzendente dritter Gattung mit 
dem Argument « und dem Parameter v. Ersetzt man du durch 
den Ausdruck: 


de 
2 yı — 9A — #8) 


und sn?« durch &, so ergibt sowohl (1) als (2) ein elliptisches 
Integral dritter Gattung, wie wir es in $ 11 kennen gelernt haben. 

Aus (1) folgt zunächst 
(4) I (u, v) — uZ(v) = Il(o, u) — vZlu), 
oder der Jacobische Satz über die Vertauschung von Argu- 
ment und Parameter. | 

Die Funktion II(w, v) verschwindet, wenn v® = K oder 
v—= K-HiK' ıst, weil für den ersteren Wert cnv, für den 
zweiten dn» gleich Null ist. Setzen wir daher diese Werte für « 
in (4) ein, so folgt 

ILCK 9) — Ka 
IM 


wodurch die vollständigen Integrale dritter Gattung auf die 
zweite Gattung zurückgeführt sind. 

Wir wollen noch das Additionstheorem der /I-Funktion ab- 
leiten, das Jacobi in den Fund. nova art. 55—551!) in ver- 


1) C.G. J. Jacobis gesammelte Werke, Berlin 1881, Bd.I, S. 204. 
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schiedenen Formen gibt, die nur mühsam aufeinander zurück- 
führbar sind. Zunächst erhalten wir aus der Definition (1), wenn 
wir den Parameter jetzt mit a bezeichnen: 
I(u + v,a) — Il(u, a) — II(v, a) 
(6) — 110g u + v— a) Om + a)O(v— a) 
os lu +v +a) Olu — a) Ol w — a)’ 
und es handelt sich noch darum, den unter dem Logarithmus. 
stehenden Ausdruck durch elliptische Funktionen darzustellen. 
Dies geschieht zunächst leicht, wie an der erwähnten Stelle 
der Fundamenta, mittels der Formel [$ 43, (11)]: 

92(0) 9 (u + v) Olu — v) = 92(u) O2(v)[1 — #?sn?usn?v], 
wenn man darin für u, v setzt u+ w,v+.a, dann ta, u +-vHra. 
Man erhält so: 

92(0)9(u +v + 2a)O(u — v) 
— 9:(u + a) 92(v + a)[1 — x2sn?(u + a)sn2(v + a)], 
92(0)O(u +-vt2a)Q9(u-+ vo) 
— 0?(a) 9(u +v + a)[l — #2sn2asnu+vHta)], 
woraus folst: 
9u+v— )9u+a)Bw-+ a) 
(7) u +v+ a)Olu — a)O(v — a) 
__ 1/1 <- #2 m? — a)n?w— a)] [1 — #sn2asn?m va) 
I I — #2sn?(u—+ a)sn?(w—+a)]| |1 — #?sn2asn?(u + v— a)] 
Einen zweiten Ausdruck erhält man aus der Additionsformel 
(13), $ 22, die man so darstellen kann: 
9) ou ta)OP ta)O(u-+ v) 
— lu) O(v) Ola) OY(u—+vta)[1+x%snasnusnosn(u+vta)], 
woraus durch Division: 
(8) Ou+v—a)Hdu+a)Olv—+a) _ 14+x?snasnusnvsn (uva) 
Hu-+v-+a)Olu—a)O(w—a) 1— x2snasnusnvsn(u+v— a) 
Jacobi gibt noch einen dritten Ausdruck für die ®-Quo- 
tienten in (6): 


9) W—V UV UV UV 
N-2sn:( 5 ee) 1er )one( = +a)| 
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Die direkte Überführung der drei Ausdrücke (7), (8), (9) in- 
einander gelingt am einfachsten, wenn man von der von Jacobi 
zuletzt gegebenen Formel ausgeht: 

1 — x2sn(a + u)sn(a — u)sn(a + v)sn(a — v) 
(10) (1 — #2snta)(l — #?sn?usn®v) 
— (1 »2sn2asn?u) (1 — #2sn?asn?v) 

Die Verifikation dieser Formel ist darum leicht, weil man 
mit Hilfe von $ 44, (13) rechts und links rationale Funktionen 
von sn?, sn?v erhält, deren Identität unmittelbar ersichtlich ist. 

Ersetzt man in dieser Formel 








u, v, 7 
durch 
v—v vv uw v 
9 $) 9 as A, u.00:5 wer 


so ergibt sich 
1 + #snusnosnasm(w -v + a) 


1 — x2gn4 N] 1 — x425n2 (zZ) sn? ( ; per a)| 


1- #2 ln) sn?“ = | 1 — x? sn? >) sn? (ta) 


“ 








und wenn man die beiden hierin enthaltenen Formeln durch- 
einander dividiert, so ergibt sich die Übereinstimmung von (8) 
und (9). Ä 

Setzt man in (10) v — u, so ergibt sich: 
(1— x2snta)(1—x?sntu) 
um 2 2 2 er = e 
(11) 1— x#2sn 2?(a—+-u)sn?(a— u) (eamesn): 


Ersetzt man hierin 











a u 
zuerst durch 
ut v w— v 
9 FE d, e.” 9 ’ 
sodann durch 
n NR 
a 2 v 
92 Ben ’ 2 , 


so ergeben sich vier Formeln: 
1 — x2sn2asn?(u-+vHt au) 


1 — x2sn* (* 5 $ = a)| (1 — y2 nt) 
hir 1 — x2sn? (= = a) nee 





9 
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1 — »2sn2(u ta)sn?(v + a) 
ee 
ir „mv u—v\] 

1 ne ( 5 + a)sn( 5 )| 


woraus sich die Übereinstimmung von (9) mit (7) ergibt. 











$ 49. Die Transzendenten zweiter und dritter Gattung 
von Weierstrass. 


Es sind nun noch die Transzendenten zweiter und dritter 
Gattung in der Weierstrassschen Form aufzustellen. Zu der 
ersteren gelangen wir ähnlich wie in $ 47 durch zweimalige 
Differentiation von logo(u). Es ergibt sich so aus 


U 
: ei) 





(u) = wo, e 9 —— [$ 37, (4)], 
U 
log 9 B 
d?logo(u) _ Am a at . 1 
du? @, du2 i 
92 U 
9. 10% 1 92 (> -) 
BEN 1 ER nn a a a et 
em [8 23, (18)] 


1 00 92 u \ 
47 2(&) 


und also, wenn man den #-Quotienten nach $ 42 durch elliptische 
Funktionen und diese nach $46 durch die g9-Funktion ausdrückt: 


d2log 6 (u 
EN u gl), 


worin A eine Konstante ist. Diese findet man aber, wenn man 
die Gleichung nach $ 46, (8) so schreibt: 


o" (u)o(u) — '(u)o'(u) = A0%lu) — 3 |, (u) + RW) + 9, W)]. 

Wenn man hierin zweimal differentiiert und dann u —= 0 
setzt, so ergibt sich A = 0 [$ 35, (12), 8 37, (5), (7)] und wir 
erhalten: 

2 |oo 

(2) ee gl), 
eine Formel, die bei Weierstrass zur Definition der g9-Funktion 
dient. 
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Wird also 
(u) _ 
gesetzt, so ist &(u) eine eindeutige Funktion von «, und zwar ein 
elliptisches Integral zweiter Gattung: 


(4) $(u) = — [g(u) du = | PR 
Mo’—no—9 

worin die additive Konstante dadurch bestimmt ist, daß &(w) 
eine ungerade Funktion sein muß. Die Periodizität der &-Funk- 
tion ergibt sich aus den Periodengleichungen der 6-Funktion 
[5 35, 9): 
(5) &(u + ©) — (u) = 2m 

&(u + ©) — &(u) = 2. 
Es sind also 2», und 2», als vollständige Integrale zweiter 
Gattung (analog den E, E’) dargestellt: 


u+ w, u+ wy, 


(6) Aw — [g(lW)du, u — [pa)au 





IS 46, (19), 


mit der der Legendreschen Relation entsprechenden Gleichung 


(7) N1@ — 130, —= ni [$ 35, (10)]. 

Um die Additionstheoreme für die Weierstrassschen 
Transzendenten zu bilden, gehen wir von der 6-Funktion aus. 
Für diese erhalten wir aus (1) mit Benutzung der Additions- 
formel für 9,,, $ 22, (4): 

o(u+v)o(u —v) _ 


&) ao Te Pe 
daraus durch logarithmische Differentiation: 
u— vd) — m OR 
(9) (u + v) er &(u ) 2&(u) re (u) — @(w)’ 
RR ea 
&(u + v) — (u — v) — 2$(v) = AP 
1 9’) — 9'(e) 


(10) uwr)=EW)+E@)+2 9 WM) -HW)- 


Hieraus leitet man durch abermalige Differentiation das 
Additionstheorem für die (-Funktion her. Man erhält aus (9) 


durch Differentiation nach u und »: 
Weber, Algebra. III, Kr 
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27] 


| ı—v)—29(u U FRE u 
FE I TRWZTT u WER 
ei, TAN 
I I enerroj): 
9") 9'(v)? 


pu+v)+ pa —v)— 290) = 


und indem man addiert: 


1) 22 
Es ist aber 
o' (u)? = Lo (u)? — Ku) — 9; 
9" (u) = 6Wlu)? — 395, 
9") — pe") = 6[p?’l) — E?W)) 
woraus man erhält: 
(Wu) — H'w)\ 
ee CE DES TDEN OECD oyE 
in Übereinstimmung mit der Formel (21), $ 13. 
Endlich erhält man noch durch Integration der zweiten 
Gleichung (9) in bezug auf uw: 


; se . '(v)du 
(12) te zB B + ul) = 3 | A 


plu) — HL) [pw — pw 


ou) — LE BP") 
gu) — @(v) alu) —o(w) 


wodurch ein Integral dritter Gattung vom Argument «u 
und dem Parameter v durch die o-Funktion ausgedrückt ist. 

Eine andere Form des Integrals dritter Gattung erhält man 
durch Integration von (10): 


ee) ee Pu) — 9’) 
ea we er: 


$ 50. Entwickelungen der elliptischen Funktionen. 


Setzt man in den Entwickelungen der Theta-Quotienten, die 
n S 26 abgeleitet und in der Tabelle II zusammengestellt sind, 
a — 0, so erhält man, wenn man zunächst die Formeln, die 
%,,(@) im Nenner enthalten, wegläßt, die Partialbruchentwicke- 
lungen von zwölf elliptischen Funktionen: 
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sn2Ku, ecn2Ku, dn2Ku, 

1 en2 Ku dn2Ku 

sn2Ku’ sn2 Ku’ sn2Ku’ 

1 sn2 Ku dn2Ku 

en2Ku’ en2Kw’ en2 Ku’ 

1 sn2Ku en2 Ku 

dn2Ku’ dn2Ku’ dn2 Ku 

So ergibt sich aus der Formel (2), Tabelle I: 

dl) on 1 1 

pe 9, U) = cotg nu — 2 ı2(-1) q muz e2riu _ =) 


’ a 2 on 
— cotgaru + Asin 2m SD 
worin m die Reihe der positiven geraden Zahlen 2, 4, 6, 8,... 
durchläuft. 
Es ist aber nach $ 42, (4) 
do(u) _ 9, en2 Ku 


9.) 9 sn2 Ku’ 


und daraus ergibt sich 
mM 


2Kcn2Ku . (— 1)2 qm 

— = og Q mi DB De FT RE LI 
Glen da K  olg mu + 4sin > an agen 

Wenn man in der Formel (2) der Tabelle III das gleiche 
Verfahren anwendet, so erhält man: 


= en — cotgru + aD N)2q® sin mmu. 
Hierin durchlaufen m und m’ voneinander unabhängig die 
Reihen der positiven geraden Zahlen, und es läßt sich die 
Summation in bezug auf m’ noch ausführen: 


’ ar 
M mm m 














= q 
aa 2 2) ser EEE a 2 
Sa 1) 7 1 _ vi I 
also: 
2Kcn2Ku _ VE nn 
(2) vaerT zen TH = cotg ru — 4 > ame U. 


Während aber die beiden. ersten Formeln für alle Werte 
von “ konvergieren, ist die Konvergenz der dritten auf das 
(Gebiet beschränkt, in dem der imaginäre Teil von « absolut 
kleiner ist als der imaginäre Teil von ®. Die Formel ist also 
für reelle « jedenfalls gültig. 

LIE 
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In der Tabelle IV sind die Entwickelungen für die 12 Funk- 
tionen zusammengestellt. 

Unter den 16 Formeln der Tabellen II, III finden sich vier, 
die den Faktor #,,(@) im Nenner enthalten, in denen man also 
nicht ohne weiteres a — 0 setzen kann. Es sind dies die 
Formeln (1), (5), (9), (13). Entwickelt man in diesen Formeln 
nach steigenden Potenzen von a, so fangen die Entwickelungen 
rechts und links mit a7! an, und wenn man die von a unab- 
hängigen Glieder beiderseits einander gleich setzt, so ergeben 
sich die gesuchten Entwickelungen. 

Man kann etwa so verfahren, daß man in der Formel (1) 
a in —a verwandelt und das nenn Mittel aus beiden 
Formeln nimmt. Dann hebt sich rechts das unendliche Glied 
l:cotgrza heraus und links erhält man: 

Hıl9ıı PER) 9 Wr a) Sl), are, 

279,,(v0)9,,(a) 29,0) 


auf der rechten Seite von (1) in Tabelle II ergibt sich: 


cotgrv an Da — m Fr Sr =) 


%*; gqrsin?2rv 
WC HERE 2 > — 2g" cos2rv + q?r’ 


und auf der rechten Seite der Formel (1) der TabelleIlI erhält man 


mM 


2 
 eotgrv 4 4 Di msinmer, 


und wenn man noch die Jacobische H-Funktion einführt, 
und « für v schreibt, erhält man 


u H(2 Ku) qm 
malen Eee ls En ARE 9 ER IN E 
& d2Ku une wur mornın,; 


— cotgmu + 4 D) — 77 
Auf der linken Seite steht eine En zweiter Gattung, 
die sich nach $ = (12) durch die Z-Funktion ausdrücken läßt: 


2Kcn2Kudn2Ku 
zer: Pre sin2 Ku i 











„sin MIU. 





wofür man auch setzen kann: 


dlogsin2 Ku 


2K 
Ba, du 
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In der Tabelle V sind die vier Formeln, die sich auf diese 
Weise ergeben, zusammengestellt. Subtrahiert man die Formel (3) 
dieser Tabelle von den drei übrigen, so ergeben sich Entwicke- 
lungen für die logarithmischen Ableitungen der drei elliptischen 
Grundfunktionen, von denen wir die eine anführen wollen: 


dlogsn2Ku _dlogsinzu S (— 1)" 
(4) na du oo ndu Een 1— 29" cos2ru + q°" 


h=1 
_ dlogsnau ASS g"sin2hru 
rd N ung 


Entwickelungen für die Transzendenten dritter Gattung 
ergeben sich, wenn man die Formeln der fünften Tabelle zwischen 
den Grenzen  — v, u — v integriert. Man erhält so z. B. aus 
der Formel (3) dieser Tabelle: 


mM 


1, 072 K(u—ov)]) _ gq? 
2 Sloearur ma) 


sIinmrusinmmv. 


Setzt man in den Formeln der Tabelle IV und Vu = 0, so 
ergeben sich die folgenden Entwickelungen: 








m n—1 
2K iR (1) ?"g* 
Bra Te quite 1 Zi Tee 5 

n n—ıin 
2aK q? pie 4 (—1) 2.9? 
ER , ii 2 1 ii 

m m n—1 

2WK (-®g: —N)?q 
z ur ee — 1-43 ——— ER 


Endlich erhält man eine Entwickelung für das vollständige 
Integral zweiter Gattung E aus der Formel 


Z(v) = E(v) — u 


Setzt man hierin nach der Differentiation v — 0, so folgt: 


KR SR 
Z (0) = nn 


und mithin nach der Tabelle V, Formel (3): 


Mm 


2 mq? 


22? 
K _- E — —— —un 2.3 E 
ar Di ernr (1 En Sn K 12 qm 


Fünfter Abschnitt. 


Die Modulfunktionen. 


$ 51. Die elliptischen Differentialgleichungen. 


Die bisher definierten elliptischen Funktionen sind Funktionen 
der beiden Variablen v, ©, und die Moduln #, #', ferner j(®), 
K, K' sind von dem Periodenverhältnis &, das einen positiv 
imaginären Bestandteil haben muß, abhängig. Ebenso ist die 
Funktion (u) eine Funktion der drei Variablen u, ®,, @, und 
die Invarianteh g,, 9; sind von @,, @, abhängig. Die Aufgabe 
der Umkehrung der elliptischen Integrale, wie wir sie in 
$ 14 formuliert haben, setzt aber voraus, daß in den elliptischen 
Funktionen #2 (oder bei der Weierstrassschen Normalform 9,, 93) 
beliebig gegebene Werte haben, und die vollständige Lösung 
dieser Aufgabe verlangt also, daß nicht ®, sondern x? (bzw. 9, 93) 
als zweite unabhängige Variable auftritt, und daß © durch diese 
ausgedrückt werde. Dieser Aufgabe werden die nächsten Be- 
'trachtungen gewidmet sein. 

Wir gehen aus von der Aufgabe, ein System von Differential- 
gleichungen, welches wir das der elliptischen Differential- 
gleichungen nennen, zu integrieren: 

dx 
E 


dy 
(1) Ze 


de 2 =— 42m 
a Y; 


unter den Nebenbedingungen: 


= 2%, 


(2) für 9 = Ofsoll mE ee = Tesein. 
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Wir haben im vorigen Abschnitt gesehen, daß, wenn 
(3) 42 — „in 


ist, diese Aufgabe durch die elliptischen Funktionen gelöst wird, 
und zwar in der Weise, daß x, y, z in der ganzen v-Ebene ein- 
deutige und, außer wo sie unendlich sind, stetige Funktionen 
von v» werden. Ist nun aber x? gegeben, so entsteht die Frage, 
ob es zu jedem Wert von #2? einen der Bedingung (3) genügenden 
Wert von ® gibt und ob es mehrere solche gibt. 

Wir beweisen zunächst, daß durch die Differentialgleichungen (1) 
mit den Nebenbedingungen die Funktionen x, y, z eindeutig 
bestimmt sind. 

Es ergibt sich zunächst aus (1), daß &2 + y2, #222 4 22 
konstant sind, und aus den Nebenbedingungen fölgt: 

(4) ya, 12, 2 —=1— 222. 
Angenommen, es existiere ein zweites System denselben Be- 
dingungen genügender Funktionen 7,, Y%ı, 2, So ist zunächst 
4 Ba; ee, 
und eine einfache Differentiation ergibt, daß 
X Yı 2, — HıY2 
1 — n2222? 
konstant ist. (Das Additionstheorem der elliptischen .Integrale, 
aus dem man die Form dieses Ausdruckes erhält, wird unmittelbar 
durch Differentiation bestätigt.) Aus den Nebenbedingungen folgt 
aber, daß diese Konstante verschwindet, also: 
L Yı?ı — KıY?%; 
woraus man leicht schließt, indem man beiderseits quadriert: 
RE W—ZeYR: A ER] 


$ 52. Die unabhängige Variable #2. Lineare Differential- 
gleichung für K. 
Wir, zeigen nun zunächst, daß und wie man zu einem be- 
liebig gegebenen Wert von #2 wenigstens einen der Bedingung 


1 2 — —- 
0 H 


genügenden Wert von ® finden kann. Diese Frage wird am 
vollständigsten beantwortet durch Zurückführung auf eine lineare 
Differentialgleichung zweiter Ordnung. 
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Eine solche Differentialgleichung ist aber in den Formeln 
des $ 23 bereits enthalten. 
Es folgt zunächst aus $ 23, (14): 
dlog#2 = indt, do, 
oder mit Rücksicht auf 
(2)° 202 — ar, ne IRINA Seo 
(3) zd(x2) — 4in2an2K?do, 
und aus $ 23, (19): 
d dK 
do K?do 
Führt man vermittelst (3) für & die Variable x? ein, so folgt 
d dK 1 
ER IPB 
(4) Ca) (7 „'2 ZIG Ta) ı& 
und dies ist die gesuchte re ae 
Setzen wir weiter 


= 12. x2«2 K?°, 
gu? 


U 


(5) — ı0 — Re 
(6) —iK:do = KdR'’— K'dK, 
so ergibt sich nach (3): 

TRTER' ende, 


also durch abermalige Differentiation: 


old) > "arena Te) 


woraus zu ersehen, daß K’ das zweite partikulare Integral der 
Differentialgleichung (4) ist. 

Diese Differentialgleichung läßt sich durch hypergeometrische 
Reihen integrieren (Gauss, Disq. circa seriem infinitum Werke, 
Ba. II, >. 125). 


Setzen wir für den Augenblick 2 —= x, K—y, so lautet 
die Differentialgleichung (4) 


(8) ee N 
und sie geht aus der allgemeinen Gaussschen Differentialgleichung 


) Bd +r—a@+B ty] —upy—o 
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hervor, wenn man &=ß=+4,y =] setzte. Das eine ihrer 
partikularen Integrale ist also 


(10) FG: er 1; x) — ] — > (nn). 
-3 Il(2v)2 
ao: (1) 
und diese Reihe ist ae so lange der absolute Wert von x 


kleiner als 1 ist. Als das zweite partikulare Integral kann man 
wählen 


(11) F@G,4,1,1—e), 

das aber einen anderen Konvergenzbereich hat. Denken wir uns 
x als komplexe Variable in einer Ebene dargestellt, so konvergiert 
(10) in einem mit dem Radius 1 um den Nullpunkt beschriebenen 
Kreise, (11) in einem gleichen Kreise um den Punkt 1 beschrieben, 
so daß der gemeinsame Konvergenzbereich aus einem Zweieck 
besteht, das den zwischen O0 und 1 gelegenen Teil der reellen 
Achse enthält. Man kann aber auch, was für uns wichtig ist, 
das zweite partikulare Integral in einer Form aufstellen, die in 
demselben Kreise wie die Reihe (10) konvergiert. Dabei ist zu 
beachten, daß das zweite partikulare Integral für x — 0 unend- 
lich wird. 

Dieses zweite partikulare Integral erhält man durch den 
folgenden Grenzübergang: Bezeichnen wir die hypergeometrische 
Reihe nach Gauss mit 

@.B , wa + BB +1) 
F(o« ‚Y,ı %) = 1 I oe ... 
ng —)) Se + Yu +, 
= Ma-)nB-)S& UgFv— UHR) 

so erhält man im allgemeinen die beiden partikularen Integrale 
von (9): 

Yı — F, (x) = F(«, ß, Y» x), 

Ya F,(&) 7 el ee a u en *). 

Da diese aber für «= ß =}, y = 1 miteinander identisch 
werden, so setze man zunächst = ßB= 3, y—=1- : also 


Y=-FGp;1+5&2) 
(—) et 
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Es ist aber 


I(+ Ir) 
F(,3 2) ls €, x) = = on PSRLESDING a )UW)” 


und man kann unter Hinzufügung eines konstanten Faktors als 
zweites partikulares Integral auch folgendes annehmen: 


1. Il — = —1 (+ —) 1 | 
en BER MEERE, er 
> II(v) TE 1— 2). HI(w— e) 
Entwickelt man hier nach Potenzen von & und setzt dann 
& — (, so folgt: 








Sum 2, en 

— (AoR Il(v) 2 1—xl 

wofür man mit Benutzung der Gaussschen Formel 
I a EI FE 
ro 

mit Abwerfung eines konstanten Faktors auch setzen kann: 


II(2v)2 II'(v) I Mehr 
I > II(v)! (1) Fre sn log 1— | | 
Es ist I: für ein ganzzahliges positives v: 


IT (o) 
oO en er 


und wenn wir also zur Abkürzung setzen: 
II(2v)? /x 
Fo = Dali) 


Il(2v)2 RE 
ee ltztrt“ -) (5): 
so ergeben sich die beiden partikularen Lösungen der Differential- 


gleichung (8), wenn man für das zweite eine lineare Kombination 
von (10) und (12) nimmt: 


m = Fo) nz ae 


Um nun aber die partikularen Integrale X und K’ durch 
‘ diese Funktionen darzustellen, müssen wir das Verhalten von K, K’ 
für qg = 0 untersuchen, wofür zugleich #2 — 0 wird. 
Es ist aber für g — 0 nach $ 25 und $ 42: 
en N. DR u 














AN 





(13) 
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also: | #2 
Lim (1os Te io) — (, 
andererseits ist 2?:K' — 292,0 ($ 42) oder: 


4 


a 2 %2 ) 9 
ER log 7 — (10g TE ino) + ızo(l — 9,), 
woraus: 
15 DR 1 
(15) ( 310875) = 


Da nun X und X’ partikulare Integrale von (8) sind (für 

— x2), so haben beide die Form: 
K=ay —+ Ya K=ay + @y, 

worin 4, Ga, Qi, da konstant sind. Da K für <= 0 endlich 
bleibt und den Wert 2 erhält, so ist a, = 0, a, = *z, und 
damit X’ 3logx endlich bleibe und [nach (15)] den Wert log 4 
erhalte, muß & = 1 und a; = 0 sein. Also ergibt sich, wenn 
man x = x2, 1— x —= x? setzt: 


(16) RA ge) 
2 h 2 2 16 x’2 


und 





(17) Eh a 5. 
T uf ea 
worin, wie schon bemerkt, die Reihen @(x2), F(x#?) konvergent 
sind, so lange der absolute Wert von x? ein echter Bruch ist. In 
der Differentialgleichung (4) liegen nun freilich die Mittel, die 
gefundenen Ausdrücke für X, K’, q über dies Konvergenzbereich 
hinaus fortzusetzen. Einfacher gelangt man dazu aber durch die 
Anwendung der Landenschen Transformation. | 
Wir begrenzen die Ebene der komplexen Werte x2, indem 
wir längs der reellen Achse zwei Schnitte von 0 bis — © und 
von 1 bis © legen. In der so begrenzten Ebene sind dann alle 
Wurzeln aus x2, #'2 eindeutig dadurch bestimmt, daß sie für 
positive echt gebrochene x? reell und positiv sein sollen. Es 
ist nun nach den Formeln der Landenschen Transformation 
[S 44, (28)], wenn wir mit #,, #1, Ki, Kı die Funktionen von ® 
bezeichnen, die sich aus x, «', K, K’ ergeben, wenn ® durch 2o 
ersetzt wird: | 


(18) 











1— ya 
4 = nn, %ı = rk) 
1% I+% 


2K=(l+w)K, KK=(l+#)K. 
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Wenn wir also in (17) © durch 2@ ersetzen und die Quadrat- 
wurzel ziehen, so folgt: 





@ (x?) 
ae - 

19 0 m Pa Fir”), 
(19) Fr 


Hierin erstreckt sich nun der Konvergenzbereich über den 
in der Ebene x? gelegenen Einheitskreis und dieser entspricht der 
ganzen Ebene #2. Denn der reelle Teil vom «’ ist in der ganzen 
Ebene der x? positiv mit Ausnahme der beiden Ufer des von 
—1 nach + © verlaufenden Schnittes, an denen #’ rein imaginär 
ist. Daraus ergibt sich, daß der absolute Wert von x, kleiner 
als 1 ist, und daß die Peripherie des Einheitskreises in der 
Ebene x, den beiden Ufern dieses Schnittes entspricht. 

Man kann aber die Konvergenz dieser Ausdrücke noch ver- 
bessern durch eine abermalige Anwendung der Landenschen 
Transformation. Bezeichnen wir das Resultat einer nochmaligen 
Verdoppelung von ® durch den Index 2, so folgt: 


_— l—y« 
be BauwErZz 5 
(20) AK, = (Va Kl YA), 


% — nr 6 (x?) 
— - e 4 F (#32) 
q 4 #5 9 


worin nun der Konvergenzbereich die Ebene der x? zweimal 
(mit einer Verzweigung im Punkte #2 = 1) bedeckt. 

Diese Operation kann man fortsetzen, indem man nach der 
Formel (17) aus #, durch Verdoppelung von ® eine neue Größe %;, 
daraus ebenso #, usf. herleitet. Man bekommt dann eine Reihe 
von Ausdrücken für q, deren Konvergenz eine immer bessere 
wird. Für ein beliebiges v ist: 











esueba). 
2 
(21) Ir) 
fr ’ 
Die erste Gleichung (18) 
42 
I (ae 


zeigt, daß, so lange der absolute Wert von x? kleiner als 1 ist, 
und folglich der absolute Wert von 1-+ x’ größer als 1, der 
absolute Wert von x, kleiner ist als der von x2, und folglich 
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nähert sich %, mit unendlich wachsendem v der Grenze Null. 
Daraus erhält man für q die Darstellung: 


v—1 v—1 


2 2 
2 = in Van = tin], 
die bei reellen Werten von x zur Berechnung geeignet ist. 

Aus jeder der Formeln (21) kann man eine Reihenentwicke- 
lung von q nach den steigenden Potenzen von %, herleiten, deren 
Konvergenz mit wachsendem »v zunimmt. Wendet man ins- 
besondere die Formel (20) an, so erhält man eine Entwickelung, 
die von Weierstrass in den Monatsberichten der Berliner Aka- 
demie vom Jahre 1833 mitgeteilt ist, deren Konvergenzbereich 
die Ebene #2 zweimal ausfüllt. | 

Die Koeffizienten dieser Entwickelung berechnet man am 
einfachsten aus: 


REN er A 
(23) a EZu zu 1 + 29: 4 2gql +... ’ 


und erhält so nach der Methode der unbestimmten Koeffizienten: 





ee ee + 


Ne nor (Le)” + a 


Ebenso läßt sich nach (23) auch umgekehrt Y%, in eine 
nach Potenzen von q fortschreitende Reihe entwickeln: 


Se ae TE TE. 2, 
die man auch durch Umkehrung der Reihe (24) erhält. 

Damit ist die am Anfang dieses Paragraphen gestellte Frage 
vollständig beantwortet. 

Bezüglich der Anwendung der hier entwickelten Formeln zu 
numerischer Berechnung von q sei noch bemerkt, daß, wenn x? 
näher an 1 liegt, man ein besser konvergentes Verfahren erhält, 
wenn man x2 mit «’2 vertauscht. Die Rechnung ergibt dann zu- 


nächst nicht g, sondern 
ei 


[#2] 


q =; ; 
woraus man aber q aus der Formel erhält: 


loggloggqg’ = 2. 
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$ 53. Die Lösungen der Gleichung j(®) — J(ß)). 

Die Resultate von S 5l genügen zunächst, um die Beziehungen 
der verschiedenen Werte von & festzustellen, die zu demselben 
Wert von «2? führen. Sei also: 

(1) 9,,(0, ©) 2a 9, (0, @) BEN 
9 (0, @) 9, (0, @) 

Setzen wir | 
(2) DE ln 
so genügen (nach $ 42) sowohl die Funktionen 
(3) 0 (0, ®) 91(U, 0) 91 (0, @)F,u(u, ©) 91(0, @)Poo(t, ©) 

90(0, @)Pı(u, 8)’ (0, 8), @)” Foo (0, ©) do (U, ©)’ 
als auch 
(4) Il; I lu,w) Frl, ol, @) BorlO, ©’) Foo (u, @) 

9,0(0, 0) 94, (w,@’)’ 9,,(0,@')dy1(W,@)’ 9yo(0,@') do (w,@’)’ 
für x, y, 2 gesetzt, den Differentialgleichungen (1) des vorigen 
Paragraphen, und die entsprechenden dieser Funktionen sind also 
identisch. Wenn nun w — # ist, so verschwindet #,, (u, ©’) 
und es muß dann auch 9,,(uw, ®) verschwinden. Demnach folgt 
aus (2) mit Rücksicht auf $ 21: 


(5) 99, @) = 9, (0, @)(& + Po), 
worin &, ß ganze Zahlen sind, die der Bedingung 
(6) =], = (0 (mod 2) 


genügen. Ist vw’ —= @':2, so verschwinden #,, (w, ®') und 9,, (u, ®), 
und daher ist wie oben 


(7) 900, 0) 0! = 9, (0, @)(y + Io), 

worin } 

(8) y»=0, d=1(mod)). 
Daraus folgt: 

ran 

u rer 


Da aber in gleicher Weise geschlossen werden kann: 
9% @) = 95, (0, @)(e + Po’), 
9,(0, 0)o — 9, (0, 0) (y’ + 0'0)), 
worin «, ß', y', 6’ gleichfalls ganze Zahlen sind, so ergibt die 
Substitution (5) in diesen Gleichungen: 
I = («+ Bo)(@ + Bo) 
0 = (u + Bo)(y +90) 
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N 
or 


Drückt man in diesen Gleichungen w»’ nach (9) durch ® aus, 


so erhält man 
l= «(@ + Po)+ By + do), 
o — y(& + Bo) +-0(y—+6do), 
und da © nicht reell ist, so zerfällt jede dieser Gleichungen in 
zwei andere: 
oe! + Yf =, Be HOP —= N, 
a rrYt—0t Pit ml. 
Mithin ist 
(88 — Py)(@d — Ey) 1, 
und daher, da ©, ®’ beide einen positiven imaginären Teil haben 
müssen, also nach (9) die Determinante «0 — ßy positiv sein 
muß: 
oe — By —=l, 
eh dan y=—y, BZZP. 

l. Es hängen also ®, © durch eine lineare Trans- 
formation, und zwar [nach (6), (8)] durch eine der ersten 
Klasse ($ 36) miteinander zusammen. Daß auch um- 
gekehrt zwei solche Werte o, ® denselben Wert #2 er- 
geben, ist bereits oben nachgewiesen. 

Ein ähnlicher Satz ergibt sich als unmittelbare Konsequenz 
hieraus, für die Invariante 7(®) (8 46). 

2. Die Gleichung: 

(10) | i(@) = 50) 
ist dann und nur dann befriedigt, wenn ® mit ® durch 
irgend eine lineare Transformation 


(10) 
yo 
zusammenhängt, wenn also 
al omg: 
(11) ee od — Py—1 
ist. 
Denn bezeichnen wir die zu ®’ gehörigen Werte von x2, x’? 
mit A2, A’2, so kann die Gleichung (10) so geschrieben werden: 
(1 In, 4'2)3 ns (1 SE.2y2 #'2)3 
Ar 4% u nt y't ; 
und ist in bezug auf A2 eine Gleichung sechsten Grades, deren 


Wurzeln 
1 1 „2 „2 
Pe 7 7 #2 
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sind. Es findet daher (mit Rücksicht auf 3 45) eine der folgenden 
Beziehungen statt: 


2 = 0), e(—o) ®@+1), (2), 


An) Ateı 


wonach aus dem ersten Satze die Richtigkeit des zweiten folgt. 

Die Variable © ist hier immer auf einen positiven imaginären 
Teil beschränkt, und wenn wir zwei durch eine Gleichung (11) 
zusammenhängende Zahlen &, © äquivalent nennen, so haben 
alle mit & äquivalenten Zahlen einen positiven imaginären Teil. 
Wir können unseren Satz 2. auch so aussprechen: 

3. Die Funktion j(o®) hat für alle äquivalenten Werte o 
und nur für diese einen und denselben Wert!). 

Zu jedem Wert von ® gehört ein bestimmter Wert von 7(o), 
und zu jedem Wert von j(w) ein Wert von »@ und die Gesamt- 
heit der äquivalenten Werte ®. Wenn also eine einwertige 
Funktion ®(o») von ® der Bedingung genügt: 

y—öo 
Ale 
so ist P(w) eine einwertige Funktion von j(®), und wenn wir 
also annehmen, dab P(®) nur für eine endliche Anzahl von 
Werten j(») unendlich und nur in endlicher Ordnung unendlich 
werde, so folgt, daß ®(w) eine rationale Funktion von 7(o) ist. 

Die Voraussetzung trifft z. B. immer dann zu, wenn ®(o) 

mit j(®) in einem algebraischen Zusammenhange steht. 
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Es sei Y(®) eine eindeutige Funktion von &. Wendet man 


auf & eine lineare Transformation & — 0 A an, so geht Y(o) 
in eine andere Funktion 

y+o6do 
() % ( —- 7E) 


über, die wir mit %|S bezeichnen wollen. 





') Dieser Satz ist zuerst von Dedekind bewiesen (Örelle, Bd. 83). 
Dedekind nennt danach die Funktion val(w) = 3”?27°j(w) die Valenz 
von w. ; 
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Die Funktion Y(®) kann möglicherweise bei gewissen Trans- 
formationen 5 ungeändert bleiben (z. B. immer bei der identi- 
schen Transformation). Alle Transformationen, die eine Funk- 
tion Y(o) ungeändert lassen, bilden eine Gruppe ®. Denn ist 


Do, DIA EU; 


v|Ss, == v|S, — tv. 
Die Gruppe © ist ein Teiler der Gruppe X aller linearen 
Transformationen. 
Ist & ein Teiler von 2 von endlichem Index (2,6), und 
»(o) eine Funktion von ® von der Eigenschaft, daß auch 
umgekehrt 


so Ist auch 


v(o) = v(@) 
einen linearen Zusammenhang 
RR ACHE 

%“—+ßo 


zur Folge hat, in dem % n) eine zu ® gehörige Trans- 


[69] 


formation ist, so heißt Y(o) eine zur Gruppe ® gehörige 
Modulfunktion. 

Wir beschränken uns auf die Betrachtung solcher Modul- 
funktionen, die mit dem Modul #2, also auch mit j(o), in einem 
algebraischen Zusammenhange ‚stehen. 

Unter dieser Voraussetzung läßt sich der folgende allgemeine 
Satz aussprechen: 

Wenn Y(o») zur Gruppe © gehört und y(o) durch die 
Transformationen von ® ungeändert bleibt, so ist x(o) 
rational durch Y(w) ausdrückbar. 

Denn zunächst ist y(®) eine algebraische Funktion von Y(o), 
und d(w) kann als algebraische Funktion von j(®) jeden Wert 
annehmen. Zu jedem Wert von Yy(o) gehört aber nach Voraus- 
setzung nur ein Wert von %(o»), und daher ist x(®) als ein- 
wertige algebraische Funktion von Y(o) rational. 

Das Studium der in & enthaltenen Gruppen und der zu ihnen 
gehörigen Modulfunktionen bildet den Hauptgegenstand des großen 
Werkes von Klein und Fricke: „Vorlesungen über die Theorie 
der elliptischen Modulfunktionen“ (2 Bde., Leipzig, Teubner, 
1890, 1892). Wir betrachten hier nur einige ganz spezielle Fälle 
dieser Gruppen und Funktionen, auf die wir im Verlauf unserer 


Untersuchungen gestoßen sind. 
Weber, Algebra. III. 12 
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Eine große Klasse von Teilern der Gruppe % mit endlichem 
Index bilden die sogenannten Kongruenzgruppen, die, wenn 
m irgend eine ganze Zahl ist, durch die vier Kongruenzen 


( = R — (5 .) (mod m) 


charakterisiert sind. Die zu diesen Gruppen gehörigen Modul- 
funktionen heißen Kongruenzmoduln mter Stufe Für m = 2 
ist dies die Gruppe A (8 36). Wir werden von den folgenden 
Sätzen Gebrauch machen: 

l. Der Modul #2 ist nach $ 52 eine zu dieser Gruppe ge- 
hörige Modulfunktion; da nach 8 36 alle diese Transformationen 


aus den beiden 
ER) 
PFERDE 01 


zusammensetzbar sind, so können wir den Satz aussprechen: 
Jede Modulfunktion, die durch die beiden Ver- 
tauschungen 


(0,0 — 2), (© mn! 


ungeändert bleibt, ist eine rationale Funktion von 22. 

2. Die Funktion x?x’? gehört zu der aus der ersten und 
zweiten Klasse des $ 36 gemeinschaftlich gebildeten Gruppe W. 
Diese Gruppe läßt sich durch Wiederholung der beiden Trans- 


formationen 
(4 0 ( 0, \) 
a nr —1,0 


ableiten, und wir können daher den Satz aussprechen: 
Jede Modulfunktion, die durch die beiden Ver- 
tauschungen 


(0, o — 2), (o, ) 


ungeändert bleibt, ist eine rationale Funktion von #2x’2 
Hieraus folgt noch: 
3. Jede Modulfunktion, diedurch (»,@—+ 2) ungeändert 


bleibt und durch (0, -,) ihr Zeichen ändert, ist das 


Produkt von («2 — x#2) mit einer rationalen Funktion 
von x2«'2. 
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4. Die Invarıante j(®@) gehört zur Gruppe % (8 53) und 
daher der Satz: 

Jede Modulfunktion, die durch die beiden Ver- 
tauschungen 


(0,0 +1), (o, -,) 


ungeändert bleibt, ist eine rationale Funktion von j(o). 
Außer diesen führen wir noch zwei andere Modulfunktionen ein. 
Aus der Definition der Funktionen f(»), f(®), fs(®) [8 34, 
(1), (10)] ergibt sich, wenn man die beiden Gleichungen $ 42, (3) 
miteinander multipliziert: 


2) fo) = v ka=VEVt, 2o)= Va VE 


HH 








BO) Ne a 
(3) a 


Auf Grund von 8 46, (15), “> definieren wir zwei Funk- 
tionen 9,(@), 93(@): 
Zn 2 „2 


—s 1 
‚(o) = NN et 
7240) = Yo) = NR" 


y,(@) = Yj(@) — 27.64 — un 


die nach (2) und (3) als eindeutige Funktionen von » folgender- 
mabßen darstellbar sind: | 


(4) 


en Lk, 

R 0) 

| ee [f@)* + 8] (®e)® — f2(o)?] 
Y:(@) = f(o)® ? 


wofür man nach den Grundformeln für die /-Funktionen [$ 34, 
(11), (12)] auch setzen kann: 


(6) 120) = Flo)’ flo)’ + Flo)’ Tre)! — A (of: (o)}; 

(7) 7:(0) = z[fo)’+ flo) Lf@)’ + frlo)] [A (@)' — flo)"). 
Es sind also x = ff, —f}; Rh die Wurzeln der kubischen 

Gleichung 


(8) a eg 


und 4y? ist die Diskriminante dieser Gleichung. 
12* 
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Bemerkenswert sind auch die Differentialgleichungen: 
(9) da? — —d#? —= ridi,r:#2do [S 52, (8)]; 


(10) da2a'2 — — nid, (#? — #?)#?n2do, 
1) af) = Folk) — fo)1de, 
(12)  dyslo) = — "2 y(o)n(o)'do nach (6) und $34, (10)} 


(13) dj(o) = — 2niy,(o)?y(o)n(o)!do. 
Man erhält sodann für die linearen Fundamentaltransforma- 
tionen aus $ 34, (13), (14), (15): 


Y9%(@ +1) = ar, (@), Ya (— —) — 19(0), 








(14) : 
Y3(@ +1) = — Y5(@), Y3 (- >) — — (0), 
und aus $ 40 findet man allgemein: 
| 0 
Ya rn = ei = 012 (0), 
(15) R 
(EEE) = oem 


worin e wie in $ 40, (3) die Bedeutung hat: 
2rÜ 
ee a  g 
Es sind dies also Modulfunktionen, und die Gruppen, zu 
denen sie gehören, sind durch die beiden Kongruenzen charak- 
terisiert: 
—oß + uay + Bd — a2ßy = 0 (mod 3), 
oy + By + 6 = (0 (mod 2). 
Wir geben hiernach unserem Satz 4. die folgende Ergänzung, 
die sich aus den Formeln (14) ergibt. 


5. Eine Modulfunktion, die durch die beiden Sub- 
stitutionen 


mat le) 


das Zeichen ändert; ist das Produkt von y,(®) mit einer 
rationalen Funktion von j(w). 
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6. Eine Modulfunktion, die durch die Substitution 


(o, -,) ungeändert bleibt und durch (wo, @ +1) den 


270 


SIT 1 


z + 
Faktor e 3 annimmt, ist das Produkt von y(o) mit 
einer rationalen Funktion j(o). 
7. Eine Modulfunktion, die durch die Substitutionen 


(o, — >) das Zeichen ändert und durch (wo, © + 1) den 


3 +1 
Faktor —e ?® annimmt, ist das Produkt von 9(@)y;(®)- 
mit einer rationalen Funktion von j(o). 

Eingehender werden wir uns mit den Modulfunktionen im 


zweiten Teil beschäftigen. 


$ 55. Darstellung der elliptischen Funktionen durch v und x. 


Wenn wir das Umkehrproblem der elliptischen Integrale so 
wie in S 5l als die Aufgabe der Integration der elliptischen 
Differentialgleichungen fassen, so verlangt es die Darstellung 
der drei Funktionen snv, ecnv, dnv durch die beiden unabhängigen 
Variablen v, #2. Diese Aufgabe ist durch $ 42 gelöst, aber be- 
züglich der Variablen «2 nur implizite Man kann aber auch 
Darstellungen finden, in denen #2 explizite vorkommt, und zwar 
durch Reihen, die nach Potenzen von ». fortschreiten, deren 
Koeffizienten rationale Funktionen von #2 sind. Die 
Koeffizienten dieser Reihen können freilich nicht durch ein all- 
gemeines Gesetz dargestellt, sondern nur sukzessive berechnet 
werden. Diese Darstellungen verdankt man hauptsächlich Weier- 
strass!). 

Die o-Funktionen können, da sie durchaus endliche und 
stetige Funktionen von % sind, in unbedingt konvergente Potenz- 
reihen nach « entwickelt werden, und wenn wir daher die in 
S 45, (2) vorkommenden o-Funktionen in dieser Weise ent- 
wickeln, so bekommen wir eine Lösung unserer Aufgabe. Wir 
setzen daher 


!) Über die Weierstrasssche Theorie der elliptischen Funktionen vgl. 
man besonders die von H. A. Schwarz herausgegebenen „Formeln und 
Lehrsätze zum Gebrauch der elliptischen Funktionen“. Über die Reihen- 
entwickelungen vgl. man auch Königsberger, „Vorlesungen über die Theorie 
der elliptischen Funktionen“, 25. Vorlesung. 
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a2’ +1 


o(v, 2K, UR)— EA, I az 
00 (v, 2K, 2:K') — zB, ec Fr 


(1) 927 
61(%, 2K,2iK') — 2 (2 ® en 


Eon 
und die A,, B,, C,, D, sind die zu bestimmenden Funktionen 
von #? oder von o&. Fassen wir sie zunächst als Funktionen von 
© auf, so ergeben die linearen Transformationen [S 45, (3)]: 


la A zn, 


4(-) = VA), 

B.(—z) = U" Bo), 
© 

(5) = (—1)".D,(0), 

D.(-z (to 


“2r’A,(@ +1) = A,(o); 
A “«”’B, (oo +1) = (,(w), 
(3) «2? 0,(@ +1) = B,(o), 
ur Dia un 


A;,(0 + 2) = 4,(o), 
i b,(® + 2) = B,(o), 
se G,(® + 2) = 6G,(e), 
D,(0.4+ 2) =.D,(o). 


Hieraus schließen wir auf die charakteristischen Eigenschaften 
dieser Koeffizienten als Funktionen von #2. Zunächst erhellt aus 
der Bedeutung der Koeffizienten, daß für jeden Wert von #2 mit 
etwaiger Ausnahme von x2 — 0, 1, » die Koeffizienten A,(x2), 
B, (2), C,(#2), D,(#2) endliche und stetige Funktionen von x? sind. 

Aber auch für #2? — 0 bleiben diese Funktionen endlich 
und man kann ihre Werte leicht finden, wenn man in den Dar- 
stellungen des $ 37 q und mithin #2 in Null übergehen läßt. 
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Man erhält dann aus den Entwickelungen in $ 25 mit Rücksicht 
darauf, daß nach 8 34 und $ 42 für ein verschwindendes q 


1 
n(o) — q, Da 
wird: ® | pn ou 
en Va 


e6 > zB, (0) —— 

Zr ® 
(5) ( D) 

e® a > C, Or 
e° cosv — zD, (0) —— TEDY Si 

Die Formeln (2) Kralenn nun: 
A,@2) = (— 1)" 4, (#2), 
B,(@) = (—1)’B, (#2), 


(5) 0,(#'2) = (— 1)’ D, (x2), 
D,(#?) = (— 1’ 6,(#2), 
woraus folgt, daß auch für x2 —= 1 diese Funktionen 


bleiben, nämlich: 
4.) = 14,0), 


(7) B.() = V’B,(0), 
C.) = -1)"D,(0), 
DB CH0]. 

Das System (3) läßt sich ferner so schreiben: 


A) = Al), 
vB, (—) = 6), 
22 (, (54 )= B.@), 
-)= Di), 


(8) 








Kar D, (Br 

woraus für ein. unendliches x?: 
a2) 2 Ay) 
Ba) 0 
(9) C,(#2) = #"B,(0), 
Da: 420, (0) 


endlich 
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und hieraus wird geschlossen, daß die Koeffizienten A,, D,, O,, D, 
ganze rationale Funktionen von x? vom Grade v sind, und 
aus $ 54, 2, 3, folgt überdies noch, dab A,, D, bei geradem v 
rational durch #2x’2 ausgedrückt sind, während sie bei ungeradem 
v gleich dem Produkt von (#’2 — x2) mit einer rationalen Funk- 
tion von #2x#'2 sind. 
Aus B, findet man Ü, mittels der Formel: 
(10) 0, (2) = werB, (er) 


und D, durch Anwendung von (6) und (8): 
i U VardYV — «2 
11) D@) = (-17G,@) = (1). B, ( = ): 


Da man aus (5) die Koeffizienten A,(0), B,(0), C,(0), D,(0) 
leicht bestimmen kann, so ergeben sich aus dem hier ent- 
wickelten Formelsystem die Koeffizienten A,, B,, C,, D, ohne 





weitere Rechnung bis v — 3 einschließlich. 
Man findet: 
A el A Ay u — 2x2), 
b=1lN = 3 er = + 24242), 
G=1 G= zUtmM) G= 32m), 
D=1,D= fi +#), D=- HC — 242). 
= m)@H+ RR), 
DB = @ — 22) (5 — 2242), 


a Sl 4-2) (5a 4 222), 


D) = — (+ #2) 429) 


Weitere Koeffizienten lassen sich auf demselben Wege, wenn 
auch weitläufiger berechnen, indem man die Ausdrücke für die 
6o-Funktionen in $ 32 nach Potenzen von q entwickelt und, wie 
hier die niedrigste Potenz von q, so die höheren benutzt. Weier- 
strass bedient sich zur rekurrenten Berechnung der Koeffizienten 
gewisser partieller Differentialgleichungen, ähnlich der, die wir im 
nächsten Paragraphen für die Funktion 6 ableiten werden. 
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$ 56. Potenzreihen für die Weierstrassschen Funktionen 
@ (u), 6 (u). 

Die Funktion o(w), als Funktion von « betrachtet, läßt sich, 
wie schon bemerkt, in eine in der ganzen u-Ebene konvergierende 
Reihe nach Potenzen von u entwickeln, und nach 8 35, (8), (12) 
hat diese Entwickelung die folgende Form: 


(1) ou) = ut eu + u + u + 03uU + --- 
Die Funktion | 
 __  dalogo(u) _ 0’(w)? — 660”(w) 
(2) © ÜR Sri ee Fe 


läßt sich ebenfalls nach steigenden Potenzen von « entwickeln, 
aber nicht mehr in eine immer konvergente Reihe, sondern diese 
Reihe hat einen Konvergenzkreis. Sie hat die Form: 


(3) PW=ztatam tw tat 


und man kann die Koeffizienten «a, 4, As, As, ... der Reihe nach 
aus der Differentialgleichung [$ 46, (18)] 
(4) ou? = kplu)? — nKnlu) — 9 


als Funktionen von 95, y; bestimmen. 
Es ist zunächst 
alu) = = + 2au 44a + 6azwW + .--, 
4 8a : 
o'(u)? Far Rr — 16a, + (4a) — 24a;)u? + ---, 


und da ’(u)? kein Glied mit «7* enthält, während in 9 (u)? 


das Glied 3au=* vorkommt, so muß a — 0 sein. Danach er- 
gibt sich: 
! 1 3a 5 
Ar Ba Bla 
d 
9) = 2 + a, u? Bunde 


Und wenn man dies in die Gleichung (4) einsetzt, so folgt 


Re ar Man s 
6) en: 72 n.28' 1000 
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Durch Integration von (2) findet man: 


und aus dieser Gleichung folgt: 


Ka EN ER 75 dans Me ypH E 
9), Are uh 18100 2 Test 

Daß &« —= 0 ist, folgt auch aus dem in 8 35 bewiesenen 
6" (u) = 0; indessen war dies dort auf ziemlich umständlichem 


Wege bewiesen. Wir haben sonach folgenden Anfang der Ent- 
wickelung von 6(w), wobei der Übersicht halber die numerischen 
Nenner in ihre Primfaktoren zerlegt sind: 
92 93 9; 

N 

Zur rekurrenten Berechnung der Koeffizienten in der Potenz- 
reihe für o(w) dient eine partielle Differentialgleichung, die als 
eine Umformung der partiellen Differentialgleichung für die 
»-Funktionen betrachtet werden kann. Wir leiten sie auf fol- 
sendem Wege her. 

Die Funktion o(u) war durch die beiden Periodengleichungen 
Ss 35, (9) 


ou— ao) = —mutn)o(u), 
(8) (u + 8) —= —ertrtwdo(n), 
Mo 0, in 


bis auf einen von uw unabhängigen Faktor bestimmt. Es ergibt 
sich aber durch Differentiation der letzten Gleichung (8): 








om On Zu 
009, ee ja =:0, 





oNı On a 
00, > a + N FF v, 


on on ER f On =) 
0. (m Hs) = oa + mon 


und wir führen also eine Größe r ein, die wir so definieren: 


also: 





Ö 0 
Der Zi ae = 10, 
(9) 
0 Ö 
Zuge 2 Ma on a = —r0,. 
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Nun weist man durch Differentiation der Periodengleichungen 
E nach, daß die Funktion 


DIY)EE = a nn —+4n Ma De 4ru26 


den Periodengleichungen (8) genügt, und Seo gleich CO o(w) ist, 
worin C von « unabhängig ist. Die Entwickelung von o(u) nach 
Potenzen von u fängt aber mit u3 an, während o(w) mit u an- 
x —= () sein. 

Nach (7) beginnt die Entwickelung von 00/6%®, und 06/0 @, 
‘ erst mit «5, und die ersten Glieder von 0?6/0u?2 und 4ru?2o sind 














— g9u3/12, ru, woraus 4r — 9/12 folgt, und demnach erhält 
die Differentialgleichung für 6 die Form: 
06 06 VE Phsli 
(10) +4 en RT ei © 
und nebenbei ergeben sich aus (9) die Relationen: 
on on __ 92 
an) Der} my, >; 48 91 
„m om _ __ 
a PR OR 159: 


Nun sollen in der Differentialgleichung (10) statt der Variablen 
@,, @ die Variablen 95, 9; eingeführt werden, und wenn wir also 
SIE Ip 42%: 69 
00, 0 Ya 00, 093 00, 
2 hl dar 2A. D0R 
00 er 0 95 00, 09; 00, 
setzen, so erhält (10) die Form: 


026 anna inspon 
(12) Zur hd _- RIER —+ 2 — 0, 


worin 





PR 0.9o en, 
»—4(n Ma - 
) 09 
h, = (my ne 5). 
Die Größen h,, h;, durch 95, 9, ausgedrückt, ergeben sich nun 


aus der Differentialgleichung selbst, wenn man für 6 die Ent- 
wickelung (7) einsetzt. Danach ist bis zur 7ten Potenz von «: 
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026 7 3 u5 u? 

dur ee 12 35 8° ,35.7 

O0 u> 

OUT“ ur 94.3.5 

06 wu! 

Rs er BT 
92 92 Ve 0 
Br IT Tue g4®R3357 


und wenn man dies in (12) einsetzt und die Koeffizienten von u 
und u? gleich Null setzt, so ergibt sich: 


h, = — 1295, = —39 
und wir erhalten die Differentialgleichung: 
026 06 2,06 9 
3 a ee —  ZZyu260 — 
(13) ou? 2.93 Od 3 rL O4s 1219 U 0. 


Setzt man die Reihenentwickelung für 6 mit unbestimmten 
Koeffizienten an: 





SA yartı 
Er De on a 
so erhält man aus (13) die Rekursionsformel: 
P% 0A, 2 0A, _ı (2v—1)(2v — 2) 2 
(15) 4, = eg 093 ED A, 


woraus zu schließen ist, daß die A, ganze rationale Funk- 
tionen von 9, und g; sind, deren Koeffizienten rationale Zahlen 
sind, die nur Potenzen von 2 und von 3 im Nenner haben können. 
Die Reihe (14) besteht daher aus En von der Form 

nt 


Am nlaya)e (29;)" cr er @v + 1)! 


und aus der Homogenität der Funktion 6 [8 37, (8), $ 46, (13)] 
folgt: 


(16) 2m+3n=», 
für die Koeffizienten a„,n ergibt sich en aus (15): 


(17) San = (m Ta ar (m + Dame, n+ı 


1 
se ;, 2m + 3n — 1) (4m + 6n — Dans 


worin dyo —= 1 und die a, bei denen einer der beiden Indizes 
negativ ist, gleich Null zu setzen sind. 
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Daraus läßt sich «„,n finden, wenn die früheren an, d. h. 
die in dem 2m — 3n kleiner als v ist, schon berechnet sind. 

Man sieht daraus, daß die «a„.„ nur Potenzen von 3 ım 
Nenner enthalten. In den von H. A. Schwarz herausgegebenen 
„Formeln und Lehrsätzen zum Gebrauch der elliptischen Funk- 
tionen“, nach Vorlesungen von Weierstrass (2. Ausgabe 1893), 
sind die a„.„ bis zu v = 17 berechnet. Es zeigt sich dabei, daß 
diese Koeffizienten nicht nur ganze Zahlen sind, sondern daß sie 
auch mit v wachsende Potenzen von 3 als Faktoren enthalten. 
Einen Beweis hierfür vermag ich nicht zu geben. 


Sechster Abschnitt. 


Multiplikation und Teilung der elliptischen 
Funktionen. 


$ 57. Multiplikation der elliptischen Funktionen. 


Unter der Multiplikation der elliptischen Funktionen versteht 
man die Darstellung der Funktionen snnv, cnnv, dnnv für ein 
ganzzahliges n als rationale Funktionen von sn», cnv, dnv, eine 
Aufgabe, die, wie aus dem Additionstheorem ersichtlich ist, immer 
gelöst werden kann. 

Die Form der Lösung ergibt sich leicht aus der Betrachtung 
der ®-Funktionen. | 

Es sind, wie aus $ 21 unmittelbar zu ersehen, die Funktionen 
%,, (nu) ©-Funktionen der Ordnung n?, deren Charakteristik 
bei geradem n gleich (0, 0), bei ungeradem n gleich (g,, 95) ist. 
Überdies ist 9,, (nu) eine ungerade, Bon (nu), Po(nu), do (nu) 
sind gerade Funktionen von «u. Es lassen sich also diese Funk- 
tionen rational durch die #-Funktionen darstellen und die Sätze 
des $ 21 ergeben die Form dieser Ausdrücke. Es wird, wenn wir 
wieder mit F®(r,y) eine ganze, rationale, homogene Funktion 
vter Ordnung bezeichnen: 


bei geradem n: 
n2— 4 


“e (nu) = Don («) UF ? [9%,W), 92, (u), 
Inu) = F?[92, 9) (91,92) = (10), (01), (00), 


bei ungeradem n: 





n?—ı 


(2) IR) = du, (u) F z [92,(&), 9, (W)]. 


Er 
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Wenn wir diese Formeln durch #;, (w)"* dividieren, so lassen 
sich die rechten Seiten als ganze rationale Funktionen von den 
elliptischen Funktionen sn», env, dn» darstellen ($ 42). Wenn 
wir also 

(3) Wu LU U, 
setzen, so können wir die Formeln (1), (2), indem wir einen kon- 
stanten Faktor passend bestimmen, so schreiben: 


Brose 2. CHU 4, 0 dee 


I. bei geradem n: 
don Yıı(nu) 











on la zy2A(x?), ALOE 
a Deu 1 BO 
TR 
a a SR] 
II. bei ungeradem n: x 
| re Ha — x A(a2), A) = n, 
a a — yB(@2), B0)=1, 
Bi. CÖ-L 
mi an — Dias), DO) = 1, 


worin A, B, ©, D ganze rationale Funktionen von «2 sind, deren 
Grade sich aus den Formeln (1), (2) folgendermaßen ergeben: 











A (a2), B(a2), Ca), Dia), 
2 2 2 2 x 
Grad: S — 2, > .-. 5 n gerade, 
n?2 — 1 n— 1 n"”—1 2— 
OBER SE 5 n ungerade. 


Aus den Definitionen I., II. erhält man unmittelbar die Werte 
von A(0), B(0), C(0), D(0), d. h. die von n unabhängigen Glieder, 
wie sie beigefügt sind. 

Mannigfache Beziehungen zwischen diesen Funktionen ergeben 
sich noch auf folgendem Wege: 
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$ 57. 


Ersetzt man, um ein Beispiel hier ausführlicher durchzuführen, 
v durch v + K, also u durch u — , so gehen &, y, z nach S 44, 
(18) in y/2z, —«'x/z, #/z über, und man erhält nach $ 21, (8) 
aus der ersten Formel II für ein ungerades n: 


Doo I 190 (nu) 
Yo %%, (u) 








| 


do, (U) 
do (U) 





n—1i 
ee a 
"= 0" tale) 


Andererseits ist die linke Seite nach der zweiten Gleichung II 


Y ee 
.(E) Be, 


und nach $ 42 gleich 


und folglich: 


Ben ( 


Ba; 2). 
u) £2 


Setzt man darin rl say Dar endete re], 


2 =], 50 Tolgt: 


n—1 


n—1l 


a a 
BU=-CND’nW , AdD=-CN’ Ya 
Man kann ein ganzes System solcher Formeln ableiten, indem 

man in I und II folgende Substitutionen macht: 


U, 

il 
U —+- DR 

[69] 
u ie 90 


1+ 


[69] 
2 $) 





(A 


So erhält man: 











Y, 2; 
—ı'% y' 
2 ur Pe 
—12 —ty 
a en 
ir 1 in x 
U. em2—4 
AD=(-N? ne, 
BU=(-D: ww, 
Bay Ve, 
—n? 
Ya’ D 


De 


n gerade. 
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(Wr 2). ARaRd te mc wi 
2) BE) =) 740, BO)= NY ne. 
(te D(@), 0) = a 
(7) 2) = C(@), DU) = Er 


n ungerade. 





(Et al) = N ao, A) =" ne" 
(Bau) = B@), Bio)= je 











w) =. Un 
(Ye) Ola) = @), 0») = Ve, 
(Yrz)” 2 (5) — (1)? Di), D(»)= (1)? Ye, 


n gerade. 











Ver a) = N" Da, K= e 
(Yr a I BR EN P 


—n?2—1 


(Vera) cl IE (ET 
(ra D( 


12 %2 


(7) 








Zu 


n—1 nıril 2 
)- 1) "Aa, Do)=(-)’nfe 5 
n ungerade. 


Hier sind unter A(o), B(»), C(»), D(®) jedesmal die 
Koeffizienten der höchsten Potenz von x in diesen Funk- 
tionen zu verstehen. In (7) können die beiden letzten Formeln 
aus der ersten durch Vertauschung von x mit 1/%#x hergeleitet 
werden. 

Das dritte System von Formeln kann man entweder auf 
demselben Wege oder auch dadurch erhalten, daß man in den 
Formeln (4), (5) & durch 1/x& ersetzt und (6), (7) anwendet. 


Weber, Algebra. III. 15 





42x 
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a“ wa BIN NR 
Yr (ve) T >: 
Re 2? u 
05 a) VE) 
(8) g\n® 9 
% 2 
( 5) a) m ge 
%\ 22 a 
e Vz) Dan) en) 
N ae 
J P2 a) Zn ’ 
PR n?—1 22 
(1% A) er Zu 
EL EEE „ 
% £ 1 
Eee 
Ei n?—1 22 
(v v=) 2) => b (22), 


Nach diesen Formeln kann man für 


—n? —4 
1 n' 
(5) ——Z N V: ’ 
1 n er 
—4/% 
1 ae wi 
% 
t n re 
—q/% 
De: \: | 
n gerade. 
1 en FR 
Ba a 2 we 
4(z) ci y: 
1 —n?—1 
K 
le yo 
1 we er 
c(z) — (—]) ? nl — 
1 —n?— 1 
D(5) = y: 


n ungerade. 


den Fall eines ungeraden 


n die vier Polynome A(z2), B(x2), O(x2), D(x?2) auf eines von 


ihnen, z. B. auf A(x2), zurückführen. 
Wenn man von den Formeln I, II 


je die drei ersten durch 


die letzte dividiert, so erhält man die Multiplikationsformeln für 


die elliptischen Funktionen ($ 42). 
II. Bei geradem »: 





IV. Bei ungeradem n: 








u zy2A (22) er A) 
a b (x?) ve yB(&?) 
Te Di, 
er al?)  ioıue Glas) 
dnnv — Da)’ dnnv = De) . 


Die Koeffizienten von A, B, C, D 


hängen noch von ® oder 


von #? ab. Über die Art dieser Abhängigkeit geben die Rekur- 
sionsformeln Aufschluß, die man zur sukzessiven Berechnung von 
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A, B, C, D aus .dem Additionstheorem folger. Wenn wir den 
Wert des Multiplikators n, zu dem diese Funktionen gehören, 
durch einen Index andeuten, so haben wir zunächst 


(10) A=lh, B=i,(G=1ıD=1; 
ferner aus den Additionsformeln |S 44, (16), für u — v]: 


2snvenvdnv 


ale 1 — #2sntv ’ 
cn?» — sn?v dn?v 
(11) 02.0 — en 
] 2m») _—_ 2 2, 2 
Ina, — dato — #?an?ven2v 
1 — x#2sn®v 
4,=2, 
(12) 158 jun 1 — 222 + x2x#, 
0, — 1— 2#202 4 x2.0%, 
IB Ba } nn 42%. 
Wenn wir in (11) v durch nv ersetzen, so folgt: 
Ass = BAAR: GaDs 
Ban = Ba Di — 22? 2242 0}, n gerade, 
— y?2 b2,D4 — 22224707, n ungerade, 
(13) Ogn = CRDa — n2n2y222 AR Da, n gerade, 
— 2207D3 — x2a22y? ARD}, n ungerade, 
Dan = Da — x? xtytzt4r, n gerade, 
— Di — n?xt 4, n ungerade, 
und wenn man in den Additionsformeln des $S 4 u— nv, 


v — (n—+1)v setzt: 
Asn+ı =y?2? Au Da Da+ı Onzıt Anrı Dnrı On Du, n gerade, 
— A„DaBan+1ı Car + Y?2?An+ı Da+ı OnDn, n ungerade, 
(14) Dee De RS — 7222 A, Anti Gr OFT 

Con+i= 09 Cu 31 Du. Dayı — 2 An An Hı Pn Dat: 

Dan+ı= DAD} 11 — #2aty222 A} Ar. 

Aus diesen Formeln schließt man, daß die A, B, 0, D 
sanze rationale Funktionen von x? sind, und daß die 
Zahlenkoeffizienten ganze rationale Zahlen sind. 

Denn nach (10), (12) hat diese Eigenschaft für n= 1,2 


statt und folglich nach (13), (14) allgemein. 
13* 
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Über den Grad in bezug auf #2? läßt sich noch schließen, 
daß die Koeffizienten von x?” den Grad v in bezug auf «2 nicht 
übersteigen. Denn ist diese Regel richtig für n und n —+ 1, so 
folgt ihre Richtigkeit für 2n und2»r +L,und fürn =1l,n=2 
trifft sie zu. 

Aus den Grundgleichungen zwischen den drei elliptischen 
Funktionen: 

1 —= en?v + sn?v = dn?v + x?sn?r 
ergeben sich noch die Relationen: 

D? — b2 + x2y?22 42 — (? + u202y?22 A2, n gerade, 
>) D: = y„%b? + x242 —= 220? + 20242, n ungerade, 
mit deren Hilfe man nach (14) 5,„ und C,, durch A, und D, 
allein so ausdrücken kann: 

Dan = Di — 2uRy?2? AR Di + aratyt at AR | 
On = Di — 2u2a2y222 42 DI 4 wentytat Ai] 
Di — 20242 Dn + #?24.43 

5 Di — 22x02 A, Da —+ #20 Ar 


n gerade, 


(16) 


> 
| 


n ungerade. 


= 
3 
| 


$ 58. Multiplikation der Funktion (u). 


Eine sehr elegante Form erhält die Multiplikationstheorie für 
die Weierstrasssche Funktion 9(u) mit den beiden Perioden 
01, 09: 

Betrachten wir die doppelt periodische Funktion 





(1) p(nu) — 9 (u) 
worin n eine beliebige positive ganze Zahl sein mag. Diese 
Funktion wird unendlich für u — 0, und zwar so, dab 
) Pam pw) +5 
NEESUR 
für « = 0 endlich bleibt. Außerdem wird sie aber unendlich 


für alle Werte «“ von «, die der Bedingung 
nu” = 0 (mod o,, ®;) 
genügen, also von der Form sind: 


(3) ' let v0, —+ v0, 


N 9 


worin v,, v, beliebige ganze Zahlen bedeuten. Wir erhalten alle 
in (3) enthaltenen inkongruenten Werte, wenn wir v, und v, je 
ein vollständiges Restsystem nach dem Modul n durchlaufen lassen. 
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Die Funktion (1) verschwindet für alle von Null verschiedenen 

Werte u° von u, die der Bedingung 
nu’ = u’ (mod o,, ®;) 
genügen, also für 
v@, — v3 

(4) Te fat 1 > 
wenn wieder v,, v, beliebige ganze Zahlen sind. Die Nullpunkte 
sind von der ersten, die Unendlichkeitspunkte von der zweiten 
Ordnung. 

Wir führen daher jetzt eine Funktion %„(u) ein, die wir 
folgendermaßen erklären: 


Ö) ma nit ir Orr Bere EAN 


wobei v,, v; je ein vollständiges Restsystem nach dem Modul n, 
mit alleinigem Ausschluß des Wertepaares 0,0 durchlaufen, und 
fügen noch die Bestimmung hinzu, daß Y, — 1 sein soll. 

Wenn n ungerade ist, so kommt in dem Produkt (5) jeder 
Linearfaktor zweimal vor, da die beiden inkongruenten Werte 
 Yı —- v5, 09 


u. N 


MR 


den gleichen Wert von (u) ergeben. Ist aber n gerade, so 
kommen wreder in (5) alle Linearfaktoren zweimal vor, mit Aus- 
nahme der drei 


gu) — e(%), PW) — 9 2) BT Age z =) 


die nur einfach vorkommen. Beachtet man nun, daß nach 8 41 


Du — 19 (u) 9 GIE (u) =)» W)-g (° el 


ist, so ergibt sich das Resultat: 
(6) 


wenn P, eine ganze rationale Funktion von x (w) bedeutet, 
die bei ungeradem n vom Grade %(n?2 — 1) und bei geradem n 
vom Grade 1(n2 — 4) ist, und in der das Glied höchster Ordnung 
bzw. gleich 


n:sungerade: %, — P,, 
n gerade: nn = olUu)Pn 


ng Om 7 © a 
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ist, wodurch zugleich das nach (5) noch unbestimmte Vorzeichen 
bestimmt ist. Bei dieser Bestimmung der Vorzeichen ist das 
Anfangsglied in der Entwickelung von Y„(w) nach steigenden 
Potenzen von « in beiden Fällen ($ 56): 
N 
(7) Se 
Erwägt man nun, daß die Unendlichkeitspunkte der Funk- 
tion (1) mit den Nullpunkten von Y%,„(w) zusammenfallen und die 
Nullpunkte von (1) mit den Nullpunkten von Y,+1(u), daß also 
ah vw Lp nu) — pw) 
Un +ı(U) in —ı(U) 
eine überall endliche doppelt periodische Funktion und daher 
eine Konstante ist, deren Wert sich aus « —= 0 gleich — 1 er- 
gibt, so folgt: 
Un +ılu) Un—ı(U) 
9 — EN 
©) oa) = pm) 
woraus sich die beiden folgenden Formeln ergeben: 


(10) golhnu)—= pl) — nd n gerade, 


ACT 
— ou) — ALERT Rue n ungerade. 


Wir bestimmen zunächst die Funktion P„ in den ersten 
Fällen » =1, 2, 3, 4 Dazu bilden wir nach dem Additions- 


theorem der @-Funktion [$ 49, (11)]: 
++) 


indem wir 4 —= v setzen und den Grenzwert rechts durch Differen- 
tiation bestimmen: 


1 1 - 
3 : = 1 0" (W) 9 g (6 9 (u)? em. 59) 
2 (2%) =r 9 (u) = ikea) en ) (u)3 — gg @ («) — (5° 
oder 
3 0 (u)! — 59» 9 (u)? — 395: 9 (u) — m 
(11) 9@u) = Dee Oe E 
so dab 
ı, — IE »=— go), Vs cbs, 
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3 g2 
ei 1@) (u)t — 59 1) (u)? —- 39; 1@) (u) -I 
wird. Wir erhalten ferner aus der Additionsformel ($ 49): 


(u) '(v) 
Pet pe N nggr 


indem wir v — 2u setzen, nach (9): 
rn RE (u) 9'(2u) en 9'(u); 9'(2 u) 
PO ZPEWTTZm ga Ta 
doku) di (u) 
YV, (u)? 
vu) = 9’ WP, = — ou) o'(2u), 
und wenn man aus (11) den Wert 5’(2u) bildet: 


(13) NED. © (u): + = 92.9 (u) + 109; p (u)? 


Dis 1 R G5 
+3RHW + ZInHM TI — 33: 


Für größere Werte von n leiten wir Rekursionsformeln ab. 
Zu diesem Zweck wenden wir die Formel (9) auf zwei verschiedene 
Zahlen m, n an und erhalten: 


also: 


Un ap (u) Um —ı (u) 


o(u) — go (mu) = TEEHONTE. 
u) — nu) = Un +1(%) In—ı(H) 
ou) — g(nu) Marne 


woraus zu ersehen ist, daß die rechten Seiten einander gleich 
werden für solche Werte «° von «, die von Null verschieden sind 
und der Bedingung genügen 


mu’ = +tnu’ (mod o,, ®;), 
oder 
(m + n) u’ = 0 (mod o,, ®;); 


für dieselben Werte «° verschwinden aber auch die Funktionen 
Umsn(U); 
so daß die beiden Funktionen: 
Ym+ılU) Um-ı(U) dr (u)? — Un +1) dan 1ı(U) dm (u)2, 
dmtn(U) Im—n (U); 
die nach (6) ganze rationale Funktionen von (u) sind, für die 
nämlichen endlichen Werte von g(u#) verschwinden. Sie unter- 
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un 


59. 


scheiden sich also nur durch einen konstanten Faktor voneinander, 
der sich aus (7) gleich 1 ergibt. Wir haben daher 


(14) Um+n(%) dm+n(%) 
>= Um am (u) Um—ı (%) (79 (u)? ML VD +1 (u) Yn—ı (v) Um (u)2. 
Diese Formel wenden wir auf zwei spezielle Fälle an, indem 
wir na —1,n oder n—+1,n — 1 an Stelle von m, n setzen, und 
erhalten so: 


Von+ ı () 2 VD +2 («) Un (u)? war, Un al (u)? Un—ı (u) 
9 (u) (P n(%) — Be Un (u) [dn 38 o(%) Un il (u)? FRE On (u)? 7 ie (v)], 
und daraus erhält man nach (6) die Rekursionsformeln für P,: 
EYE TEE — o'(u)* Par: P} — PirıPa-ı, n gerade, 
— Pır2 Pa — 9'(u)* Pi+ı Pa-ı, n ungerade. 
(16) Pın = — Pr (Par Pa-ı — Parı Pa). 

Da sich die Funktionen P, alle hiernach aus P,, P, P:, Pı 
berechnen lassen, so folgt, daß die Koeffizienten von P, 
rational aus 9, 9; und rationalen Zahlen zusammen- 
gesetzt sind. 

Unsere ferneren Betrachtungen über die Teilung knüpfen 
wir aber an die Multiplikationsformeln der Funktionen sn, enu, 
dn«, deren Vorzüge erst im vierten Teil vollständig zur Geltung 
kommen werden. 


$ 59. Die Teilung durch 2. 


Indem wir uns zunächst zur Betrachtung des einfachsten 
Falles wenden, setzen wir in den Gleichungen (5) des $57 v an 
Stelle von 2v. Dann ist, wenn wir 


v D) ® 
(1) =D, Mr Shen z — dna— 
3 2 
setzen: 
2xYy2 
RER: 
2 Pe 42 82 
(2) nee 
1 — x2x% 
22 am 422 2 
dnv — ea a Ya 
1 — x2x74 


Die beiden letzten dieser Gleichungen sind quadratisch in 
bezug auf x2, sie haben aber nur eine gemeinschaftliche 
Wurzel, denn die Wurzeln der zweiten der Gleichungen (2) sind 
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v EI K Kt 
DE sn (5 Zr + ® ’ 
und die der dritten 
sn? > sn? E = K). 
Man findet nun leicht aus (2): 


2? 222 
1—+ GIrUeZ= aus Prt 1—+ dnv m Dee 
20222 22202 y2 
we GITDZEZ Pers 1.3 dn» ee 1} 
Yu? 22 
dnvo + cnv — et 
also 
se DEREN? Ha 
2 dns zensalel cn v’ 
(3) = ir 


Ze dnv- env dnvo-+ en», 
ART: Ur Jana er Mens 
zwischen den Vorzeichen dieser drei Größen besteht nach der 


ersten Gleichung (2) noch eine Relation, so daß man nur vier 
verschiedene Wertsysteme erhält, welche folgende Bedeutung haben: 


n(5+2K+ ik) ei (5+ 2K-+2iKV), in (5+2K+ LK"). 


Wir führen noch die aus (3) sich ergebenden speziellen 
Fälle an: 


K 1 SAT - en a, 





Sn — = EST 5 sn 


£_ ER! er a —in 
17 ee RER u 


K ıK' 
az =yr, Ey dns x ER 
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Hieraus folgt nun, daß man die Teilung durch 2 und mithin 
auch durch jede Potenz von 2 durch eine Kette von Quadrat- 
wurzeln ausführen kann. Setzt man daher die Aufgabe der Tei- 
lung durch eine ungerade Zahl als gelöst voraus, so ist die Teilung 
durch eine gerade Zahl auf Quadratwurzeln zurückgeführt. Im 
folgenden beschäftigen wir uns ausschließlich mit der Teilung 
durch ungerade Zahlen. 


$ 60. Die Teilung durch eine ungerade Zahl. 
Setzt man, wenn n eine ungerade Zahl ist, 
© v © 
(1) Cm, Sr en, ee dn 
so erhält man aus den Gleichungen IV, $ 57: 
D (#2) stv — 2 A(&?) = 0, 
(2) D («2) env — yBb (x) = 0, 
D (x&2)dnv — 2C(a2) = 0. 
Die erste dieser Gleichungen ist in bezug auf die Unbekannte 
x vom Grade n?; durch die zweite und dritte werden y und 2 
rational durch x (und durch env, dnv) ausgedrückt. Es ergeben 
sich also n2 Wertsysteme für die drei Unbekannten x, y, z, deren 
Bedeutung ist: 


Ku,uw = 8n (- — ar Su ), 


N 
fg" v 4uK + 4wWiK 
a men (dr MEAN 
A 
ee N N ’ 


worin u, w' je ein vollständiges Restsystem (mod n) durchlaufen. 
Die erste Gleichung (2): 
(4) D(x&2)snv — x A(a2) = 0, 
vom Grade n? heißt die allgemeine Teilungsgleichung. Sie 
ist in dem Sinne irreducibel, daß sie nicht in Faktoren zerlegbar 
ist, die in bezug auf snv, cnv, dnv rational sind und beliebige 
von v unabhängige Koeffizienten haben. 
Denn zunächst sind die n? Werte x, w alle voneinander ver- 
schieden, und wenn irgend eine rationale Gleichung: 


v 
F(sn zu, a, env, du») —( 
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besteht, so kann darin die Variable v» durch v + 4uK + 4u'iK' 
ersetzt werden. Wegen der Periodizität von snv, cn, dnv folst 
aber daraus, daß die Gleichung 
Po enV,,cnv,!dnv).—.0 
für alle Wurzeln der Gleichung (4) erfüllt ist. Um ihre Galois- 
sche Gruppe zu ermitteln, setzen wir zunächst den Rationali- 
tätsbereich fest. Er soll folgende Größen umfassen: 
1. rationale Zahlen, 
2. rationale Funktionen von «2, 
3. die drei Funktionen snv, cnv, dnv, 
U Ur, U 
4. die Größen sn en, 


n 
Aus (2) folgt dann, daß auch 
on (EFT, de Ze, 
N n 
zum Rationalitätsbereich gehören. 
Wir bemerken nun, daß nach dem Additionstheorem jede der 
Größen &u,u durch jede andere unter ihnen rational ausdrückbar 
ist. Wenn insbesondere 


(5) Cu,w — Fu (0,0) 
ist, so ist ’ 
(6) Bunt = Bay (0) = Farm wrr (0,0) 


Daraus folgt, daß die Galoissche Gruppe unserer Gleichung 
aus den n? Vertauschungen $,, besteht, die man erhält, wenn 
man in den Wurzeln &.,w die Indizes u, u’ alle um dasselbe 
Zahlenpaar v, v’ vermehrt (wobei jeder Index nach dem Modul n 
zu nehmen ist). 

Denn nach (5) kann jede rationale Funktion der Wurzeln 
Xu, rational durch &%,o in der Form 

D (%o,0) 
ausgedrückt werden und geht also nach (6) durch die Substitution 
SS. in D(x,,) über; bleibt sie also durch diese Substitution 
ungeändert, so ist sie rational. Umgekehrt folgt aus der 
Irreduzibilität, daß jede rationale Gleichung zwischen den Wurzeln, 
da sie in die Form gesetzt werden kann: 


U (X%o,o) -—— 0, 
UV (&,,v) — a) 


und also 
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zur Folge hat, die Substitution S,, gestattet. Die Gruppe 
der S,,, ist aber wegen 
Du Da — My+ru,t+ur 
eine Abelsche, welche nach der Formel 
Sy = 1,0 S, 
durch die Basis So, So,ı darstellbar ist, und also ist die all- 


gemeine Teilungsgleichung eine Abelsche Gleichung und 
mithin algebraisch lösbar (Bd. I, $ 169£.). 


$ 61. Die Teilung der Perioden. 


Die weiter noch zu lösende Aufgabe besteht nun darin, auf 

algebraischem Wege die Größen 
NA Ü 

(1) Lu,w = an (ee ) 
zu bestimmen. Man erhält alle Werte dieser Größe, wenn man 
u, u’, voneinander unabhängig, je ein vollständiges Restsystem 
nach dem Modul » durchlaufen läßt. Diese Werte sind aber 
auch alle voneinander verschieden, denn snv kann nur dann 
— snv' sein, wenn v kongruent » oder kongruent 2X — v 
modulo 4K, 2:K’, und beides kann für zwei verschiedene der 
Argumente von (1) nicht eintreten. 

Die n?® Größen (1) sind die Wurzeln der Gleichung 
(2) CAlCDN); 
und nach den Formeln 


_ D@) _ D@) 
x at Bon) Talote) 
können auch 
4uK 4u'vK' 
I RN, 
en (at) 


rational durch &.w ausgedrückt werden, wenn der Rationali- 
tätsbereich aus rationalen Zahlen und rationalen 
Funktionen von x? besteht. 


Aus den Wurzeln x? der Gleichung A = 0 lassen sich nach 
S 60, (2) und $ 44, (18), (19), (20) die Wurzeln von DB —= (0, 
C — 0, D = 0 rational ableiten; wenn nämlich x2 eine Wurzel 


ZONnFAF 0 Fist, 180% 8100 
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1— 22 1 — x2x2 | 1 
1 — x2.02’ x2(1 — 22)’ x2 22 
die Wurzeln vn B=0, C=0, D=0. Die Bedeutung dieser 
letzteren Wurzel ist aber 


on (SE +) K-+ 5, 


N 


nen yie 
N” 
(LER Selieseh DEN 


N 

und hiernach sind durch Auflösung der Gleichung A — 0 alle 
Größen von der Form 

ai (* K-+u'iK ), 

N . 


worin u, u beliebige ganze Zahlen sind, rational bestimmt. 


$ 62. Die Abelschen Relationen. 


Für eine nähere Untersuchung der algebraischen Natur der 
Periodenteilungsgleichung ist ein System von Relationen zwischen 
ihren Wurzeln von großer Wichtigkeit, zu dessen Ableitung wir 
jetzt übergehen ?). 

Wir betrachten die Summe: 


v syvvmi 91 ( ur =) 
() ee 
> V'y1,0o ( =F —) 


genommen nach v über ein volles Restsystem für den (ungeraden) 
Modul n. v’ ist eine beliebige ganze Zahl und g,, 9, eine der 
drei geraden Charakteristiken (0,0), (0,1), (1,0). Diese Summe 
ist unabhängig von dem besonderen Restsystem, das man für v 
genommen hat. 


- %) Diese Relationen rühren von Abel her (Oeuvres completes, Bd. I, 
S. 523; Bd. II, S. 251 der neuen Ausgabe). Der oben gegebene Beweis 
dieser Relationen schließt sich an Hermite an (Crelles Journal, Bd. 32, 
S. 283). Zu erwähnen ist noch Sylow, Christiania Videnskabsselskabs 
Forhandlinger 1864 und 1871. Kronecker, Berichte der Berliner Akademie, 
19. Juli 1875. Engel, Berichte der Sächsischen Gesellschaft der Wissen- 
schaften, 31. Juli 1824. 
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Der Hauptnenner der in (1) vorkommenden Brüche: 


. 23V 3 v 
II ,,,9s (« ar N = + Bun (t ap =) 
ist nach den letzten Formeln des $ 33, von einem konstanten 
Faktor abgesehen, gleich 
d.,, (Nu, No), 
und wenn wir also die Summe (1) gleich 
(2) LT 
du, (NUN) B 
setzen, so ist P(u) eine ganze transzendente Funktion von u. 
Nun ist 


(u +) (lH) 


u Fee n 


EEE pe | 
IE) ZIERT 


und v durchläuft gleichzeitig mit v + 3(n + 1) ein volles Rest- 
system nach n. Daraus ergibt sich nach (1) und (2) 





av si 
(3) © (u . =) = —e "nn Du) 
und ähnlich 
(4) D(u + 0) = —erri@utrV)D(u). 


Daraus ergibt sich, daß die Funktion ® (u) eine £-Funktion 
ist mit den Perioden 1/n, ©, die durch die Bedingungen (3), (4) 
bis auf einen von « unabhängigen Faktor bestimmt und durch 
eine ®-Funktion ausdrückbar ist ($ 19). Man sieht leicht, daß 
die Bedingungen (3), (4) durch die Funktion 


etrivun, (nu — 4v'o,no) 
befriedigt sind, so daß sich ergibt: 


2v 
Ne (+) 
2v 
dn (0 +) 


Die Bestimmung der Konstanten Ü kann man leicht aus- 
führen, wenn man rechts und links mit | 


ee 9,9 (U) 
multipliziert und dann 
„_U-W+UÜ-gne 
U 2 





9, (nu — 2v'@, no) 


— (det ziv'u 
Py,g (MU N) 
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setzt. Die Formel (2) des $ 21 ergibt dann: 


n—1l ’ 
en Gill lge 21) — %,n(0, 0) BulO,no) 
DREI 2 d,.,(2v' 0, no) 91(0,@) 


Die Abelschen Relationen erhält man einfach, indem man 


in (5) nu — 2v’w setzt, wodurch die rechte Seite verschwindet: 
’ p) 
r e n u 
(7) >> 2vo 4 2v\ & 
N n ) 


Wendet man auf die hier vorkommenden #-Funktionen eine 
lineare Transformation 


no hen ca 


an, so erhält man nach $ 59 die allgemeine Formel: 


| cz + v'y) a CH, U 2 


y syvV Hi Yı 


eruezprzioezur 


N 


—— 
— . 


Diese Gleichungen gehen nun, wenn man 9,, 9a — 0,1 setzt 
und die Bezeichnungen des $ 42 einführt, unmittelbar in Rela- 
tionen zwischen den Wurzeln x,» (8 61) über: 


v svv ri 


(9) >je # Lya+ıy,ıß+ rd — 0, 


und den beiden speziellen Fällen: 


ee 








entsprechend: 
v svVrV Hi 

(10) R € Rn Ly nr — ir 
2’ gvV’ TÜV 


(11) D2ER en — ill 


Nach (5), (6) kann man auch den Wert dieser Summen be- 
stimmen, wenn darin die nt Einheitswurzel 
Sri 


n 


e 
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durch eine andere ersetzt wird, indem man in (5) v’ durch ein 
anderes Zeichen, m, ersetzt und dann nu = 2v’w setzt. Be- 
schränken wir uns auf den Fall (g,,95) = (0,1) und multipliziert 
(5) noch mit 80:%,0, so folgt: 


v Smvri 
(12) > ae 
RL ER re Don Poı 91 (0, no) 91, [2 (v! — m)o, no] 
HoF 991 (2M@,no) du (2v'w,no) 





wo die linke Seite dann, aber auch nur dann verschwindet, 
wenn m = v’ (mod n) ist. 


$ 63. Die Galoissche Gruppe der Teilungsgleichung. 


Im dreizehnten Abschnitt des ersten Bandes ist gezeigt, wie 
die algebraische Natur einer Gleichung ihren einfachsten Aus- 
druck in der Galoisschen Gruppe der Gleichung findet. 

Es sei hier kurz an die Definition der Galoisschen Gruppe 
erinnert. 

Nachdem der Rationalitätsbereich 2 festgesetzt war, ist die 
Galoissche Gruppe einer Gleichung F'(z) = 0, von der nur 
vorausgesetzt wird, daß sie keine gleichen Wurzeln habe, definiert 
als die Gruppe @ der Permutationen unter den Wurzeln dieser 
Gleichung, der die doppelte Eigenschaft zukommt: 


a) Jede rationale Gleichung in 2, die zwischen den Wurzeln 
von F(x) besteht, bleibt richtig, wenn die Wurzeln irgend 
einer Permutation dieser Gruppe unterworfen werden. 

b) Jede rationale Funktion in & von den Wurzeln von F'(«), 
die sämtliche Permutationen der Gruppe gestattet, ist in 
$2 enthalten. 


Indem wir nun die Gruppe @ der Teilungsgleichung zu be- 
stimmen suchen, setzen wir als Rationalitätsbereich zunächst den 
Inbegriff aller rationalen Zahlen und rationalen Funk- 
tionen von x? voraus. 

Nach dem Additions- und Multiplikationstheorem (vgl. S 57, 
61) ist, wenn f und 9, rationale Funktionen bedeuten, die von 
4, w v, v’ unabhängig sind, 


(l) Zurv,arv = f(luun Con), 


(2) Kmu, mu’ — Pm (Tu, 0). 
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Ist nun $ irgend eine Substitution der Gruppe.-©, durch die, 
wenn a, db, c, 0 ganze Zahlen bedeuten, die nach dem Modul n 
genommen sind, 

%ı,0 %,1ı .M I, ba 
übergeht, so können wir S auf jede der Formeln (1), (2) an- 
wenden. Es ist aber nach (2): 
Ku,o = Pu (z1, 0); 
woraus zu schließen, daß durch die Substitution 8 


2 ee Br 2 a SER 
übergeht. Ebenso findet man, daß durch S 
Lo, uw ın Du’ EN) = I_puw,au 
übergeht. 
Wenden wir dies auf die aus (1) hervorgehende Gleichung 
Ku,w = Tluros Xo, w) 
an, so folgt, daß durch 8 
(3) TE 
übergeht. 


Hieraus schließen wir zunächst, daß die Zahlen a, b, c, 0 so 
beschaffen sein müssen, daß ihre Determinante 
(4) m = a0 — be 
mit n keinen Teiler gemein hat. Denn wäre ein solcher Teiler 
vorhanden, so würden u, w, ohne daß beide durch n teilbar sind, 
so bestimmt werden können, daß 

Be ran mod) 

und es würden mehrere voneinander verschiedene Wurzeln zu, w 
durch S in ein und dieselbe Wurzel übergehen, was unmöglich 
ist. Denn zunächst können weder a und b noch c und 0 einen 
Teiler mit n gemein haben, weil sonst, wenn au’, bu’ oder cu, Ou 
durch n teilbar genommen werden, alle zw. oder alle &,,. in 
%o,n übergehen würden. Setzt man dann mu = n(ha— hb), 
mu’ — n(he — ho), und bestimmt h und Ah’ so, dab ha —+ Ab 
keine Teiler mit n gemein hat, so brauchen, wenn n und m einen 
gemeinsamen Teiler haben, u, w nicht beide durch n teilbar zu sein, 
und es geht nicht nur x,,0, sondern auch &,,« nach (3) in 0,0 über. 

Bezeichnen wir abgekürzt die Vertauschung (3) mit 

Aa 
so ıst 
ou — bu 
v — cut au 


Weber, Algebra. III. 14 


U 
“e , (mod n), 


I IN 


U 
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und daraus, durch Auflösung, mit Benutzung der Bezeichnung 
$ 28, (4): 
' da, b 
(5) m(u, W) = 6 e) (v, v). 
Es ist daher 


| a, b 
6 I 
e (63) 
ein zweckmäßiges Zeichen für die Vertauschung 5, und aus (5) 
ersieht man, daß sich zwei solche Vertauschungen: 


El . er, 0° 
ee 19 
genau nach der in $ 28 gegebenen Regel: 


ee AT, San &) 
(7) DE > + 06c, eb’ + 00 | 
zusammensetzen, so daß die Vertauschung S” der Wurzeln ent- 
steht, wenn zuerst die Vertauschung S, sodann die Vertauschung 
5 unter den Wurzeln der Teilungsgleichung vorgenommen wird. 
Zu beachten ist aber immer, daß hier nur die nach dem Modul 
n genommenen Reste der Zahlen a, b, c, © in Betracht kommen, 
so daß die Anzahl der Vertauschungen S stets endlich ist 2). 
1. Der Inbegriff aller Substitutionen e 2) bildet 
9 
eine Gruppe, die wir mit X bezeichnen, und in ihr ist, 
wie wir bewiesen haben, die Gruppe ® der Teilungs- 
gleichung enthalten. 
In X ist als Teiler eine Gruppe ® enthalten, die aus allen 
Substitutionen (5) 


2 .(% PN 

(8) 5 5) 
besteht, die der Bedingung 

(9) «ö — By =1 (mod n) 


genügen. 





') Wollte man, was auf den ersten Blick näher zu liegen scheint, die 
%,—b | i er a 
Bezeichnung S il Hi ) wählen, so würde die Komposition nach der 
zu) 


Formel 5’S5 = 8", also umgekehrt wie bei der üblichen Komposition der 
Perrmentationen, zu bezeichnen sein. 
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Jede Substitution S läßt sich durch Zusammensetzung von 


5 0 
21) 


mit einer Substitution 7 herleiten; man hat, damit 


sel, &, ß, y, 6 einfach aus den Kongruenzen 
a=om, b=fßm c=y, d=ö6 (mod n) 
zu bestimmen. 
Wir betrachten nun 


2 Duo 
ER: WE (Fer) 


(10) X ‚nn ee — er ee 
br N 2u + 2u'o\ 
Do Doı me) 

Do 

2. 

ern 


als Funktionen von ®, und wenden darauf eine lineare Trans- 


formation | 
® hi = Wi :) (mod 8) 


an, indem wir @ durch 
a 
(11) DE 
«+ Bo 
ersetzen; dann ergibt sich nach den Formeln (3), (5) und (6), 
$ 39, daß 
Kuw M Huutyw,Bu+du 
übergeht, d. h. es erleiden die x... eine Substitution, die nach 
(3), (6) mit 


zu bezeichnen ist, während #2 ungeändert bleibt. 

Auf diese Weise kann auch umgekehrt jede der Substitutionen 
T entstehen; denn wenn irgend eine Substitution 7 gegeben ist, 
so kann man durch Hinzufügen passender Vielfachen der (un- 
geraden) Zahl n zu den Zahlen «&, ß, y, 6 den Bedingungen 


o=l, d=1l, ß=90, y=0 (mod 8) 
immer genügen. 
14* 
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Irgend eine rationale Gleichung zwischen den Wurzeln zw 
und #2 geht, auch wenn beliebige konstante, d. h. von © unab- 
hängige Zahlenkoeffizienten darin vorkommen, durch (10) in eine 
Identität über, und man kann daher für @ 


yt+ do 
“ —+ Bo 
substituieren, d. h. man kann jede Substitution 7 auf die rationale 
Gleichung zwischen den x, anwenden. Daraus folgt, daß die 
ganze Gruppe B in G enthalten ist (Bd.1I, $ 156) und sogar 
in der Gruppe ©, die aus der Gruppe © der Teilungs- 
sleichung durch Adjunktion beliebiger Zahlen entsteht. 
Wenn wir den Rationalitätsbereich der rationalen Zahlen 
durch Adjunktion von nten Einheitswurzeln erweitern, so gehören 
zu den rationalen Gleichungen auch die Abelschen Relationen 
des vorigen Paragraphen. Auf diese Relationen, etwa auf 
RER 
Ze A Kyvt = 0) 


ist aber keine der Substitutionen 


m, O 
An ( DT 
0, l, 
in der m von 1 verschwindet, anwendbar; denn durch diese Sub- 
stitution geht, wenn mm’ = 1 (mod n) ist, 
gvVvV/ TÜV gvmvV'nÜ\ 
V _— v ee 


Ze TE ENTE 


I 


über, was nach (12), $ 62 von Null verschieden ist, wenn nicht 
m' und also auch m = 1 (mod n) ist. Daraus folgt der Satz: 

2. Nach Adjunktion der nten Einheitswurzeln (und 
beliebiger anderer Konstanten) ist B die Galoissche Gruppe 
der Teilungsgleichung. Es wird d auch die Monodromie- 
gruppe der Teilungsgleichung genannt. 

5. Wir beweisen jetzt noch, daß in dem ursprünglichen 
Rationalitätsbereich, also ohne Adjunktion der nten Einheits- 
wurzeln oder anderer irrationaler Zahlen, die Gruppe der 
Teilungsgleichung mit der Gruppe W identisch ist. 

Es ist in Bd. I, $ 174 gezeigt, daß die primitiven nten Ein- 
heitswurzeln eo Wurzeln einer irreduziblen Gleichung 


(12) D(e) — 0 
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sind, und diese Gleichung kann auch nicht zerfallen, wenn der 
unabhängigen Veränderlichen x? durch Adjunktion der Rationalitäts- 
bereich der rationalen Zahlen erweitert wird. 
Der Grad dieser Gleichung ist p(n), d. h. gleich der Anzahl 
der Modulo » inkongruenten Zahlen m, die relativ prim zu n sind. 
Es sei nun 


(13) F(r) — 0 


eine Galoissche Resolvente vom Grade u der Teilungsgleichung 
im ursprünglichen Rationalitätsbereich (so daß alle Wurzeln x, ,. 
rational durch r darstellbar sind, Bd. I, $ 152). Diese Gleichung 
muß nach Adjunktion einer Wurzel von (12) zerfallen; denn 
wäre dies nicht, so würde jede rationale Relation 


(14) ( (, 0) = 0 


für alle Wurzeln von (13) befriedigt sein, und Y(t,o) wäre durch 
Ft) (für ein variables ti) teilbar. Es würde also (14) noch be- 
stehen bleiben, wenn o durch eine andere Wurzel 0” von (12) 
ersetzt wird. Dies ist aber nach $ 62, (12) nicht zutreffend, wenn 
man an Stelle von (14) eine der Abelschen Relationen setzt. 

Es sei nun nach Adjunktion von 0 


(15) Fire) = 0 


die Galoissche Resolvente vom Grade v der Teilungsgleichung, 
so daß v nach 2. gleich dem Grade der Gruppe ® ist. Es ist 
dann F'(t) durch F'(t,o) algebraisch teilbar und also wegen der 
Irreduzibilität von (12) auch durch jede der Funktionen Ft, 0”). 
Da die Funktionen F'(t, 0”) irreduzibel sind, so können nur dann 
zwei von ihnen einen gemeinsamen Teiler haben, wenn sie ganz 
identisch sind. Wenn aber 


F(t,e) = Fe") 


wäre, dann würde aus jeder Gleichung der Form (14) folgen, dab 
Y(t,o) durch F(t,o) = Ft, 0”) teilbar wäre, und es würde 
folgen, daß in (14) die Vertauschung (eo, 0”) gestattet ist, was 
wieder bei den Abelschen Relationen nicht zutrifft. Mithin sind 
die p(n) Funktionen F'(t,o”) alle voneinander verschieden, und 
Ft) ist durch ihr Produkt teilbar. Der Grad u von Ft) ist 
also wenigstens = vp(n). Er kann aber auch nicht höher als 
vp(n) sein, da vp(n) der Grad der Gruppe U ist, und die 
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Gruppe © vom Grade u gewiß in WU enthalten ist. Es ergibt 
sich hieraus 


(16) „= vp(n) 
und zugleich die Identität von © mit N. 


Daraus folgt aber auch, daß F'(t) dem Produkt der sämtlichen 
Faktoren F'(t,o”) gleich ist, also 


(17) F(t) = IIF(t, e"), 
und da F(t) —= 0 keine gleichen Wurzeln hat, daß zwar Fr, o), 


aber keiner von den anderen Faktoren Fr, 0”) verschwindet. 
Die Gleichungen | 

(18) Kits 0,, Dt) 

haben daher nur die eine Wurzel { = o miteinander gemein, 
und durch Aufsuchen ihres größten gemeinschaftlichen Teilers 
findet man e rational ausgedrückt durch r, d.h. durch 
die Wurzeln der Teilungsgleichung. 

Diese Ausdrücke für e ändern ihren Wert nicht, wenn auf r 
eine Substitution der Gruppe ® angewandt wird, während [nach 
(12)] e durch eine Substitution der Gruppe X in eine Potenz 
von e übergeht. 

Die Abelschen Relationen zeigen, daß durch die in WU ent- 
haltene Substitution 


0) (6.1) 


o in 0” übergeht; denn setzen wir 
er — o°, 
so lautet eine der Abelschen Relationen 


(20) Arosa: 
worauf, wenn für oe der Ausdruck durch r gesetzt wird, alle 
Substitutionen von W, also auch (19), anwendbar sind. Nach $ 62, 
(12) bleibt aber (20) bei dieser Substitution nur richtig, wenn 
oe in 0” übergeht. | 
Da oe durch die Substitutionen in ® nicht geändert wird, 
und da die Gruppe X aus ® durch Zusammensetzung mit (19) 
entsteht, so folgt, daß durch irgend eine Substitution in U 


‘a, ) 
(a 
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oe in 0” übergeht, wenn m der. Determinante («0 — bc) nach 
dem Modul » kongruent ist. 

4. Wir wollen schließlich noch die Zahl v, d. h. den Grad 
der Gruppe ® bestimmen. 

p(n) hat, wie bekannt, den Ausdruck (Bd. I, $ 140) 


(21) o(n) = an (1), 


wenn das Produktzeichen II sich auf alle in »n aufgehenden, von- 
einander verschiedenen Primzahlen p erstreckt. 

Die Zahl v ist gleich der Anzahl der nach » inkongruenten 
Zahlensysteme «, ß, y, 6, die der Bedingung 
(22) «ö — By = 1 (mod n) 
genügen. Wir fragen zunächst nach der Anzahl der Paare «, ß, 
die mit n keinen gemeinschaftlichen Teiler haben, und bezeichnen 
diese mit x (n). 

Ist n — nn” und n’ relativ prim zu n”, so kann man aus 
jeder Kombination eines zu n’ gehörigen Zahlenpaares «', P’ mit 
einem zu n’ gehörigen Zahlenpaar «”, ß'’ ein zu n gehöriges 


u — y a —+ y FE P — y'’ ß' — y' ß" 
herleiten, und man erhält auf diese Weise alle Zahlenpaare «, ß 
und jedes nur einmal. Daraus folgt: 


(23) a) = ara )a@). 

Es ist also noch %(p”), d. h. x(n) für eine Primzahlpotenz 
n — pP” zu bestimmen. 

Setzen wir zunächst für «, ß alle modulo 9” verschiedenen 
Zahlen, so ist diese Anzahl p°”. Hiervon sind aber alle die 
Paare wegzulassen, bei denen & und ß durch p teilbar sind, 
deren Anzahl p?”-? beträgt, so dab 

1(p”) = De pen REN 
und folglich nach (23) allgemein 
3 1 
(24) aka wer — 
folgt, wenn p die in n aufgehenden Primzahlen durchläuft. 

Jedes Zahlenpaar «, 8 läßt sich durch Vermehrung um Viel- 
fache von n in ein solches verwandeln, deren Zahlen unter sich 
relativ prim sind, und dann läßt sich Y, ö so bestimmen, daß 


«eö — By —l 
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wird, darin kann y, 6 durch + ha, 6 — hß ersetzt werden, 
und indem man h ein volles Restsystem modulo n durchlaufen 
läßt, erkennt man, daß zu jedem Zahlenpaar «, ö n der Bedingung 
(23) genügende Zahlenpaare Y, ö gehören. Demnach ist die Ord- 
nung der Gruppe ®: 


1 == rl — =) 
»2 


oder, wenn wir noch die numerische Funktion 


1 
(25) vn) = nII (1 2. He 
einführen: 
(26) v—=ngp(n)Y (n) 
und die Ordnung der Gruppe W: 
(27) wi np (n)Yd(n). 


$ 64. Die irreduzibeln Faktoren der Teilungsgleichung. 


Ist 

v = ou 2 bw 

v—=—cu au 
und a8 — be relativ prim zu n, so ist der größte gemeinschaft- 
liche Teiler von u, w, n zugleich der größte gemeinschaftliche 
Teiler von v, v’, n. Die Wurzeln &,u der Teilungsgleichung 
zerfallen also nach dem größten gemeinschaftlichen Teiler von 
u, w, n in Systeme, die durch die Substitutionen der Gruppe U 
immer nur ineinander übergehen, d. h. die Gruppe & ist in- 
transitiv, und die Systeme der Intransitivität sind die 
Systeme Zu,w, In denen u, w, n einen und denselben größten 
gemeinschaftlichen Teiler haben. Die Teilungsgleichung ist also 
reduzibel (außer wenn n eine Primzahl ist) und die Wurzeln 
eines dieser Systeme der Imprimitivität genügen einer rationalen 
Gleichung (Bd. I, $ 157). 

Nach dem vorhergehenden Paragraphen gibt es oln)e(n) 
Zahlenpaare u, w', deren größter gemeinschaftlicher Teiler mit n 
gleich 1 ist, und die diesen Zahlenpaaren entsprechenden Wurzeln 
Ku, genügen daher einer rationalen Gleichung desGrades p(n)Y(n). 
Diese Gleichung nennen wir die eigentliche Teilungsgleichung 
für den Divisor », weil nur dann, wenn u, w‘, n ohne gemein- 
samen Teiler sind, &4,« nicht zugleich Wurzel einer Teilungs- 
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gleichung für einen kleineren Divisor ist. Im Gegensatz hierzu 

nennen wir die Gleichung, deren Wurzeln die sämtichen zu w 

sind, die allgemeine Teilungsgleichung für den Divisor n. 
Durch irgend eine Substitution der Gruppe U 


a,b 

Wer: vs .) 
geht (1,0), (0,1) in (0, — ce), (—b, a) über, und wenn also ‚S nicht 
die identische Substitution ist, so wird gewiß wenigstens eine der 
beiden Wurzeln &1,0, &o,ı durch S verändert. Daraus ergibt sich, 
daß die Galoissche Gruppe der eigentlichen Teilungs- 
gleichung genau dieselbe ist, wie die der allgemeinen, 
nur angewandt auf den Fall, daß u, uw‘, n keinen gemeinsamen 
Teiler haben, nämlich, je nachdem die nten Einheitswurzeln 

adjungiert sind oder nicht, B oder X. 

Daraus folgt noch, daß die eigentliche Teilungs- 
gleichung irreduzibel ist, selbst nach Adjunktion be- 
liebiger Konstanten. 

Denn sind 7, ö irgend zwei Zahlen ohne gemeinsamen Teiler 
mit n, so kann man «, ß der Kongruenz 


06 — ßy=1 (mod n) 
gemäß bestimmen und die in ® enthaltene Substitution 


T=-(};) 


auf jede rationale Gleichung zwischen den Wurzeln &,.,u anwenden. 
Wenn also x. einer rationalen Gleichung (mit beliebigen kon- 
stanten Koeffizienten) 

D(%ı,0) — 0 
genügt, so genügt derselben Gleichung jede andere Wurzel x, _, 
der eigentlichen Teilungsgleichung, woraus die Irreduzibilität der 
letzteren folgt. 


$ 65. Zurückführung der Teilungsgleichung 
auf Transformationsgleichungen. 


Die Wurzeln der eigentlichen Teilungsgleichung lassen sich 
in folgender Weise in Reihen anordnen. Man wähle nach Be- 
lieben eine der Wurzeln: 

TE 
(1 A 


N 
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Unter den Wurzeln der Teilungsgleichung kommen auch die 
p(n) Größen 
(R}) snh 2, 
vor, die, wenn h ein vollständiges System inkongruenter zu 
n teilerfremder Zahlen durchläuft, alle voneinander verschieden 
sind. Das System (R,) wollen wir die erste Reihe der Wurzeln 
nennen. 

Ist nun sn 2, eine in (A,) nicht enthaltene Wurzel, so bilden 
die p(n) Größen 
(.R,) snh 2,, 
die sowohl untereinander als von den Wurzeln (R,) verschieden 
sind, eine zweite Reihe; und auf diese Weise kann man fortfahren, 
bis sämtliche p(n) dv(n) Wurzeln der eigentlichen Teilungsgleichung 
in dv(n) Reihen von je p(n) Gliedern verteilt sind. 

Nach dem Multiplikationstheorem läßt sich durch eine Wurzel 
jede andere Wurzel derselben Reihe rational ausdrücken in der 
Form: 

(1) snh2 —= f, (sn 2), 
worin /„ eine nur von dem Multiplikator %, nicht von der Wahl 
von & abhängige rationale Funktion ist. 

Wenn die beiden Wurzeln zu,w, &%,,, in dieselbe Reihe ge- 
hören, so muß sich die Zahl h so bestimmen lassen, daß 
(2) hu=v, hwW = v (mod n), 
und umgekehrt, wenn dies der Fall ist, so gehören die beiden 
Wurzeln in dieselbe Reihe. Aus (2) aber folgt die Kongruenz 
(3) uv — vu = 0 (mod n), 
und aus dieser lassen sich auch umgekehrt die Kongruenzen (2) 
wieder herleiten. 

Denn da u, w‘, n relativ prim sind, so kann man die Zahlen 
co, ß so bestimmen, dab 

ou — Bw = 1 (mod n) 
wird, und daraus folgt mittels (3): 
v= (nv — Br)u, v’ = (av — Pv')uw (mod n), 
also, wenn &v — ßv' — h gesetzt wird, die Kongruenzen (2). 

Die Kongruenz (3) ist also die notwendige und hin- 
reichende Bedingung dafür, daß die beiden Wurzeln der 
eigentlichen Teilungsgleichung &u,w, %,,, derselben Reihe 
angehören. 
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Hieraus folgt, daß die Einteilung in Reihen gänzlich unab- 
hängig ist von der Willkürlichkeit in der Annahme über‘ die 
Wurzeln sn 2,, sn 2, ... Ä 

Es folgt aber noch weiter daraus, daß durch die Sub- 
stitutionen der Gruppe X die Reihen nicht auseinander- 
gerissen, sondern nur untereinander vertauscht werden. 
Die Gruppe der Teilungsgleichung ist also imprimitiv, und die 
einzelnen Reihen sind die Systeme der Imprimitivität (Bd.I, $ 158). 

Denn wendet man auf (u, w) und (v, v’) gleichzeitig die 


Substitution 
( a, an 
GQ 


an, so bleibt die Kongruenz (3) erhalten. 

Sucht man unter den Substitutionen der Gruppe X die Sub- 
stitutionen aus, welche die Wurzeln einer Reihe nur untereinander 
vertauschen, so erhält man eine Gruppe, und zwar einen Teiler 
von X. Zu jeder Reihe gehört also ein solcher Teiler von X. 
Bezeichnen wir mit R. u die Reihe, in der die Wurzel x, vor- 
kommt, und mit X, den zu dieser Reihe gehörigen Divisor von X, 
so sind nach (3) [vgl. $ 63, (3)] die Substitutionen 


(4) 
C, 0 
von U. durch die Kongruenz 
(4) (u — dbu)wW + (cu — aw)u = 0 (mod n) 
charakterisiert. 
Ebenso erhält man eine Gruppe ®.,w, wenn man die Sub- 


stitutionen in B aufsucht, die die Wurzeln der Reihe AR. nur 
unter sich vertauschen, deren Substitutionen: 


%, ß 
" 3) 
durch die beiden Kongruenzen: 


5 du — Pu)uw ‚u — au)u = 0 
(5) (u Pu’) u ar A (mod n) 
charakterisiert sind. 

Beispielsweise bestehen die Gruppen %,o, Bı,o aus den Sub- 


stitutionen 
a, b 0%, 5) u 
& )) 0,8)" od = 1 (mod n). 
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Die Gruppen Yuw sind konjugierte Divisoren von W 
(Bd. U, $ 5), denn wenn z,. durch S in &,w, also Ro in Ruw 
übergeht, so werden durch die Gruppe 


SYS 
die Wurzeln von AR... nur unter sich vertauscht, und es ist also 
(6) Da Ss — ae: 


Ebenso ist, wenn 7 eine Substitution in ® ist, durch die 
Xı,o IN Zu,w übergeht: 
(7) EN eg 
Der größte gemeinschaftliche Teiler X, aller Gruppen YAu,w 
wird nach (4) bestimmt durch 
b=0, c=(0, a=0 (mod n) 
und besteht also aus den Substitutionen: 


a, 0 
er 1) 

worin a eine beliebige, zu n teilerfremde Zahl ist. %, ist identisch 
mit dem größten gemeinschaftlichen Teiler dreier der Gruppen 
Yu,u, die verschiedenen Reihen angehören. Denn U, ist dann 
der größte gemeinschaftliche Teiler von Yu, Yrır, Uo,o, wenn 
die drei Kongruenzen 

cu? — (d — a)uW — bu? —=0 

cv? — (d — a)vv’ — bv2?=0 (mod n) 

co — ( — aJ)oo —be?=0 
nur unter der Voraussetzung 

oc=a b=(0, c=0 (mod n) 


erfüllt sind. Dies findet statt, wenn die Determinante 


a, uw, ww? 
v2, vv, v2) = — (ve — ovV)(owW — uo’)(uv! — vu) 
02, 00, g” 5 
relativ prim zu n ist. 

Ebenso ist nach (5) der größte gemeinschaftliche Teiler B, 
aller Bw der Inbegriff der Substitutionen: 


a, 0 
(8) (0.2) 
mit der Bedingung: 
(9) = 1] (mod n). 
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Die Kongruenz (9) besitzt, wenn % die Anzahl der in n auf- 
sehenden, voneinander verschiedenen Primzahlen ist, 2% inkon- 
gruente Lösungen, und dies ist also der Grad der Gruppe By). 

Eine rationale Funktion & der Wurzeln einer Reihe, etwa 
der Reihe Rı,., läßt sich nach (1) rational durch eine dieser 
Wurzeln darstellen. Wenn diese Funktion die Eigenschaft hat, 
ungeändert zu bleiben, falls diese eine Wurzel durch eine andere 
derselben Reihe ersetzt wird, wenn also beispielsweise & eine 
symmetrische Funktion der Wurzeln einer Reihe ist, dann 
erhält & durch Anwendung der Substitutionen von U (oder auch 
von B) nur 


(10) v = v(n) 
verschiedene Werte 
(11) &ı; &; er Eis 


und wenn diese Werte alle voneinander verschieden 
sind, so gehört E zu der Gruppe %,. und alle anderen 
symmetrischen Funktionen der Wurzeln von Rı., Sind 
rational durch & darstellbar (Bd. I, $ 162). 

Die v Größen (11) sind die Wurzeln einer irreduzibeln ratio- 
nalen Gleichung vten Grades, die wir eine Transformations- 
gleichung nennen. 

Die Transformationsgleichung hat, wenn in & nur rationale 
Zahlkoeffizienten vorkommen, selbst rationale Zahlkoeffizienten. 
Sie bleibt aber irreduzibel, wenn auch nte Einheits- 
wurzeln oder überhaupt irgend welche Konstanten ad- 
jungiert werden, wie sich daraus ergibt, daß durch Substitu- 
tionen der Gruppe ® jede Wurzel der Teilungsgleichung in jede 
andere, also auch jede Reihe in jede andere Reihe übergeführt 
werden kann. 

Durch die Adjunktion einer Wurzel & der Transformations- 
gleichung, etwa der zur Gruppe X,. gehörigen, reduziert sich die 
Gruppe der Teilungsgleichung auf %,,,, die letztere Gruppe ist 
aber nicht mehr transitiv, sondern vertauscht die p(n) Wurzeln 
Xn,o, worin h ein vollständiges System inkongruenter, zu n teiler- 
fremder Zahlen durchläuft, untereinander. Die Teilungsgleichung 
wird also reduzibel und hat einen Faktor @(n)ten Grades, 


!) Vgl. Dirichlet-Dedekind, Vorlesungen über Zahlentheorie, 4. Aufl., 
8 37. | 
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dessen Wurzeln die &,0o sind. Der Einfluß einer Substitution 
der Gruppe Xı,o | 
| a, b 
(0.0) 


auf &,,. besteht darin, daß x. in &an,. übergeht, und die Gruppe 
dieser Gleichung @(n)ten Grades besteht daher aus den Ver- 
tauschungen 

(X, 03 Xan,0); 


n . 


worin 0 jede beliebige zu n teilerfremde Zahl sein kann. Diese 
Gruppe ist eine Abelsche und daher sind die Wurzeln &,,0 
nach Adjunktion von & algebraisch durch Radikale zu 
bestimmen. 

Wenn wir aber nicht nur eine, sondern sämtliche Wurzeln & 
der Transformationsgleichung adjungieren, oder, was auf dasselbe 
hinauskommt, die drei zu Rı,o, Ro,ı, Rı,ı gehörigen, so reduziert 
sich die Gruppe der Teilungsgleichung auf W, und wenn wir 
noch nte Einheitswurzeln adjungieren, auf ®,. Die Gruppe ®, 
ist eine Abelsche vom Grade 2%, die nur solche Elemente ent- 
hält, deren Grad — 2 ist. Infolgedessen ist die Teilungs- 
gleichung durch Quadratwurzeln lösbar. 

Um die Form dieser Lösung zu finden, setze man 


ME Va ERS 
worin », P', ... voneinander verschiedene Primzahlen, z, ,.... 


positive Exponenten sind. Man bestimme die Zahlen ec, c', ... aus 
den Kongruenzen 


e=— 1 (mod p”), e=—1 (mod p'”)... 
—+ 1 (mod np-9), =-+1 (mod np")... 


dann erhält man jede Lösung & der Kongruenz 


l 


III 


C 


oe =1 (mod n), 
und jede nur einmal, in der Form 
(12) = ec“ ... (mod n), 
wenn &, €, ... die Werte 0, 1 annehmen. 
Ist nun 2 irgend einer der Werte 
4uK 4 ik 


n 
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also sn 2% irgend eine Wurzel der eigentlichen BE SESB.BETUnE ı 
so hat die auf alle « auszudehnende Summe 


(15) STIER) rn 2 hl), 


worin die % Vorzeichen von +1 beliebig gewählt werden können, 
die Eigenschaft, daß für jedes nach (12) bestimmte « 


(14) v2) = (EI ENF...v (2) 


ist, und das Quadrat von Y(2) bleibt durch die Substitutionen der 
Gruppe ®, ungeändert, ist also durch »nte Einheitswurzeln und 
die Wurzeln einer Transformationsgleichung rational ausdrückbar. 
v(2) ist also die Quadratwurzel YA aus einem solchen Aus- 
druck A. Die Anzahl der Ausdrücke (13) beträgt aber 2*, und 
es ergibt sich durch Addition aller so gebildeter Gleichungen 


(15) *snd — ZYA. 


Es ist noch zu bemerken, daß von den Größen vy, also auch 
von den A, die Hälfte verschwindet. Denn es ist 


—1= ce... (mod n), 

und wenn man also in (14) «= —1 setzt, so folgt: 
VD) = (EN (EN... v8); 

andererseits ist aber 

(2) = — ylR), 
und folglich verschwindet u. (2) immer dann, wenn unter den ın 
(14) vorkommenden %k Größen +1 eine gerade Anzahl von nega- 
tiven Einheiten enthalten ist. 

Die Wurzeln x. können also linear durch 2*=" Quadrat- 
wurzeln ausgedrückt werden. 

Wenn n eine Primzahl oder eine Potenz einer Prim- 
zahl ist, so sind die Quadrate der Wurzeln der Teilungs- 
gleichung rational durch die Wurzeln der Transforma- 
tionsgleichung ausdrückbar!). 

Ist n eine zusammengesetzte Zahl, so läßt sich die Einteilung 
der Wurzeln x... in Reihen noch weiter treiben. Ist p eine ın 


!) Vol. über diesen Satz Kronecker, Monatsbericht der Berliner 
Akademie, 19. Juli 1875. Kronecker macht dort auf ein Versehen auf- 
merksam, das sich in einer diesen Gegenstand betreffenden Abhandlung 
von Jacobi (Crelle, Bd. 47 und Bd. 50) findet. 
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n aufgehende Primzahl, so nehme man zwei Wurzeln zu, Zi, v 
in dieselbe oder in verschiedene Reihen auf, je nachdem 


uv — vu =0 (mod p) 


oder nicht; gehören hiernach &,, und &,,,, In eine Reihe mit 
£u,u, So gehören sie auch untereinander in dieselbe Reihe. Die 
Anzahl der so gebildeten Reihen ist, wie leicht nachzuweisen, 
p-- 1 und man erhält auf diese Weise als erste Resolvente der 
Teilungsgleichung eine zum Divisor p gehörige Transformations- 
gleichung. Wir werden später auf anderem Wege zeigen, wie die 
Transformationsgleichungen für zusammengesetzte Divisoren auf 
solche für Primzahldivisoren zurückgeführt werden können. 





Sıiebenter Abschnitt. 


Theorie der Transformationsgleichungen. 


$ 66. Bildung von Transformationsgleichungen. 


Nachdem nun die Teilungsgleichungen auf Transformations- 
gleichungen zurückgeführt sind, gehen wir an ein genaueres 
Studium dieser letzteren Gleichungen. 

Wir nehmen » ungerade an, verstehen unter p die in n auf- 
gehenden Primzahlen, setzen 


1) »=4mW)=an(l+-), 


und bezeichnen die v Reihen der Wurzeln der Teilungsgleichung 
nem hrs are Mel. ‚on. 

Aus jeder dieser Reihen nehmen wir für 
4uK-+4wiK' 
) De Le 
einen Repräsentanten 2,, 2,5, ...,. 2, und erhalten die p(n) 
Wurzeln einer Reihe, wenn wir in 


snm2 


m ein vollständiges System inkongruenter zu n teilerfremder Zahlen 
durchlaufen lassen. 

Die einfachsten Ausdrücke, die als Wurzeln von Transforma- 
tionsgleichungen eingeführt werden können, sind die Produkte 
.(3) Mi DB(snh 2), 

dan 
wenn ® eine beliebige rationale Funktion ist, und Ah die Reihe 
der Zahlen 1, 2, ..., n — 1 durchläuft. 

Jede solche Funktion ist rational ausdrückbar durch sn 2 


und bleibt offenbar ungeändert, wenn & durch irgend ein m&2 
Weber, Algebra. III. 15 
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ad 


ersetzt wird; man hat also nur noch dafür zu sorgen, daß die 
v Werte von (3), die den » Reihen entsprechen, voneinander 
verschieden sind, um (3) zur Wurzel einer (irreduzibeln) 
Transformationsgleichung zu machen!). 

Wir nehmen an, die Funktion P(x) sei entweder eine 
serade oder eine ungerade Funktion von x, und machen 
danach folgende Unterscheidung. 

Ist ®(x) eine gerade Funktion, so sind unter den Faktoren 
des Produktes (3) je zwei, nämlich 


(4) D(snh2), D|sn(n — h) 2] 
einander gleich. Setzen wir also 


(5) IS) 1 D(snhR), 


n—]1l 
1. —— 


..s 

so ist, wenn m eine beliebige zu n teilerfremde Zahl ist, 

(6) I1(m2) — U(2) 

[weil unter den (n — 1) Zahlen hm nicht zwei eine durch 
teilbare Summe oder Differenz haben, also, vom Vorzeichen ab- 
gesehen, die snh & dieselben sind, wie die snhm 2]. Es ist also 
II(&2) die Wurzel einer Transformationsgleichung. Diese Klasse von 
Transformationsgleichungen nennen wir Modulargleichungen. 

Ist ®(x) eine ungerade Funktion, so sind die beiden Größen 
(4) entgegengesetzt und (6) ist nicht mehr allgemein richtig, 
sondern es ist 
(7) I(m2) = +II(2). 

Daher ist, wenigstens im allgemeinen, nicht mehr II(2), 
sondern erst /I(2)2 Wurzel einer Transformationsgleichung. Diese 
Art von Transformationsgleichungen nennen wir Multiplikator- 
gleichungen. Um die Fälle kennen zu lernen, in denen I/(2) 
selbst Wurzel einer Transformation ist, muß das Vorzeichen in 
(7) bestimmt werden. 

Dies gelingt auf Grund eines Satzes der Zahlentheorie, der 
im Bd. I, $ 145 abgeleitet ist. 

Der Satz lautet: 





') Ausdrücke wie (3) sind auch dann noch Wurzeln von Transformations- 
gleichungen, wenn h nur zu n teilerfremde Werte annimmt. Solche Trans- 
formationsgleichung hat man bisher noch wenig benutzt. Wir werden 
weiterhin ein Beispiel kennen lernen. | 
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Sind m, n irgend zwei teilerfremde Zahlen, letztere ungerade, 
bedeutet ferner u die Anzahl derjenigen unter den Zahlen 


n — 1 
m, 2m, 3m --- 





Mm, 


deren absolut kleinste Reste (mod n) negativ sind, so ist 


m 
8 ERTL. 
(8) = ($). 
worin (=) das Legendre-Jacobische Symbol aus der Theorie 
der quadratischen Reste ist !). 

Dieser Satz führt nun unmittelbar zur Bestimmung des Vor- 
zeichens in (7). Denn wenn in (5) die Funktion ®(x) ungerade 
ist, so ändern beim Übergang von 2 zu mQ genau u Faktoren 
in (5) ihr Vorzeichen und wir schließen 


(9) Tm2) — (=) I1(2). 
Ist n keine Quadratzahl, so kann man m immer so annehmen, 
dab (=) — —list. Ist nämlich n — p*n’, A ungerade, n’ nicht 


durch p teilbar, ö ein quadratischer Nichtrest von p, so braucht 
man m nur aus den Kongruenzen 
m=ß (mod pP), m=1 (mod nr‘) 
zu bestimmen, um eine solche Zahl m zu finden. Und dann ist 
II(m 32) — — II(82) und nicht II(2), sondern erst II(2)? Wurzel 
einer Transformationsgleichung. Ist aber n eine Quadratzahl, so 
ist /I(m&) —= II(2) für jedes m und folglich /1(2) selbst Wurzel 
einer Transformationsgleichung. Es folgt also der Satz: 
Bei ungerader Funktion ® ist I1(2)2, und nur 
wenn n eine Quadratzahl ist, I/I(2) selbst, Wurzel 
einer Transformationsgleichung). 


!) Vgl. über diesen Satz: Schering und Kronecker im Monats- 
bericht der Berliner Akademie vom 22. Juni 1876. Schering, Acta mathe- 
matica 1. 

?) Diese Vereinfachung der Multiplikatorgleichung in dem Fall, wo » 
ein Quadrat ist, hat Joubert entdeckt, aber auf einem von dem unserigen 
ganz verschiedenen Wege nachgewiesen. „Sur les equations, qui se ren- 
contrent dans la theorie de la transformation des fonetions elliptiques.“ 
Paris 1876. h 

16% 
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$ 67. Besondere Transformationsgleichungen. 


Es sollen nun die Wurzeln der Transformationsgleichungen 
durch #®-Funktionen dargestellt werden. Wir setzen zu diesem 
Zweck: 
4uK—+4uiK' 
AU aan un 


N 


DI iK' —= Ko, 


(1) ‚ 
a —tT#®, g=-4Ko 


und betrachten die Produkte 


h h h h 
I 80(2h0), I 9,(2%6), I 9,058), I %,@h0). 
n—ı1 n—1 n—1l 


n—1 











1, 





1, 1; a" 

















3 3 2 2 
Es empfiehlt sich folgende Bezeichnung: 
= = wut wa) FI h 
Poor —EL II Doo (2 h ©), 
nel 
1, 
# FE a = u’ (u+ u'w) ‚Laer h 
(2) an >, z 8 9,(2h0), 
nel 
1, 
e . 2 = u’ (u + u!) — h 
I I 9,(2ho). 
n—1ı 


1, 





2 

Es ist jetzt die Formel $ 39, (9) anzuwenden, die man aber 
für den gegenwärtigen Zweck etwas anders darstellt. 

Setzt man in 8 39, (8) v’ — 2h/n, v = 2h(« + Po)/n 
und nimmt abermals das Produkt über h — 1, 2,... (n — 1)/2, 
so folgt mit Anwendung von $ 32, (24): 

n—l h 
PucH m 9, ei N rt eN\a.(° ae N 


nt 


fer 





n?—1 zin—1 n—1l n—1 n—1 
a7 rum me EN u ee ı) 
e 00 10 ol . 


Demnach erhält man durch Multiplikation der drei Glei- 
chungen (2): 


n?—1 n—1 


(3) Gr ET 22 PyoPioPsi —=|1. 


‘) In $ 34, (9) der ersten Auflage ist die betreffende Formel gleich in 
dieser Form angegeben, die sich auch, wenn auch etwas umständlicher, 
aus $ 39, (9) ableiten läßt. . 


8 67. Besondere Transformationsgleichungen. 229 


Außerdem setzen wir noch: 


n—1 ri n2—1 

I Two)" h 
(4) Pro)? = er" NT 9,060). 
at 


n 
1, 





2 
Diese Größen P lassen sich durch die Wurzeln der Teilungs- 
gleichung ausdrücken, wenn man unter Anwendung von (3) die 
(Juotienten 
Foo TEE Fr 
Porfio: Pofoo PoPoo' PyFPoFio 


bildet und vermittelst der Formeln des $ 42 elliptische Funk- 
tionen einführt. 
Man erhält so 
en dr kr dn?hQ 
BElNE 3 Ba I Er 
( ) 2 Pi no enh® ’ 
rZ 
ne hr cn?h% 


; in Nies onupeget we Their 
(5) Gun u, aan’ 





naluin 4 n 1 


BI TAESMONSELDS HZ rmiecke.a Era 
u ä FE a 70.1150> 


2 


Er Br TE sn3h& 
> 5 2 ., Be 
(6) N Riga) nı anhR2dnh 








A) 


Diese Ausdrücke zeigen nun, daß P},, P},, Pi, die Wurzeln 
von Transformationsgleichungen (Modulargleichungen) sind. 
Pf, ist die Wurzel einer Multiplikatorgleichung, und wenn n 
eine Quadratzahl ist, so ist auch P}, die Wurzel einer Multi- 
plikatorgleichung. 

Man kann in mannigfaltiger Weise die Funktionen P° mit- 
einander kombinieren, um neue en SEC zu 
erhalten. Wir führen folgende an: 





PD) =, enBR 
ae je, „2: dnh 2 
7 | = 





DR = HE dnhQ’ 


230 Siebenter Absehnitt. $ 67. 





























n—1l 
“los 7 297 hr snh2dnh® 
RE 8 ee a EERFSS 
ei n—1 e. cnhQ 
Ya x' 3 u 
n—]1 
Mare Dan h snh2cnh&% 
D | ai“ /2_ Dalı RD BeR—— ie ern 
(8) 1) ie no 
Ver 3 men 
n—1ı 
n2—1 STTT 
eh. 
__n—1 n ı ecnh2dnh&% 
Yr x 3 49 


Ein wichtiges Resultat ergibt sich aber noch durch An- 
wendung des Multiplikationstheorems. Wenn man in der letzten 


Formel II des S 57 u —= 2h® setzt, so findet man 
ioh2ur2 2 9 
(9) et mioh?u Pay (2 ho)" — Denk)’ 


worin, wie wir uns erinnern, /) eine ganze rationale Funktion ist, 
deren Koeffizienten rational aus #2? und ganzen Zahlen gebildet sind. 
Nehmen wir das Produkt aus diesen Ausdrücken, für 








I IE == so folgt aus der letzten Gleichung (2) 
Pe 

(weil bekanntlich Zh? — ): 
h 1 

(10) P 


u. Heino 
ei 77 


Wir schließen hieraus, daß auch P%, die Wurzel einer Trans- 
formationsgleichung ist. Dies ist nichts Neues, wenn n durch 3 
teilbar ist, wohl aber, wenn n nicht durch 3, also n? — 1 durch 
3 teilbar ist. Wir erhalten dann nämlich aus (10) mit Be- 
nutzung von (5), (7), (8): 








n2—1 mr— 
Boah a (cnh2) 3. (daha) ® 
ni D(sn2h 8) 
22 (enh 95 (dn no) 5 
(11) Fa, = 6 „a: Sn uRo)n m I 
en ei ek 
ee rn ir (enh2) ® (dnhQ) 3 


Er D(sn?h 2) ? 


1 
2 
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n?—1 n?(n—1) 





(12) br A 
W are ii snh& D (sn2h 2)? 


2n?+1 an®+1 i 
gr " (cnh2) 3 (dnhQ) ° 
Soll als Rationalitätsbereich der der rationalen Zahlen und 
rationalen Funktionen von x? aufrecht erhalten werden, so schreibt 
man die letzte Gleichung besser in der Form [vgl. $ 54, (4)]: 


. we, WanH ne n—1 
Papa)? =) ° rd 
(13) 2 snh& D(sn2h 2)? 
2 Be — 2n2+1 


Sn " (eonh2) 3 (dnh2) 
und schließt an auf den folgenden Satz: 
Wenn » nicht durch 3 teilbar ist, so sind Pos Fon 
Po, PıiYa(o)*—1, und wenn n ein Quadrat ist, auch 


n—1 
P,ıys(@) ? Wurzeln von Transformationsgleichungen. 


$ 68. Zweite Darstellung der Wurzeln der Transformations- 
gleichungen. 

Wenn wir zunächst eine der Reihen ins Auge fassen, nämlich 
die, zu der die Wurzel x. gehört, also u = 1, uw’ = 0 setzen, 
so können wir auf (2), (3) des vorigen Paragraphen die Formeln 
(20), (21), (10), $ 34 anwenden. Setzt man dort, wenn v un- 
gerade ist, na — v an Stelle von v und benutzt die Formel 


n 9ı(9a+1) v 
Vg (—) = m” > 1) Dg1ge (2), 


dann kommen in diesen Formeln nur die geraden v vor, und 
wenn man also v — 2h setzt, so kann man die dortigen Formeln 
(20), (21) auch so schreiben: 


= n—3 2h 
Ynn(no)n(o) 2 — nn EA : ): 
1 


Sm 


Fan — 1) Maul) 


= 


Kon)? = h (0) Hu); 


Er T 


ao)? („ROH 3u(7.) 
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ei 
worin (-) = — (—1) 8, und wenn wir also die dem Falle 


u — 1, w —= 0 entsprechenden Funktionen P mit P° bezeichnen, 
so folgt aus $ 67, (2) und (4) mit Rücksicht auf $ 34, (10): 











ne f(no) 

Pro sw f(o)* ’ 

S m fan 
EN fs(no) 

2 han. 

@) pm ra. 


Um durch solche Formeln die sämtlichen Wurzeln der Trans- 
formationsgleichungen darzustellen, bestimmen wir eine lineare 
Transformation folgendermaßen: 


(3) 6; 5 = ( ® „ (Hiod 16), 


(4) o=u, = w (mod n), 
und ersetzen © in (1), (2) durch 

x ._.Y-+0o, 

(5) UN & un Bo’ 


auf die linke Seite ‘lassen sich dann die Formeln (3) bis (6) 
& 39 und (19), $S 38 anwenden und ergeben: 





Be For 
(6) Ü Aa 

0 

Be 


worin & die in $ S 33, (15), (18) genau definierte 24 ste RICH 
wurzel ist. 


Nun lassen sich zwei Transformationen 


06.0, a, 5) A 
( )' (% a ale 
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von denen die erste linear, die andere von der nten Ordnung ist, 
so bestimmen, daß 


De) 


Denn schreiben wir die Relation (7) so: 


0, — P/\ /1, 0 — (©? 0, — PB 
Wi Hi e) Ws 5) 1 C, ;) ir Y .)' 
so leitet man daraus einfach her: 
(8) } Oel; v=0y7—cbÖ, 
DDR aD: nu — 0% — cß, ae —= a — cf. 

Hierdurch ist zunächst 0 bestimmt als der größte gemein- 
schaftliche Teiler von 8 und n oder [wegen (4)| von w und n. 
Denn wäre © nicht der größte gemeinschaftliche Teiler von 
n = 0a und P — Of’, so müßten « und P’ einen gemeinsamen 
Teiler haben und folglich auch ß und « = «a’ — cß, was nicht 
sein kann. Dadurch ist zugleich a — n/O bestimmt, und c muß 
der Kongruenz 
(9) 0@ — cß = 0 (mod n) 
genügen, wodurch jedoch c nicht absolut, sondern nur nach dem 
Modul « bestimmt ist. Man kann also e z. B. noch an die Be- 
dingung knüpfen, daß es durch irgend eine Potenz von 2, oder 
wenn « nicht durch 3 teilbar ist, durch irgend eine Potenz von 3 
teilbar sein soll, was wir später bisweilen tun werden. 

Die drei Zahlen a, 0, ce können keinen gemeinsamen Teiler 
haben, denn ein solcher wäre [nach (8)] auch Teiler von « und ß, 
was unmöglich ist. Bezeichnen wir also den größten gemeinsamen 
Teiler von « und © mit e, so muß c relativ prim zu e sein. 

Die Zahlen a, 0, c, letztere modulo a, sind wegen (4) und (8) 
durch die beiden Zahlen u, uw’ völlig bestimmt und ändern sich 
nicht, wenn u, w’ mit einem gemeinsamen, zu n teilerfremden 
Faktor multipliziert, d.h. durch ein anderes Paar derselben Reihe 
ersetzt werden. Zerlegt man n irgendwie in zwei Faktoren a, ©, 
so kann man für ce noch 


a 
= P(e 
nach dem Modul a verschiedene zu e teilerfremde Werte an- 


nehmen. Jede dieser Annahmen führt zu einem Zahlenpaar u, w 
durch die Kongruenzen 
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a ' Al 
(10) u 4 en N nodn), 
worin ß’ eine beliebige, zu « teilerfremde Zahl bedeutet und « 
so bestimmt wird, daß «, ß relativ prim werden, und es ist auch 
leicht [nach $ 65, (3)| einzusehen, daß, so lange a, 0, ce dieselben 
bleiben, die nach (10) bestimmten Zahlenpaare u, w' derselben 
Reihe angehören. 

Wir nennen die Zahlen a, c, © (wie in $ 27) die Trans- 
formationszahlen und » den Transformationsgrad. 

Das Zahlensystem a,c, 6 ist also vollständig charakte- 
ristisch für eine Reihe, und die Anzahl der Reihen ist gleich 
der Anzahl dieser Zahlensysteme, woraus für die Zahl Y(n), 
(8 63) folgt: 


(11) vn) = 2—p(e), 


wenn die Summe auf alle Divisoren « von n erstreckt wird. 

Es ist von Interesse, diese Relation auch direkt zu beweisen, 
wobei die Beschränkung auf ein ungerades n wegfallen kann. 
Betrachten wir un) jetzt als Zeichen für die Summe (11), so 
ergibt sich, wenn »’, n’ relativ prim sind, zunächst 


Yln’)d(n”) = Yln'n’”), 


und es bleibt also nur übrig, die Summe „Y(n) für den Fall zu 
bestimmen, daß n = p” eine Primzahlpotenz ist. In diesem 
Falle ist nun e gleich dem kleineren der beiden Divisoren a, 6, 
und wenn a —= 0 ist, e= a. Wenn wir also das erste und 
letzte Glied der Summe »(n) absondern, so erhalten wir 


a a u ee + 2590). 


1<a=Y n 
Saubis 


Es ıst aber 





$-+1 Br \ 
dA za) y 0 = 0—, 
p(a) Er 9 (0) r 
also 
1 
ul ar) — are 2a 


1<a<n 


= 14 +0 Datrtp tr) er(i4Z), 
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woraus sich für Y(n) der Ausdruck 


pn) — "114 —) 
ergibt, wie in $ 632). 


Nach (7) ist nun in den Formeln (6) für no’ zu setzen: 


; ;6 00 
0 hal 
Ci, 0@} 
Re une 


und es lassen sich die linearen Transformationen der f-Funk- 
tionen [S 40, (4), (8), (11)] anwenden. Wir nehmen dabei 

(12) ce= 0 (mod 16), 

so daß nach (3) und (8): 


a, B a>, O 
" se = (& a (mod 16). 


Bezeichnen wir mit o die dritte Einheitswurzel 


au Heard rd] FE ER 
(13) ET: e ? 


so erhalten wir 
f c-+0 ) 
( Aa 


’ 


LO 
a) 
Pu (7) ne 
Der Quotient al 5 
fa a o\r 
DREI) een 


gibt nach $ 54, (3), wenn man 
u(0) = Vk 


setzt, die Größen 


!) Vgl. Dedekind: Über die elliptischen Modulfunktionen. Journal 
f. Mathematik, Bd. 83. 
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on 


als Wurzeln einer Modulargleichung, und dies ist die Jacobische 
Modulargleichung !). 

Ist n nicht durch 3 teilbar, so nehmen wir 
(17) c=0 (mod 3) 
an, wodurch oe den Wert 1 erhält. 

In gleicher Weise kann man die Transformation der n-Funk- 
tion [S 38, (15), (18), (19)] auf die letzte der Gleichungen (6) 
anwenden und erhält: 


(2° E= 2) 
8 Dt 
2 OLE Die 
(wobei es schon genügen würde, wenn c durch 8 teilbar ist). 
Ist » durch 3 nicht teilbar und ce durch 3 teilbar, so ist auch 
hierin o = 1 zu setzen. i 

Die Bestimmung des Vorzeichens in (18) hat für uns nur 
ın dem Falle Interesse, wo n ein Quadrat ıst. Es ist aber 


[nach (8)] | | 
er 





el ee 
EN JE NN. 
letzteres nach dem Reziprozitätsgesetz der quadratischen Reste, 


wel «= 1 (mod 4). Wenn nun n ein Quadrat Ist, so sind 
auch «:e, S:e Quadrate und es ergibt sich: 


en, 


also wird in diesem Falle 


c—+060 
” Er ') yo Abores ) 
er IE le) 

Die zur Charakterisierung einer Reihe aufgestellten Formeln 
(10) sind ein spezieller Fall eines allgemeineren Systems, das 
man erhält, indem man auf «, ß’ in (10) eine lineare Trans- 
formation anwendet. Man erhält dann folgendes: 





') Ist M der Jacobische Multiplikator, so ist 
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Sind a, b, c, © vier der Bedingung: 
ao—be—=n 

genügende ganze Zahlen ohne gemeinsamen Teiler, so erhält man 
die einer Reihe entsprechenden Zahlenpaare u, w', wenn man in 
(19) u’ er ER A A (mod n) 
a', ß’ alle und nur solche Werte durchlaufen läßt, bei denen 
u, u ohne gemeinsamen Teiler mit » sind. 

Daß zwei den Kongruenzen (19) entsprechende Wertpaare 
u, w' wirklich derselben Reihe angehören, ergibt sich unmittelbar 
aus $S 65 (3), und ebenso ist selbstverständlich, daß alle Zahlen- 
paare einer Reihe in dieser Form enthalten sind, da man «', P’ 
durch ha, hß' ersetzen kann, wenn h relativ prim zu n ist. Dab 
man sämtliche Reihen auf diesem Wege bekommt, zeigen 
die Formeln (10). 


$ 69. Die Invariantengleichung. 


Unter den Transformationsgleichungen verdient eine ein be- 
sonderes Interesse, nämlich die, deren Wurzeln die Yy(n) Größen 


./C +00 
@) ‚(etee) 
oder nach der Bestimmung (19), $ 68 die damit identischen 
Größen 


| .[e + 00 
(2) J e + 5.) 
sind, wenn j(®) die in $ 46 definierte Invariante ist. 
Diese Gleichung heißt die Invariantengleichung. 
Die Funktion j(®) läßt sich nach $ 54 rational durch /(w)?t 
darstellen, nämlich 


el 
(3) io = 
so daß also nach den Resultaten des vorigen Paragraphen die 
Größen (1) die Wurzeln einer Gleichung sind, deren Koeffizienten 
rationale Funktionen von x? sind. 
Setzt man aber für f(®) in (3) eine der früher gefundenen 
Entwickelungen, z. B. $ 24, a: 


fo) = Fa + m, 
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so erkennt man, daß j(®) sich in eine nach Potenzen von q2 
fortschreitende Reihe entwickeln läßt, welche die Form hat 


(4) Jeo)= ee’ a +3? ++: 
worin die 4, dig, A, ... ganze rationale Zahlen sind, die sich 
successive berechnen lassen (es ergibt sich z. B. a, — 744, 


d; — 196 884). Die Entwickelungen der Größen (1) beginnen 
also mit 

2 7tic 2 id 
(5) PR ar) 
und sind daher alle voneinander verschieden. Die 
Invariantengleichung ist also nach $ 65 irreducibel. 

Es gibt aber einen zweiten Weg, um zu dieser wie überhaupt 
zu den Transformationsgleichungen zu gelangen, den wir jetzt 
zunächst bei der Invariantengleichung kennen lernen wollen. 
Diese Ableitung stützt sich auf die Sätze des $ 54 über Modul- 
funktionen und gilt auch für ein gerades n. Hier ist es der 
Satz 4, $ 54, der zur Anwendung kommt: 

I. Jede Modulfunktion, die durch die beiden Trans- 
formationen 


£ 10° 
© (1) 


M Ahpm) 

(7) (a 1, n) 

ungeändert bleibt, ist eine rationale Funktion von j(o). 
Wir weisen zunächst nach, daß durch Anwendung der Sub- 

stitutionen (6), (7) die v Größen (1) untereinander vertauscht 

werden. Wir haben die Zusammensetzung 

: a,0\ /1,0 LI ae 

(8) f (& .) % 1) Er (4 )) ® ) 

wenn 

(9) G=c+9— 4a 

gesetzt wird, und es geht durch die Transformation (6), da 7(®) 

durch jede lineare Transformation ungeändert bleibt, 


40 ON: ee Get 
a ee) 
über. 


Ferner bestimmen wir 4s, Os, Ca, so daß 


ao, 


0 — Br =. 
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Dazu ist erforderlich 


ds + Po = 0 
Lt 2 2 
1 a +09, = —6, 
Boy z=ia 
9 
a ) N OSTZERG. 


Es ist also ©, bestimmt als der größte gemeinschaftliche 
Teiler von « und c, und damit zugleich, wegen a,d, — n, auch a,. 

Nach den beiden Gleichungen (12) kennt man jetzt ß, Ö 
als relative Primzahlen und kann «, y aus der diophantischen 
Gleichung 

oo — pr —=l 
bestimmen. Ist dies geschehen, so folgt aus den beiden 
Gleichungen (11) 
G = OP, 

un) 6 = — 00, 
wodurch auch c, bestimmt ist, und es zeigt sich zugleich, daß © 
der größte gemeinschaftliche Teiler von a,, c, ist. Ersetzt man 
% y durch eine andere Lösung « — hß, y + hö, so ändert sich 
nur c, um ein Vielfaches von a,. 

Durch die Transformation (7) geht also 

;(@ —+ ) in ;(® Zw = 
a ds 

über. 

Bilden wir nun eine symmetrische Funktion der sämtlichen 
Größen (1), etwa für ein unbestimmtes « das Produkt 


AT N 


so ändert sich diese Funktion nicht durch die Transformationen 
(6), (7) und ist also nach dem oben erwähnten Satz eine ratio- 
nale Funktion von j(w). Außerdem ist sie eine ganze ratio- 
nale Funktion vten Grades von x mit dem Anfangsglied =”, und 
wir bezeichnen sie mit F„[x,j(®)]. Die Gleichung 


(14) F„[x, j(®)] = 0 
hat die Größen 7 u) zu Wurzeln und ist die Inva- 


riantengleichung, deren wichtigste Eigenschaften wir nun ab- 
leiten wollen. 

1. Die Invariantengleichung ist irreducibel, wenn als 
Rationalitätsbereich der Inbegriff aller rationalen Funktionen von 
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j(®) mit beliebigen Zahlenkoeffizienten betrachtet wird. Denn 
besteht irgend eine rationale Gleichung 


(15) D[j(no), j(e)] = 9 
so darf darauf jede beliebige lineare Transformation 
a, ß 
| I h) 


angewandt werden, und nach $ 29, (5) lassen sich, wenn 


(e) 


eine beliebige Transformation nter Ordnung ist, die linearen 


Transformationen 
0% ß oo, ß 
“ 5) (1 v) 


immer so bestimmen, dab 


0, DAWORG 1.03.70, FB 
2 WEYIRD ERAHNEN 
Daraus folgt aber, daß die Gleichung (9) durch jede der 
(srößen 
./c +00 
e + bo, 
und mithin auch durch jede der Größen (1) befriedigt ist, woraus 
[wegen der Verschiedenheit der Größen (1)] die Irreducibilität 
von (14) folgt. 
2. Die Funktion 


(7) Pla, jo) = ua )] 


14 


hat für jeden endlichen Wert von © mit positiv imaginärem Be- 
standteil, also auch für jeden endlichen Wert von j(o), einen 
endlichen Wert und ist sonach eine ganze rationale Funktion 
von j(o). 

Suchen wir ferner nach (3) das Anfangsglied der Entwicke- 
lung der Funktion (17) nach Potenzen von g, so ergibt sich 


C = 
Zgrirs —2riurZ pe) 


—1)re ne — (ct, 
wenn Ü eine endliche Konstante ist. Es ist daher 
J (0)? Lin [2,3 (@)] 
für ein unendliches j(®) endlich, d. h. der Grad von F„[x,5j(o)] 
in bezug auf j(®) ist ebenfalls der vte. 
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3. Es ıst 
F,Li(no), 5@)] = 0 


und wenn wir n® durch o ersetzen: 


r 2/20 
Fu v (@), z)| —0. 
Da nun (=) gleichfalls eine Wurzel der Invarianten- 


gleichung ist, so folgt, daß die beiden Gleichungen vten Grades 
F„[%, 3(®)] —ß, F.[3(®), z]) = 0 
eine Wurzel gemeinsam haben, und folglich, wegen der Irre- 
ducibilität der ersteren und der Gleichheit des Grades, alle. Es 
ist daher | 
IN&y)= CH %) 
für unbestimmte Werte der Variablen x, y und ein konstantes (. 
Daher auch, durch Vertauschung von x mit y: 
2 = CF. y) 


En(&, Yy) = FW, 2). 
Wenn wir nun x — y setzen, so folgt: 
HnYy)= ty) 
also, wenn das untere Zeichen gilt, 
F, (Y, Y) Fee 0. 
Dies ist aber nur möglich, wene n —= 1 ist [wo F(z, y) 
— 2 —y wird], da sonst F„(z, y) durch £ — y teilbar sein 
müßte, was der Irreducibilität widerspricht. Daher ist immer, 
sobald n > 1 ist: 
(18) IF. y) = Fu ®). 
4. Es sei 
Vena rn, vedln), 
und n’, n’ ohne gemeinsamen Teiler, und &,, &, -.. &r seien 
die Wurzeln der Gleichung 
10) Betz. 0) ==r0, 
Das Produkt 
(20) le ER, an a 
dessen Grad in bezug auf x gleich 
v— un) = vn)un”) 
ist, hängt als symmetrische Funktion der Wurzeln von (19), 
rational von j(®) ab und verschwindet für 


. [69] 
= jr): 


Weber, Algebra. IIT. 16 


also C2— 1 oder 
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d. h. für eine Wurzel der Gleichung F,[x, j(®o)] = 0. Wegen 
der Irreducibilität der letzteren Gleichung, der Gleichheit des 
Grades und des Koeffizienten von x’ ist also 

(21) I. 20) en). 


5. Ist n = p” eine Primzahlpotenz, so ist der Grad der 
Funktion F,[2,5(o®)] gleich p”=!(p + 1), und die Gleichung 
(22) F,r-1[2, j(@)] = 9 
ist vom Grade 

= pp). 
Wir bezeichnen ihre Wurzeln mit x, &, ... Zr 


Das Produkt 
Pan (ee se 
ist in bezug auf x vom Grade v (p +1) = p”"?(p-+ 1); es 
hängt symmetrisch von den Wurzeln von (22), also rational von 
j3(») ab und verschwindet für 


ee x [69] 
et 
Daher ist P durch F„[x, j(®)] teilbar. 
Aber der Grad von P ist höher als der von F„. Nehmen wir 
"(BET — 0\ 
% =; va) 
wo c jeden der Werte 0,1,2,..p—1 haben kann, so ver- 
schwindet F,(z, x,) für 
: [69] 
An 


d. h. es haben p von den Faktoren von P einen bestimmten 

Faktor mit F,x-e[z, j(®)] gemein; daraus folgt, daß P durch 
47r-2 [2 j(o)]}” 

teilbar ist, und mithin, wie die Vergleichung der Grade und 


höchsten Glieder lehrt: 
(Be NEPAL E> ware F,(& a0), 
(Erle, Jo)]" 

Diese Formel ist einer Ausnahme unterworfen für x = 2, 
weil in diesem Falle der Grad der Funktion auf der rechten 
Seite noch zu hoch ist. Für diesen Fall hat aber jeder der 
p — 1 Faktoren des Produktes P den Teiler x — j(w»), weil eben 
jedes x; Wurzel der Gleichung F,[x, j(®)] ist, und es tritt an 
Stelle von (23) die Formel 

; BR En ke a ee rl 
(24) Flo j(@)] = nn ee. 
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Hierdurch ist die Lösung der Invariantengleichung F, — 0 
auf die successive Lösung solcher Fälle zurückgeführt, in denen 
n eine Primzahl ist. 

6. Während bei der Ableitung der Transformationsgleichungen 
aus den Teilungsgleichungen von Haus aus feststeht, daß die 
numerischen Koeffizienten in diesen Gleichungen rationale Zahlen 
sind, so lehrt uns die zweite Ableitung zunächst nichts über die 
Zahlenkoeffizienten. Wir können aber nachträglich beweisen, daß 
diese Koeffizienten nicht nur rationale, sondern auch ganze 
Zahlen sind und gelangen zugleich zu einem wichtigen Satz über 
die Teilbarkeit dieser Koeffizienten. 

Wenn wir beweisen können, daß, wenn p eine Primzahl ist, 
die Koeffizienten in F,(x, y) ganze Zahlen sind, so folgt das 
Gleiche aus 4. und 5. für jedes zusammengesetzte n. 

Nach (4) ist j(®) in eine Reihe von der Form entwickelbar 


h 
(25) Jo)=g’Zzauq", 
0,0 
deren Koeffizienten a, ganze Zahlen sind, und zwar % — 1. 


Bilden wir hiervon, wenn p eine Primzahl ist, die pte Potenz, 
und beachten den für jede ganze Zahl gültigen Fermatschen Satz: 


ar = a (mod p), 
so folgt 


h | h 
%) Jsr=rTrzandr pr mug", 
0,0 0,0 
worin d„ ebenfalls ganze Zahlen sind. Andererseits ist, wenn man 
in (25) ® durch pw ersetzt: 
h 
(27) ji(pe) = Tr? ZZ a,gq?rr 
0,0 


’ 


und daraus, wenn man 
PD DO 

setzt: 

h 

u — U = Ne A > Dn 2 

0,2 

wofür wir auch schreiben können: 
h 

(28) (ur — v) (u — vr) — pg Par N ZI ng, 


„ 


wenn c, ein drittes System ganzer Zahlen bedeutet. 
Nun kommen in F,(z, y) die in bezug auf x, y höchsten 
Glieder z?+1 1 yrt+1 vor, und wir setzen demnach 


h,k 
(29) Play) = Gr Yy)(eye)Z = CH, no" yF, 
‚P 


in” 
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worin c„,x die zu bestimmenden Koeffizienten sind, die nach 3. 
der Bedingung 
hu CHk = CN 
genügen. Um sie zu bestimmen, setzen wir in (29) 
Bun, 


wodurch F, verschwindet, und erhalten 


(30) (ur — v) (u — vP) = >> CL UNd“ 
Hieraus folgt zunächst, dab 
EU 
sein muß, da nach (28) bei der Entwickelung (der linken Seite) 
nach Potenzen von q die Potenz q=?(?*+P nicht vorkommen kann, 
und wir können (29) jetzt in die Form setzen: 
(31) (up — v)(u — vP) = 33 B> CH,» (u" v* 4 ur vr) 


0,» 0,A—1 
h 
— & Cn,n u" vr, 
Os 
Hierin sind die aus (25) und (27) sich ergebenden Ent- 

wickelungen von 

W h ypk _ ur vr, ur pr 
nach Potenzen von q einzusetzen, deren Anfangsglieder 

ee ee 


die Koeffizienten 1 haben. 

Auf der rechten Seite von (31) kommen nicht zwei Glieder vor, 
deren Entwickelung mit derselben Potenz von q beginnt, denn aus 
hp+k=Wp+Kk 
folgt k = %k' (mod p) und mithin, da k und ’" <psind,k=#, 

han: 

Ördnet man daher die Reihen, welche die beiden Seiten von 
(31) darstellen, nach aufsteigenden Potenzen von g, und setzt 
dann die Koeffizienten gleich hoher Potenzen einander gleich, so 
erhält man eine Reihe linearer Gleichungen für die Unbekannten 
Cn,n, von denen jede folgende nur eine neue Unbekannte enthält, 
und diese mit dem Koeffizienten 1. Die aus der linken Seite sich 
ergebenden bekannten Glieder dieser Gleichungen sind nach (28) 
lauter durch p teilbare ganze Zahlen, und es ergeben sich 
also für die c, „ ebenfalls ganzzahlige, durch p teilbare Zahlwerte. 
Demnach haben wir 


h,k 
8) Kan)=(w—W)@—y) — DZ anna, 
‚Pp 
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worin a, ganze Zahlen sind, die den Bedingungen 


An,k = Urn dp,» = 0 
genugen. 
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Die Invariantengleichung ist von großer theoretischer Wichtig- 
keit teils wegen ihrer allgemeinen Gültigkeit (auch für gerade n), 
teils wegen der Leichtigkeit, mit der die linearen Transformationen 
auf j(o) angewandt werden können. Die wirkliche Berechnung 
dieser Gleichung aber zeigt sich so kompliziert, und die Zahlen- 
koeffizienten sind so groß, daß die Berechnung bis jetzt nur in 
‚dem einfachsten Falle p — 2 durchgeführt ist. Dagegen kann 
man, indem man andere Modulfunktionen benutzt, weit einfachere 
Transformationsgleichungen erhalten. 

Über das hierbei anzuwendende Prinzip bemerken wir folgendes: 

Wenn irgend ein System von v Funktionen von ® vorliegt, 
entsprechend den v Systemen von Transformationszahlen a, ce, 6, 
die wir mit 
(1) Du,o2 
bezeichnen wollen und die isomorph mit den Funktionen 

a 

durch die Substitutionen 


(3) (»—,);, (0 +1) 


untereinander permutiert werden, so ist (1) rational durch (2) 
und durch j(w) ausdrückbar, denn die Funktion 


D,, cd .. Be 
a 


a 
bleibt durch die Substitutionen (3) ungeändert, und ist daher 
(für ein unbestimmtes x) eine rationale Funktion von J(®) 
und überdies eine ganze rationale Funktion von x, höchstens vom 
Grade v — 1; F„[&, j(®)] hat dieselbe Bedeutung, wie in (17) 


) Faso) 


des vorigen Paragraphen, und v — Yy(n) ist der Grad dieser 
Funktion in bezug auf x. Aus (4) aber erhält man, indem man 
en ee ) 
a 


setzt: 
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ws (N, 5a] 


(6) a ee 
en) 


Es gehört also ®,., dem algebraischen Körper an, der aus 


un 
1 
> 


den rationalen Funktionen von j re) und j(®) besteht, und 


wir können die Sätze von Bd.I, $ 151 anwenden. Aus diesen folst, 
daß die v Größen ®,,.,. die Wurzeln einer Gleichung vten Grades 
sind, deren Koeffizienten rational von j(w) abhängen. Wenn die 
v Größen ®,,.,„. voneinander verschieden sind, so ist diese Gleichung 
irreducibel. Eine solche Gleichung nennen wir eine zum Trans- 
formationsgrad n gehörige Transformationsgleichung 
erster Stufe!). Jede andere Größe des Körpers kann durch ein 
solches ®,,.,„ und durch j(®) rational ausgedrückt werden. 

Haben die Funktionen ®,,.,„ die Eigenschaft, für jeden endlichen 
Wert von & mit positivem, imaginärem Teil, also für jedes endliche 
j(o®) endlich zu bleiben, so ist die Funktion P’[x, j(®)] in (4) auch 
in bezug auf j(w) eine ganze Funktion. Die Formel (5) könnte 
daher nur für solche besondere Werte von & versagen, für die 
zwei Wurzeln der Invariantengleichung einander gleich werden. 

Wenn die v Größen ®,,., nicht alle voneinander verschieden 
sind, so zerfallen sie in Reihen von gleich vielen untereinander 
gleichen, und die aus (5) abzuleitende Gleichung vten Grades ist 
eine Potenz einer irreducibeln Gleichung, die wir gelegentlich 
wohl auch als Transformationsgleichung bezeichnen werden (Bd. I, 
& 151, 2). 

Sind die Größen ®,.., so gewählt, daß sie für kein endliches 
© mit positiv imaginärem Bestandteil unendlich werden, so bleiben 
sie für jedes endliche j(®) endlich, woraus folgt, daß die Koeffi- 
zienten in der Funktion des vten Grades 
(6) II(& — ®,,.,,) 
ganze rationale Funktionen von j(o») sind, d. h. die ©,» 
sind ganze algebraische Funktionen von j(o). 

‘) In der ersten Auflage habe ich diese Gleichungen „invariante 
Transformationsgleichungen“ genannt. Dieser Ausdruck ist von Klein 
beanstandet worden (Vorlesungen über ausgewählte Kapitel der Zahlen- 
theorie, autographiertes Heft, Göttingen 1897). Ich schließe mich Kleins 
Vorschlag an, indem ich diese Gleichungen jetzt „Transformations- 


gleichungen erster Stufe“ nenne, ohne hier näher auf die Begründung 
dieses Ausdruckes einzugehen. 
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Richtet man die Funktionen ®,..,, etwa durch geeignete 
Bestimmung von Konstanten, die darin noch verfügbar sind, so 
ein, daß sie auch für ein unendliches imaginäres ®, d. h. für 
gq — 0 endlich bleiben, so sind diese Funktionen auch für ein 
unendliches j(») endlich, und die Koeffizienten in (6) sind kon- 
stant. Dies ist aber nur dadurch möglich, daß die ®,,.» alle 
einer und derselben Konstanten C gleich sind. Kennt 
man ®.,., als rationale Funktion einer anderen Größe Pe», 
so ist ©, = Ü entweder eine Identität oder eine Trans- 
formationsgleichung für #, „>. 


$ 71. Die Transformationsgleichungen für y, und 7;. 


Transformationsgleichungen erster Stufe erhält man zunächst 
aus der Betrachtung der Funktionen $ 54, (4), (5): 


7.(0) = Vij(@), 735(@) = Yj(o) — 1728. 
Wenn n nicht durch 3 teilbar ist, so können wir die Zahlen 
a, c, © so wählen, daß immer c durch 3 teilbar wird. 
Nun übt nach $ 54, (15) eine lineare Transformation Ws ) 
auf die Funktion y,(®) den Einfluß: 
Y — 00 ı% way + Bd—aß—ar 0) 
Ale: ui a. = e y2(@). 
In den Zusammensetzungen (8), (10) des $ 69 wird 
ıi=n, 6=0 (mod 5), 
und dann kann man & noch so bestimmen, daß auch « und 


folglich c, durch 3 teilbar werden. 
Daraus ergibt sich, daß durch die beiden Substitutionen 


1 
(0, @ + 1), (© -;) 
die v Funktionen . 


(1) P — ze *)p(o)-* 


nur untereinander vertauscht werden und also die Wurzeln einer 
Transformationsgleichung erster Stufe sind. 

Ist zweitens n eine ungerade Zahl, so nehme man ce 
gerade an. 
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Für die Funktion y,(®) ist [nach $ 54, (15)]: 
RE — (— 1)er+ßy+PJ 
ren: — ( 1) tee Ys(®), 
und in den Zusammensetzungen (8), (10), 8 69 ist 
i=lLh, e=0d=0 (mod 2). 
Die v Größen 


& (en) 


vertauschen sich daher untereinander und sind also gleichfalls 
die Wurzeln einer Transformationsgleichung erster Stufe. 

Um für den einfachsten Fall n — 2 die erstere dieser 
Gleichungen zu bilden, beachte man die Relation [$ 54, (5)]: 


for — 16 _ ho) +16 _ ho) +16 


2 Ta re 
woraus wegen 5 
fh, @o)f.(®) = V2 [$ 34, (16)] 
folgt: I 
00) - St Lor 
(1) 23 ı(@)2t 
@ (3) = 
ae Elan 
a = F(o)ı [$ 34, (13)] 


Bezeichnen wir diese drei Größen mit &, &, &,, so ergibt 

sich aus den Relationen (6), (8), $ 54 | 
+0 +2 = (0) 
E% 4 X; + %%ı —= 495 9, (W) 
Lo = —Ilo) + 2%. 35, 53, 

so daß %, 2 &ı die Wurzeln der Gleichung sind 
(5) 2x3 — y(o)?x? +5.9.11.9%(@)x + J(w) — 21.33.53 — (. 

Die Gleichung, deren Wurzeln die Kuben der Wurzeln von 
(5) sind, ist die Invariantengleichung für n — 2, und läßt sich 
daraus ohne Schwierigkeit berechnen. 


$ 72. Multiplikatorgleichungen erster Stufe. 
Unter den Multiplikatorgleichungen sollen hier die betrachtet 
werden, deren Wurzeln die verschiedenen Potenzen von P,, sind, 
multipliziert mit Potenzen von y,(®), 9 (®), deren Koeffizienten 
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rational von j(w) abhängen. Diese Gleichungen nennen wir 
Multiplikatörgleichungen erster Stufe!), 
Wir betrachten die Größen [S 68, (16)]: 


c-+0o 
LI: PR er (=)vö ei re) 


und den Einfluß, den die Transformationen 


Bee 

ET ER kan ,) 

auf sie ausüben. Dieser Einfluß bestimmt sich nach den Formeln 
(8) bis (13), $ 69, wonach [weil c, = c (mod e)] 


rti(A—1) 


P,r,. durch (wo, © 4-1) m e 127 P, aa 
2 
(2) durch (0, ur 


d— dp 


; er GALLE Bo + %0 
ın err 2 Fe ya FE Ö’ 1 %9, dg 
02 Y— io e e9 Y; Ag 


übergeht, worin # die in S 38, (15) angegebene Bedeutung hat. 
Es ist aber [S 69, (11), (12)] 


va Ya+ tee = 156, 


und mithin, wenn wir 


%uß &—+ 00 Tre % 
E( ’ a2) = Tr Vv—10 23 
- Yı Ö (ig 0 
setzen, 
(5) IE Fat mar) 
N 3 y 2 e! 


eine 24ste Einheitswurzel, und durch die Vertauschung 
( 3) 
0, — — 
(m) 
aA — Ag 
AND NE; 
1% ;d,a,10, 7? 4 (&) (2) 22 C9, 09, Ag 


!) Diese Gleichungen sind besonders eingehend von Kiepert unter- 
sucht worden, zuerst in mehreren Abhandlungen in Crelles Journal, Bd. 57, 
88, 95, am ausführlichsten in den Abhandlungen in den Mathematischen 
Annalen, Bd.26, 33. Vgl. auch F. Klein, Mathematische Annalen, Bd. 14, 15 
und die oben erwähnten autographierten Vorlesungen. 


geht 





über. 
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Daraus ergibt sich wie oben der Schluß: 
1. Für jedes beliebige n sind die Größen 


24 
6,2, 4 


die Wurzeln einer Transformationsgleichung. 
Ist n durch 3 nicht teilbar, so kann man die c, &, c, durch 
3 teilbar voraussetzen. Dann wird 
ıi=zneo=90, 6=0 (mod 3). 
Es ist also, wie aus $ 38, (15) hervorgeht, r eine achte 
Einheitswurzel, beachtet man daher noch 


PLA 

»@+D=E 190), n(-5) = ro), 854 (19) 
so haben wir den Satz: 

2. Ist n nicht durch 3 teilbar und ce durch 3 teilbar, 
so sind die Größen 

Fi »a92 (@)" 7} 

Wurzeln einer Transformationsgleichung. 

Um die Anwendung auf den einfachsten Fall n = 2 zu 
machen, setzen wir 


lee ses (2) HE +8 











‚ = ae Meg er I as 
10) ao Re la 5 n(@)° 
und dann sind x, x, &ı nichts anderes als unsere Funktionen 
(0), Alo), — Flo)". [S 34 (9)] 


Diese sind, wie wir schon früher gesehen haben S 54, (8)], die 
Wurzeln Ben kubischen Gleichung 


(4) 23 — 292(0) +16 = 0. 
Der Umstand, daß fS, f}, —f® selbst Wurzeln einer Trans- 
formationsgleichung für den Transformationsgrad 2 sind, erklärt 
die Erscheinung, daß bei Adjunktion dieser Größen, also auch 
bei Adjunktion von «2, die zu einem geraden n gehörigen Trans- 
formationsgleichungen reducibel werden. 
Wenn n eine ungerade Zahl ist, so nehme man c durch 4 
teilbar an, dann ist [$ 69, (9), (11), (12)] 
A=n (mod 4), 
oc=0,0d=0, Pz=zad, = —0a, (mod 4), 


also ergibt sich 
Ah 


ee ae ee ne 


@—4g 
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und daraus folgt mit Rücksicht auf 


»@+)=—n@), n(-5)= no: [854 (19) 


3. Istin ungerade,‘.c durch 4 teilbar, so sind die 
Größen 


nl 
Var, Y; (©) = 
Wurzeln einer Multiplikatorgleichung. Ist n=1 (mod4), 
so gilt dasselbe von P$,«- 
Als Beispiel wählen wir n —= 3 und setzen 


x 27 (* @ N E SR 3) 


n(®) n(®) 
4 + @0\\ 6 8 o\\6 
SEE N a era 
Sr (ob 2 2 7(@) 
Die Koeffizienten der Gleichung, die diese Größen zu Wurzeln 
hat, sind rationale Funktionen von y;(®), und da keine der 
Größen (5) für einen endlichen Wert von y, unendlich wird, so 


sind es ganze Funktionen von y,. Nach 3. können wir diese 
Gleichung also in der Form ansetzen: 


+ + Ay? + AR” + Ay + Ah—=0, 
worin A) As, As, A, ganze rationale Funktionen von j(®) sind. 
Zunächst erhält man A, als das Produkt &x2,%; %,, welches für 
keinen Wert von j(®) verschwinden kann und daher konstant 
sein muß. Aus den Anfängen der Entwickelung [S 24] 








a 
kemayhan 
Lo = 4 Se 
rÜi 1 
(6) er Be 
LH A 
»=—-e ?’qgy’on 
rel k 
findet man daher 
A, = Et. 


Es ist ferner 
—- Ay =2+ +7 % 
Da die rechte Seite für ein unendliches y;, d. h. für g—=0, 
nicht einmal in der ersten Ordnung unendlich wird, so muß A, 
verschwinden. 
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Aus 
l 1 1 1 
— A439 = EN Em % Ale x, ai; =) 
ergibt sich nach (6) für A, der konstante Wert 1. Um aber 4, 
zu bestimmen, müssen wir in der Entwickelung noch um ein 
Glied weiter gehen. Wir setzen in 
a Ya 21 — Ay; 
für x, die Entwickelung 


1 1 
In, — —q 3+ 6° + SB 
und finden A, = 18, so daß also die gesuchte Gleichung lautet: 
(7) x + 1822 4 9x2 — 27 —=0. 
Ist n ungerade und nicht durch 3 teilbar, so nehme man ec 
durch 12 teilbar an. 
Es ist alsdann 


ıi=zne=0 IdI=I0, BPzad, 7 = —O0aua, (mod 12) 
und es wird 


ß—1 n—1 a— a! 
Pe ya Se er 
also der Satz 
4. Ist n relativ prim zu 6, c durch 12 teilbar, so sind 
die Größen 


nl 
P&xara(@)" "'ys(w) ? 
Wurzeln einer Multiplikatorgleichung erster Stufe. 

‚Da die Funktionen P? für keinen endlichen Wert von 7(o®) 
unendlich oder Null werden, so schließen wir, daß die Koeffizienten 
der Gleichung, deren Wurzeln die P? sind, ganze rationale 
Funktionen von 9,, 9% sind und daß der letzte Koeffizient 
eine Konstante ist. 

Ist n eine Primzahl p, so sind die Wurzeln dieser Gleichung 


: (= z= 2) 2 
n( ee ED 





n(®) n(®) 
und die Anfangsglieder der Entwickelungen sind folgende: 
»—1 p—1 2rih p—1 











a ER 

aa 
wodurch sich für den letzten Koeffizienten der Wert (—1) ? p 
ergibt. Daraus, daß das erste Glied in der Entwickelung von 


8 72. Multiplikatorgleichungen erster Stufe. 253 


j3(o®) nach Potenzen von q den Koeffizienten 1 hat, schließt man 
leicht, daß die numerischen Koeffizienten in diesen Gleichungen 
rationale ganze Zahlen sind. 

Für p = 5 hat die fragliche Gleichung. die Form: 


ss - 4,98 7 Ap# 440° + Apa-t5—t, 
worin die A,, As, As, A, ganze rationale Funktionen von j(®) 
und, wie leicht zu sehen, Konstante sind. 

Aus den Anfangsgliedern ergibt sich sofort 


Mel 0 RA er 
Um aber A, zu bestimmen, geht man in der Entwickelung 
von z, bis zum nächstfolgenden Gliede: 


ee 5 — 248 * a 


woraus man A, — 10 erhält; also lautet für n = 5 die Multi- 
plikatorgleichung 
(8) x + 103 — 92+5 =). 


In gleicher Weise berechnet man die Gleichungen für p = T, 
» —= 11, indem man die Entwickelungen von x, benutzt: 


1 2 4 6 
HE tat. ) 

5 2 
pel:n=—g #12 gm 1 2gi gi +20 +.. ). 
während von 95(®), Y3(®) immer nur die ersten Glieder gebraucht 
werden. So findet sich 


(I pt 277222 7,92 - FT 0 NE —T—0, 
(10) p= 11: 212 — 11.90x° + 11.40 9,0 4 11.1533 
+11.29, 22 + 992 —-11l= 0. 
Wenn n eine ungerade (Quadratzahl ist, so nehmen wir c 


durch 8 teilbar an. Es sind dann a:e und d:e ebenfalls 
Quadratzahlen. Es ist ferner 


(11) e=6=0 (mod 8), A=|1 (mod 8) 


a: ee (mod: 8). 
Bun Ca m (Ud, Ve es, = 


Die Einheitswurzel r in (2) erhält den Wert 


” 1—-ß 2ri a 
(13) (ji er 


254 Siebenter Abschnitt. $ 72. 


Es ist aber nach (12) ß sowohl durch e als auch durch & 
teilbar und ßee, ein Quadrat; also 


(== mim 


ferner ist nach (12) 
)-9& 
& NE, & )' 


,. 9-00 
9-9 9-9 Or 


also | 
m (e+1)(e—1) 
er ek et 4 
G)Se) ( 


1—ß 1- eeg a— (9 e—& 


RE EN 0% 


Durch die Vertauschungen (2) geht also 
Auer ETF AN ae ree 
(DEAN neerene ar end Te & 


48 


| 
nr 
DEREN 
SI 
[S} [So} 
nerrae, 


Ca, 09, Ag 
über. 

Ist n noch durch 3 unteilbar, so nehme man c durch 3 
teilbar an, wodurch 

| \i=l, =6d= 0 (mod 3) 

werden und die in (14) vorkommenden dritten Einheitswurzeln den 
Wert 1 erhalten. 

Hieraus ergeben sich die Sätze: 

5. Ist n eine ungerade Quadratzahl, c durch 8 teilbar, 
so sind die Größen 

VE 

und ist n eine durch 3 nicht teilbare ungerade Quadrat- 
zahl, c durch 24 teilbar, so sind die Größen 


, I: 
Wurzeln von Multiplikatorgleichungen erster Stufe. 
Die ersten Beispiele sind n —= 9, n — 25. 


Zur Bildung dieser Gleichungen kann man auf verschiedene 
Arten gelangen. Wir wollen hier [nach Kiepert!)] den Weg 
gehen, daß wir nach 8 69 die Wurzeln einer zum Grade p ge- 


‘) Zur Transformationstheorie der elliptischen Funktionen. Crelles 
Journal, Bd. 87, 88, 95. 
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hörenden Transformationsgleichung durch die für den Grad p? 
rational ausdrücken und diesen Ausdruck in die zu p gehörige 
Transformationsgleichung einsetzen. 

Nach 3., Formel (7) wird die Gleichung 


(15) x+ + 1822 + 9 (o)x — 27 = 0 
von den beiden Funktionen 


"(3 ): 3@)\6 
DE) 


befriedigt. Bezeichnen wir den ersten dieser Werte mit x, so 











geht der zweite durch die Substitution (0. =) a über, 


und folglich wird durch x auch die Gleichung 


(17) 273 + 18.2702 — ee 
befriedigt. Setzen wir nun 


| "(3 
(18) | n 16) 


y? 
so geht x durch die Substitution Ko in — , über, so daß man 


auch die Gleichung erhält: 
(197 y® + 18yt22 — (3 Fra — NY —(, 


und durch Elimination von 7; (3) aus (17) und (19) erhält man 


3 
nach Weghebung des Faktors y2 — 27 
(20) x+ — 1822y2 — y?(yt — 27 y2 + 272) —= 0. 
Löst man diese quadratische Gleichung nach x? auf, so folgt: 
(21) 2 = pP +92 +27y=(y+ 3) — 27, 


wo über das Zeichen durch Einsetzen der Anfangsglieder der 
Entwickelungen entschieden wird, am einfachsten wohl, da diese 
Gleichung (nach $ 69) auch für 


Er Cork 4 3) 


erfüllt wird, indem man 








setzt. 
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Sondert man in (15) die erste Potenz von x ab und erhebt 
ins Quadrat, so erhält man durch Einsetzen von (21) die gesuchte 
Multiplikatorgleichung für den 9ten Transformationsgrad. Sie 
erhält eine einfachere Gestalt, wenn man 


(22) +9 
setzt: 
(23) [’(o) — 27.64](t — 27) = (ft? — 36t 4 27.8)? 
oder 
. (24) jo) (t — 27T) = tt — 24)8. 
Ganz ähnlich kann man beim 25sten Transformationsgrad 
verfahren. 


Wenn wir | 
(2) ir 
> Ko)! Fe) 


setzen, so haben wir zunächst nach 4. (8): 


(26) x + 1023 — 9(o)e +5 = 0, 
woraus, wie oben, die beiden Gleichungen 


55 4 10.5223 — 9 (5) H—- TE N; 








yı + 10 yoa3 — 9, (3) ya? +50 — 0, 
und durch Elimination von %, (5) 
x — 1022y2(5 + 92) — y2(y® + 5ye + 52y* + 5iy2 4 59). 
Diese Gleichung nach x3 aufgelöst, ergibt: 
(27) 2 = y? + 5yt + 15y? + 252 + 25, 
und wenn wir zur Abkürzung die rechte Seite dieser Gleichung 
mit x(y) bezeichnen, nach (26) 


(28) ser) = law)? + 104) 52. 
Dies ist die gesuchte Gleichung 30sten Grades für y. 


$ 73. Die Schlaeflischen Modulargleichungen. 
Zu einfacheren Transformationsgleichungen gelangt man, wenn 
man dem Rationalitätsbereich, der bis jetzt aus den rationalen 
Funktionen von j(®) bestand, die Größe /(®)?* adjungiert. Diesem 
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Rationalitätsbereich gehören die Funktionen von © an, die durch 
die beiden Substitutionen 


(1) (© -—); (0, 0 + 2) 


ungeändert bleiben (8 54, 2). Wenn also ein System von v 
Funktionen &,.,, durch die Substitutionen (1) nur unter sich 
permutiert wird, so sind diese Funktionen die Wurzeln einer 
Transformationsgleichung, deren Koeffizienten rational von f(w)?* 
abhängen. Hierzu gehören (wie wir früher schon auf anderem 
Wege nachgewiesen haben) für ein ungerades n, das wir jetzt 
immer voraussetzen, gewisse Potenzen der Größen 
C-—+00 

worin, wie ein- für allemal bemerkt sei, ce durch 16, und wenn n 
nicht durch 3 teilbar ist, durch 48 teilbar angenommen wird. 

Die etwas erweiterten Grundsätze des $ 70 führen verhältnis- 
mäßig einfach zur Berechnung dieser Gleichungen. 

Eine Erweiterung ist aber notwendig aus folgendem Grunde: , 

Bei den bisherigen Betrachtungen konnten wir den Schluß 
machen: wenn eine rationale Funktion von j(®) für jedes end- 
liche © mit positiv imaginärem Teil endlich bleibt, so ist sie 
eine ganze Funktion von j(®), weil zu jedem endlichen j(w) 
auch ein endliches, nicht reelles & gehört ($ 52). Bei den ratio- 
nalen Funktionen von f(®) können wir aber aus der Endlichkeit 
für jedes endliche imaginäre ® nur schließen, daß sie ganze 
Funktionen von f(») und 1:/f(®) sind, weil nur zu jedem end- 
lichen f(®) mit Ausnahme von f(®) — 0 ein endliches imaginäres 
© gehört. 

Es entspricht aber der Substitution 


o en 


die Vertauschung 
© 2 2 
(Io), 7) [8 34, (13)] 


und wenn also die Funktionen ®,., so gewählt sind, daß sie 
auch durch die Substitution (2) nur untereinander permutiert 
werden, so werden die Koeffizienten der Gleichung, deren Wurzeln 


sie sind, rational von 
Weber, Algebra. III. 17 
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y2 

abhängen. Sie sind ganze Funktionen dieser Verbindungen, 
wenn die ®,,.., für jedes endliche, nicht reelle © endlich bleiben, 
und sie sind konstant, wenn alle ®,., auch für q = 0, d.h. 
für f(o) —= 0 und f(o) —= », endlich bleiben. In diesem Falle 
sind sämtliche ®,.,n einer und derselben Konstanten 
gleich ($ 70). 

Daraus ergibt sich der Satz: 

Bildet man ganze rationale Funktionen ,., aus 


(=). 16), 


[47 





1 1 
c+00o\’ f(w)’ 
Ne ) 
welche die Eigenschaft haben: 
1. durch die Substitutionen 


(© -—); (0, 0 — 2), (o, on) 


- nur untereinander vertauscht zu werden, 
2. für qg = 0 nicht unendlich zu werden, so ist 


D,,c,. — constans. 


eine Iransformationsgleichung. 

Um diese Bedingungen zu befriedigen, ist zunächst der Ein- 
fluß der Substitutionen (1) auf die Funktionen f zu untersuchen. 
Dieser ergibt sich aus den Zusammensetzungen $ 69, (8) bis (13) 
und aus den Transformationsformeln für die f-Funktionen $ 40. 

Zur Abkürzung führen wir die Bezeichnung ein: 


f(0) — u, (= u 
(3) fı(@) = %ı; e \.() =D, 
Aloe (= An ae . Bo 


Es ergeben sich dann folgende zusammengehörige Ände- 
rungen, wenn in der Bezeichnung auf die Verwandlung der 
Zahlen a, c, © in a, c,, © oder Ay, Cy.09, wie sie eben durch die 
angeführten Formeln des $ 69 charakterisiert ist, keine Rücksicht 
genommen wird: 
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@, u, Un, Us, 
1 
FT, u, Us, uU; 
ri ri ri 
Ba Verl e, el? Us, 
i ri ri 
4 0 — 2, e 2, e 2, e 6 Ay, 
0, v, U; 09, 
1 
Se o' oV, Os, 0v,, 
ni ni ni 
o—1, ce #v, ce Av, Ge? vo, 
ni nri ni 
oa — 2, oe 2 v, Ge 2 v, 02e 8 v,, 
worin 
2 ay—B)+ (021) 80] 2 mi Sehe 
or s Das () rn 


zwei dritte Einheitswurzeln sind, die, falls n nicht durch 3 teilbar 
ist, den Wert 1 haben. 

Um ferner die Wirkung der Substitution (2), die aus der 
Transformation zweiten Grades 


m, 
Ze 


hervorgeht, auf die Funktionen «, ® zu ermitteln, müssen wir die 
Transformationen erster und nter Ordnung 


ee 
PaROE Ch. OL 
so bestimmen, dab 


B a, 0 KLEE BEE IN RU 

0) dee) lee 

wird. Dieser Ansatz führt zu den Gleichungen 

on. 0 =aw—D+e@+ß a=öu+p, 
e—-dt—=ay—d)+eYHd) er —=d(y-9) 
Hiermit ist zunächst, da«—+ ß und y—-6 zufolge «0 — By 

— 1 relativ prim sind, 0’ bestimmt als der größte gemeinschaft- 

liche Teiler von a und c + 6, und aus n — «’0’ ergibt sich «’. 

Dann ist nach den Gleichungen (6): 


C 0 
a+ß=-, le er ’ 
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und ö und ß lassen sich so bestimmen, daß 


(7) da + pP) - Pr) — —l. 
Aus den Gleichungen (6) für « und ce — © findet sich dann 
(8) ce +-«=ad — (ec — OP. 


ö und 5 können, da @«— ß und 9 —+-ö beide ungerade sind, 
nach (7) nicht beide ungerade sein; folglich fällt ec’ nach (8) 
gerade aus. Ersetzt man, was nach (7) gestattet ist, ö, ö durch 
o+-hy—6),B-+h(® + PB), für ein beliebiges h, so ändert 
sich ec’ nach (6) und (8) um 2ha', und über h kann so verfügt 
werden, daß c’ durch 16 oder 48 teilbar wird. 

Es ist dann nach (6) «+ BP — y» — Ö gerade und daher 
die Formel (12), $S 40 anzuwenden. Darin ist nun zu berück- 
sıchtigen 

a — P)=a, oe — P)=e 
oa + P)=u, day —d))=—O0 


woraus folgt: 


n(a — BP) PP + —0) = w — 0" (mod 16), 


(mod 16), 





also 
( 2 ) 3 (at +y—d) (—) e = = > 
z -OOH@-@ 
0— PB ENG BZNG N 
und 
ee „3 Ba0-R-wngi 
Ist n nicht durch 3 teilbar, so ist 
PIE +0), 209 = Ola’ +0), 
«= ald + ©) I EN 


2B = all! — a), 2y=200 — a) 


also entweder & und Ö oder ß und y durch 3 teilbar und also 
a 

Hieraus ergeben sich folgende zusammengehörige Vertau- 
schungen (wobei die Änderung von a, c, ö in a’, c', 0' durch (6) 
bestimmt ist): 


@, u, © ; 
® Fr ER) 


Wir wenden die Vertauschungen (4), (5), (9) auf folgende 
Funktionen an: 
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u\r v\r 

te) 
s) MET Ds 

B=-wy +) a 
worin r, s zwei ganze Zahlen sind, die den Bedingungen 
(11) rn —D)r=0 (n+1)s = 0 (mod 12) 
genügen, die also, wenn n durch 3 teilbar ist, beide durch 3 
teilbar sind und 


(10) 


9-0" 


Es ergeben sich dann folgende zusammengehörige Ver- 
tauschungen: 


ist. 


@, 4, DB: 
a Ak DD; 
o 
(n—1)r (n+1)s 
no De Br 2 1) .B, 


o— 1 An? 2a \r 
o—1' (7) = (7) ze 


Bilden wir nun aus A, 5 eine ganze rationale Funktion mit 
numerischen Koeffizienten 
(15) DEU ARD 
worin, falls in (12) Vorzeichenänderungen auftreten, die Expo- 
nenten h, % so einzurichten sind, daß in allen Gliedern von (13) 
die gleichen Vorzeichenveränderungen stattfinden, so wird das 
Funktionensystem ®,., oder wenigstens ©}... der Forderung 1. 
des oben aufgestellten Satzes genügen und wir haben, um auch 
die Forderung 2. zu befriedigen und so eine Transformations- 
gleichung zu erhalten, die Koeffizienten M,,. so zu bestimmen, 
daß die sämtlichen v Werte von ©... für qg = 0 endlich bleiben. 
Diese Aufgabe vereinfacht sich wesentlich, wenn n keinen quadra- 
tischen Teiler hat, und noch mehr, wenn n eine Primzahl ist. 

Hat nämlich n keinen quadratischen Teiler, so kann man aus 
®,,o,,„ die sämtlichen Werte ®,.,, herleiten, durch Vermehrung 
von © um gewisse ganze Zahlen; wenn also, was unsere Forde- - 
rung ist, in der Entwickelung von ®,,..,„ nach steigenden Potenzen 
von q keine negativen Potenzen vorkommen, so gilt das Gleiche 
von sämtlichen ®,..»- 
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Ist aber n eine Primzahl, so genügt der Nachweis, daß ®,,o,n 
keine negativen Potenzen von g enthält, da das Gleiche durch 
Vertauschung von » mit o:n für ©,.o,. folgt. 

Der konstante Wert, den die Funktion ®,.,, erhält, bestimmt 
sich aus einem Gliede der Entwickelung. 

Bei der Ausführung dieser Rechnungen dienen die Ent- 
wickelungen $ 24, (11), 


© 


res: a ”„ ( 2 


1,8 1 2 Ra 
en 1-+ gerzı\r 
een) 
(14) ne NL eu 
we 
B et 24 TI (1 _— (1 = Den u) 
1efes) 


9 r+s (n +1) : n 1 
(=) Gy al 2n—1\s n(@h—ı))s 
n De EEE ) 
Die Formeln werden nicht immer am einfachsten, wenn r, s 
möglichst klein angenommen werden, sondern es erweist sich am 


zweckmäßigsten, noch die Bedingung 
£ (n —l)r _(n-+Ds 


hinzuzufügen. 
Wir erhalten so für die sieben ersten ungeraden Primzahlen 
folgende Bestimmung von A und DB: 


= 8 AH Ber 


W\?® uUN\?® k 4 
Ma D, A = (-) — -) , B —= (uv) ——— (ur)2 ’ 
Ww\?® uN\* 8 
eo En, 
N = 11, A. — (=) (2), 15 Zi "m ER 
v u uU 
v 64 


S 
= 
et 
m 

En 2 


oh et 


2 
ee (2) 
® 


ein 
A 

Pe) A= — pe ein 
2m 
2. 


> Bu 
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Die Entwickelungen nach Potenzen von gq für A und B er- 


geben sich aus (14), soweit sie zur Rechnung gebraucht werden, 
folgendermaßen: 


ie 


N} Veusee 


NRZ 


21 

3; Ar dsl — Dilim. 
1 

Bean (Vino. 
a! 

ah ee 


l: 
Peer]. 
,A=g(1-—Ag.. 
b=r'(l-+ 34. 


.); 
), 
.); 


y; 
); 
:); 


5 
Be. al 61a 
al 
Bee ee, 
ED En 


= 7 
B=q 21 +694159%-426 9 ...), 
17, A= q?(ll—39-+64? — 1393 + 25g*— 3995 +-76g°...), 
 B=g°:(1-+494+46?-+ 8417442895498...) 


3 
19, AZ #137 32 = 5P 11 1395 + 2478 


— 289°...) 


5 . 
B=gqg ?(1+3g9+3@2-+4g4+ 9g:+ 495+39g° 


— 279° ...); 


und daraus erhält man durch Elimination der negativen Potenzen 
die gesuchten Gleichungen zwischen A und B: 


Mean 3. Ar 4 Bae 0; 
u Duell Au Be (): 
eu 1 Ah. 40); 


N — 


n—=1l1l, A — D-57232 B=0, 


n 


—13, 1464 +4—-24A—BD=0, 
n—= 11T, 43 — B2-+ 17 AB — 544? + 534B-+116A 


— 440 — (, 


n — 19, A5— B3 + 19 Ab? —95 A2.B — 109 43 


DSB mann), 


!) Diese Gleichungen sind zuerst von Schlaefli aufgestellt (Journal für 
Mathematik, Bd. 72). 
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Aus diesem System von Gleichungen leitet man ein zweites 
und drittes her für die Funktionen f,, fs, indem man © durch 
© +1 und darauf ® durch — 1: ersetzt. Diese beiden Systeme 
haben die gleiche Form, nur ist das eine Mal 


u lo, Jr ( u, 


das andere Mal 


non 1 ne 


zu setzen. Aus den Vertauschungen (4) ergibt sich so: 


l 6 j 6 i Ss 
I ne (2) ar (2), B, = un) + 
174 





ı TI =0 
= 2 (a u 
De — () (2): B, = (wu)? + (u, v,)2° 
4, Bi B, => 0, 


+), nm t a 





U,\? UN 2 
u EB (=) — (2), BD, = wv, + 
1 U 


eh 


1: str Undeulopt: gr a uni 
N = DM U | EEE REE (u, v,)6” 
A—-6435 44904 +B—=0, 


Zn a (ee ee 
DE ln (2) —+ L b, = Wwu)t (u, 0)’ 
A} — B? — 1TA,B, — 34 A}? — 34.5, —+ 1164, 
— 440 — (0, 
u, 


\2 ; 2 fe) 
n=19, A= (2) SE (2), B, = mm) + (u, 0)’ 


®] uU, 


Ar Ba AB 9 A103 
—+ 128 B, — 1284, =. 
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$ 74. Die Form der Schlaeflischen Modulargleichungen 
für einen Primzahlgrad. 


Die Form, die wir im vorigen Paragraphen für die zwischen 


(1) u—=fo, v=f (®) 


Ü 


bestehenden Relationen gefunden haben, läßt sich, wenigstens 
wenn der Transformationsgrad eine Primzahl p ist, leicht unter 
ein allgemeines Gesetz bringen. Da für die Folge viel auf diese 
Form ankommt, gehen wir hier noch etwas genauer darauf ein. 

Die Bestimmung der Zahlen r, s nach (11) und (15) des 
vorigen Paragraphen hängt von dem Verhalten von p gegen den 
Modul 24 ab, und da wir den Fall p —= 5 ausschließen können, 
so haben wir folgende Fälle: 


p= 1(mod24) r= |] el) 
=5 as we 
= 7 aA een 
pr=1ll el: Sl 
2) p=13 a 
yp=11 EN, 14 
p=19 Yu Fe=,B 
p= 23 A SSSZUunl, 


so daß r — s stets ungerade ist und p— 1 durch 2r,p — 1 
durch 2s teilbar ist. Hiernach wird 


u\r Dir 
HR 
2 2 
Dr (Up (>) eu 
( ) ne p (uv)® 
Nun wissen wir, daß die p — 1 Größen v die Wurzeln einer 
irreducibeln Transformationsgleichung 
(4) 9, u)=wur - UVw-.. diıyrm0 
sind, in der die Koeffizienten U, ..., U,+ı rationale Funktionen 
von « sind. 

Wir schließen sofort, daß es ganze rationale Funktionen 
von « sind. Denn erstens werden für u —= ® die sämtlichen 
Wurzeln von (4) unendlich, wie man erkennt, wenn man o = i», 
also g — 0 werden läßt. Zweitens geht nach (9) des vorigen 


(3) 
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Paragraphen durch die Vertauschung ( 12) die Gesamtheit 


er 


über. Hieraus folgt, daß für « = 0 die sämtlichen Wurzeln v 
in Null übergehen, also keine von ihnen unendlich wird, woraus 
zu schließen: ist, daß nicht nur die U,, U;,... Uyrı ganze 
Funktionen von « sind, sondern daß auch jede von ihnen den 
Faktor « enthalten muß. 

Wir schließen nun zunächst, genau wie bei der Invarianten- 
gleichung ($ 69, 2., 3. und 6.), dab 


(5) ®,(v, u) = D,(u, v), 
und daß 
h,k 
(6) 8, u) = (Pr -— uw — w) pP ZZ onnutvk, 
1, 


der Wurzeln © ın 


worin CH — Can ganze Zahlen sind. 
Wir wollen diese Funktion in der Weise darstellen 
h,k 
(7) 9,w,u) = wtr! ut 2 an.urok, 
1,2 
worin also ax — Ay,n ebenfalls ganze Zahlen sind, auf deren 
Teilbarkeit durch p es nun weiter nicht ankommt, und es ist 
insbesondere a,» = —1. Wenn wir in der Gleichung 


D,|/(po), f(o)] = 0 
© durch ® —+ 2 ersetzen, so ergibt sich wegen der Irredueibilität 
auf Grund der Relation 


riÜ 

NO 2) re 0; 
daß in (7) nicht alle Glieder, sondern nur solche vorkommen, 
in denen die Exponenten h, k der Kongruenz 
(8) hp-k=p»-+ 1 (mod 24) 
genügen. 

Nun kennen wir noch eine weitere Eigenschaft der Funk- 
tionen ®,(v, u), die sich aus der schon benutzten Vertauschung 
(9) des vorigen Paragraphen ergibt, wo 0 — 1 zu setzen ist, und 
die, wenn wir zur Abkürzung 


== 
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setzen, so dargestellt werden kann: 


\Pp+1 ry 
(9) P,(w u) = (2) ®, Bi v2). 
y2 
Hieraus schließt man auf die Relationen 
h+k—p—1 
(10) E22. 72 UAp+i1—h, p+ı1—k = Anis An,k = (Ay, h. 
Wenn wir also in (7) die Glieder mit gleichen Koeffizienten 
A,» zusammenfassen, so können wir uns auf die Annahme be- 
schränken, daß h>k,h+kZ>p»p-1 sei, und.es ergibt sich 
®,, von den beiden Gliedern vr + 1 up +1 abgesehen, als ein Aggregat 
von Gliedern von den folgenden beiden Formen (wenn noch be- 


rücksichtigt wird, daß wegen (8) &® — &* ist): 
h+k—p 1 
(11) vruk-—- vr ur &*2 2 (urki hp Ti ul urn ER ss 


h+k—p—1 


h—k h—k nhtkp—1 
p+1 \.2 Fr en URN DE 
(ur) : 1%) = (=) | (wo) : a h+k—p—1 ; 


hz= 7 ‚U ® ; (uv) b) 


ab 
(12) vhur + € NREEE (Muptı) 


p+l Fa Zus FL) 2 
SR ee 
(uv) 2 _ 
Die Koeffizienten dieser Glieder in ®, sind ganze Zahlen. 
Nun ergibt sich aus (8): 


GNS Det) 
h+-k—p—l=—hp—) N 
und daher ist k — k durch 2r, h+k—p— 1 (worin h auch 
— k sein kann) durch 2s teilbar [S 74, (2)]. 
Setzen wir daher 


le h ke. 
5 ——57 0%, al u th) 








so sind « und ß positive ganze Zahlen, die zwischen den Grenzen 


(13) ee 








liegen, und überdies En die aus (8) folgende Kongruenz 
—h(p—]1) = 2sPß (mod 24), daß wenigstens in den Fällen, 
woe—= —list, k= ß (mod 2) [S 74, (2)], also stets & — &. 
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Demnach wird (11) 


(u A (2) + (“ ) | [« vyP + Fr |: 


und (12) 
a ri 


Nun gelten die bekannten Formeln, wenn x, y beliebige 
Größen sind und 


£ 


gesetzt wird, 
72 _ Z in y? —g 3 Ys 3 + E we y3 — 3YyY, . 


” n+1 ni 
(# 4 Em) (# = 2) — get — rn E= Ace — I): 


K 








woraus man durch den Schluß von n auf n — 1 erkennt, dab 
n 1 
ur - 
sich für jedes beliebige » als ganze rationale Funktion nten 
Grades von y darstellen läßt, die, wenn y eine ganze Zahl ist, 
sanzzahlige Koeffizienten hat, deren höchster — 1 ist. 
Die beiden Größen 
y\r« u\r® e? 258 
(=) .— (=) und (uv)? — woy? 
können also in dieser Weise als ganze rationale Funktionen von 
A und B der Grade & und ß dargestellt werden, und wir finden, 
er 
2 
das den Koeffizienten — 1 hat, absondern und mit c„,; ganzzahlige 
Koeffizienten bezeichnen: 


wenn wir noch das dem Werte ß.— h entsprechende Glied, 











(14) Be) rr _B% 1 „A= BB, 
(u) © 


worin & und ß an die Grenzen 





Barren ya 


gebunden sind. Dies ist die Form, die wir im vorigen Paragraphen 
den Modulargleichungen bis p — 19 gegeben haben. 


P°] 
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Es ist noch zu erwähnen, daß die in $ 69, 4., 5. für die 
Invariantengleichung bei zusammengesetztem Transformationsgrade 
durchgeführte Betrachtung unverändert auch für die Schlaefli- 
schen Modulargleichungen gilt, woraus wir schließen können, dab 
alle diese Gleichungen rationale Zahlenkoeffizienten haben. 


$ 75. Die irrationalen Formen der Modulargleichungen. 


Den Transformationsgleichungen lassen sich durch Anwen- 
dung desselben Verfahrens weit einfachere Formen geben. Die 
Gleichungsformen, mit denen wir uns jetzt beschäftigen werden, 
enthalten die drei Funktionen f, fi, fs zugleich; da man aber 
nach $ 34, (11), (12) zwei dieser- Funktionen durch die dritte 
ausdrücken kann, so lassen sich zwei von ihnen eliminieren, und 
man kann so zu den Gleichungen des vorigen Paragraphen ge- 
langen. Wenn man für f,, fs die Ausdrücke durch f, oder für 
die drei Funktionen f, fi, fs die Ausdrücke durch %k?2 einsetzt, 
so kommen Wurzelzeichen vor, woraus sich der Name dieser 
Gleichungen erklärt. 

Wir setzen wie oben 


a I — (ae), 


(1) “= fo, u = (- -)f: + —. zer, 
“he =) 


= 2 
U Yo = y2, VO] Va = v2, 


und erhalten folgende zusammengehörige Vertauschungen: 


1 
2) — 1 ouv, OU, Vo, OU, dı, 
_a+)Yzi _a+9»ri (n+1!)ri 
oao—+l, e ohne 47 oun, 6,12 gusd,, 


worin 0, 6 die oben [$ 73, (4)] definierten dritten Einheits- 
wurzeln sind. 

Wir unterscheiden drei verschiedene Fälle nach dem Ver- 
halten von n zum Modul 8. 

l.n+1= 0, (mod 8). 
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SI 
or 


Wir setzen 


BA = UV — (— y* Pr v] Hr BE, 








"+1 
(3) B= uvuv 4 a + (— 1) 8 u,vıUyd, 
9 n+1 9 
—— E uw WER 
u 5 Utz ae ( > uv’ 


so daß sich die zusammengehörigen Vertauschungen ergeben 


0, 4, JE? 
l 
(4) lange? 04, GL, 
rin-+]N) _ Zint]) 





0 — 1, ee, e an, 
Ein Produkt von der Form 4" 25* nimmt also durch die 
beiden Vertauschungen 


(o -,) (0,0 —-1) 


die Faktoren an 
(n+1l)ri 


(h—k) 
nee 
e 12 6" r 


Gen 
die — 1 sind, wenn n — 1 durch 3 teilbar ist. Wir bilden also 
jetzt mit numerischen Koeffizienten M,,. Funktionen der Form 


(5) D 03 == 2 M,, „ A® Dr, 

worin, wenn n = (0 oder = 1 (mod 3) ist, A und k nur solche 
(ganzzahlige) Werte annehmen dürfen, Aden Differenzen h — k 
bei der Teilung mit 3 denselben Rest lassen, wenn aber n = —1 


(mod 3) dieser Beschränkung nicht unterworfen sind. Eine solche 
Funktion selbst, oder wenigstens ihre dritte Potenz genügt also 
einer Transformationsgleichung erster Stufe. Sie bleibt außer- 
dem für alle endlichen Werte von j(®) endlich und ist folglich 
eine ganze algebraische Funktion von 7(®). [Die Transformation 


zweiter Ordnung ( R 1) braucht hier nicht zugezogen zu werden, 


da der Inbegriff der ®.., schon bei der Substitution (o, © + 1), 
nicht erst bei (w, @ — 2) ungeändert bleibt. Vgl. die Bemerkung 
am Anfang des $ 73.] 

Wenn wir also die Konstanten in ®,.,. so bestimmen, daß 
in den Entwickelungen dieser Funktionen keine negativen Potenzen 
von q vorkommen, so müssen die sämtlichen ®,., einer und 
derselben Konstanten gleich sein. 


ee De a 


$ 75. Die irrationalen Formen der Modulargleichungen. 271 


Zur Erreichung dieses Zieles genügt es auch hier, wenn n 
keinen quadratischen Teiler hat, daß ®,.,, und wenn n eine 
Primzahl ist, wenn ®, on für qg = 0 endlich bleibt. 

Bei diesen Rechnungen machen wir Gebrauch von den Ent- 
wickelungen: 


cat, 
Mi 

(6) ur =q * Il — qrertd)(] — gerri), 
n+1 


4%, = 2qg? HA+Qr)(ı + gr), 
woraus durch Entwickelung nach Potenzen gq: 


nl 


w—g * Ir ++ +040F2..), 
_ntı 

era er ee ge 29°), 
n+1l 


40 = 292 (++ +29+20+.-.) 

Die letzteren Formeln sind richtig für n >7 (fürn = 5,5, 7 
sind die Glieder von g3, 9’, q’ an zu modifizieren). Für n = 7, 
n — 23 zeigen diese Ausdrücke, daß A selbst für qg = 0 endlich 
bleibt, woraus für diese Fälle die Gleichungen folgen: 


et ER re ph 
8) RR ae 
Durch einfache Rechnung findet man ferner noch: 
n = 3l, (A? — B% — A=0, 
(91.73 v—=4, 42 — A—B=2, 
n—=T7l, 43 —44?+2A—D=—=|. 


Nicht ganz so einfach gestaltet sich die Rechnung für ein 
zusammengesetztes n. So muß man z. B. für n = 15 die Be- 
dingung der Endlichkeit für qg = 0 nicht nur für ©, 0,1, sondern 
auch für ®;., berücksichtigen. Diese beiden aber genügen. 
Man erhält so: 


(10) n—15, 43 — AB+1l=0(. 


2. Ist n= 3 (mod 8), so sind dieselben Schlüsse zu ziehen, 
wenn wir setzen: 


(Al) 


4A = uw? — uv) — wv,, 
a Arne ORTEN en INN SR: 
b = wwuuv? + WVu,V U UÜs; 
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für die man aus (2) die zusammengehörigen Vertauschungen 
erhält: 


0, AR BD 

1 
(12) n 024, ob, 
(n+1l)ri Bi (n+1)rzi 





@- tr, laufe re Be 


und hieraus leitet man in der gleichen Weise die Gleichungen ab: 


=, la a 
(13) Wa Us sae il, 

n—=19, : 4 —74?— B=\. 

3. Ist n= 1 (mod 4), so kann man ebenso verfahren mit 
den Funktionen 
reale 454 __ nt m# 
(14) BR u vı UV, 
B—= wvuurvi + uvwou — uvugv, 


für die man die zusammengehörigen Vertauschungen erhält: 


0, 3 ıB 
s 1 
(15) BYE 0A, o2B, 
(n+1)ri _@a+DVYri 
ar ee ae uheorD. 
Nur der erste Fall » = 5 führt hier zu einem einfachen 
Resultat: 
(16) RN 


Für n = 5 läßt sich noch eine einfachere Form der Trans- 
formationsgleichung gewinnen. | 
Wenn wir nämlich auf die drei Funktionen 
22 22 242 _—_ 2a? Duüges ri? 
_ 4% + uyv; ULV vzu u v vyu 


17 W Wı ZZ — Won 
28 ur Eye 1, a ie Ug Va 


die Substitutionen (o a); (©, @ + 1) anwenden, so ergeben 


sich unter der Voraussetzung n = 5 (mod 8) die zusammen- 
gehörigen Vertauschungen: 
o, w, wı; Ws; 
: v v 
—— w v ı 
0’ | 29 19 


Tri ri ni 
an = 7n-5 75 (n—5 
0. Hılineia CE ar et 
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Setzt man also 


A = w? + w’ + w3, 
B= ww? + ww) + ww, 
Ü= ww,Ws, 
so erhält man 
0, As Ve er 
EN, B C 
0’ I I ) 
PLA) PL) 
Bere Anna SB, Ö, 
so daß zwei dieser Funktionen ebenso wie oben A und D benutzt 
werden können. Für n—=5 zeigt sich aber, daß ın den Ent- 


wickelungen von , w,, , nach Potenzen von q keine negativen 
Potenzen vorkommen und daß also A, B, C und mithin auch 
1, %), Ws, selbst konstant sind. 

Es läßt sich also die Modulargleichung für n — 5 in jeder 
der drei Formen aufstellen: 


2 2 Zr 
U Ude 2UN, 
(18) u v2 — vyu2 — 2 di, 
uva — vyuR — 2 UV, 


Diese Gleichungen lassen sich auch aus der von Jacobi 
(Fund. art. 30, gesammelte Werke, Bd. 1, S. 123) gegebenen her- 
leiten. 

W.ir schließen diese Betrachtungen, indem wir in den ein- 
fachsten Fällen die Jacobischen Modulargleichungen aus 
diesen irrationalen Formen ableiten. 

Wir setzen [vgl. S 54, (3)]: 


U; A“ u ' ET 
m WE H eg ae HK 
U V% u v ; 
V A Ü 4 

==y=VA, vs VAR; 


und eliminieren mittels der Relationen 


se ge—=], ze — 
(19) u 
3 3 — ] Re 
ol, ya 


die Größen u und v®. | 
Weber, Algebra. III. 18 
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Für n — 3 erhält man aus (13): 

(20) pay? —1, 

eine Form der Modulargleichung, die von Legendre herrührt. 
Daraus, indem man für &', y’ aus (19) die Werte setzt, 


768 + y\ — 4x2 y? —i baut y“ —- 4asys, 


(x — y2)? = 4l(ay — a3 y%)2 
und indem man hieraus die Wurzel zieht und das Vorzeichen 
durch 9 = 0 bestimmt, findet man: 
(21) | x.— yt — 2ry — 208y, We 
was, abgesehen von dem dort nicht näher erklärten Vorzeichen 
von YA, mit $ 10, (12) übereinstimmt. 

Für n = 5 folgt aus der zweiten Gleichung (18): 


oder 


(2 — y?} — Aryalty't, 
und daraus durch Quadrieren 
(2 — = Kay -—a—y tag), 
was leicht in die Form gebracht wird 
(72 — ya) er ne eye) 
Zieht man hieraus die Wurzel, so folgt, wie oben: 
(22) 28 — yb —Aay(ll — ty) +52 — y)=0O(n=5). 
Für n = 7 erhält man, ohne Wurzelziehen, aus (8): 
(23) syt-«y —=]l, 
und daraus: 
24) + y° — 8xyll + @eye) + 2802y2(l + 2ty%) 
— 5öbriy(l + 22y2) + TO atyt — 0 (Bang 


$ 76. Zusammengesetzte Transformationsgrade. 


Ist der Transformationsgrad eine zusammengesetzte Zahl, so 
kann man noch einfachere Transformationsgleichungen aufstellen 
als die, die man auf dem Wege des vorigen Paragraphen gewinnt. 

Wir führen diese Betrachtungen hier nur in den einfachsten 
Fällen durch. 

Der ungerade Transformationsgrad n sei in zwei Faktoren 
zerlegt 
(1) vn —nn-, 
die zueinander relativ prim sind. 
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Es lassen sich dann jeder Transformation nten Grades von 
der Form 


® (eo) 


je eine und nur eine Transformation der Grade »’, n”: 


ug 0,0 2.0 
5 en 
zuordnen, die durch folgende Bedingungen bestimmt sind: 
(4) 00, PR 

e"cd=c (mode), cd"=c (mod a”), 
und umgekehrt folgt aus jedem Paar Transformationen von der 
Form (3) nach (4) eine und nur eine Transformation (2). Nach 
(4) sind nämlich zunächst ©’, 0” bestimmt als die größten gemein- 
schaftlichen Teiler von © mit n’ und n”, und darauf wird c’ nach 
dem Modul «, c” nach dem Modul a” bestimmt aus den beiden 
letzten Kongruenzen (4). 

Es kommt nun vor allem darauf an, zu zeigen, dab die 
Kongruenzen (4) erhalten bleiben, wenn die Transformationen (2) 
und (3) nach $ 69, (8) bis (12) durch die beiden linearen Trans- 
formationen 

1 
(0, © — 1), (0, N 
umgeformt werden. 

Wir setzen nach den erwähnten Formeln: 


a, od (a INEM 9 d, 
(; 5) N) v fe h) 
- a, U) ISPNehS . N Ze) 
@ ee) 
(a 130 u (Aa: 
2 a") er ı) Ay rs 
@ 0 ( IRRE FRE ( 
C, .) as 1, " Ir 
! a’, 0 ERS SE 22:2 & 0 
(6) Ge) ee) 5 e: 
er 0 ( 0 (ei 
ce”, N) FE j 


_ 
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Es folgt zunächst aus $ 69, (9): 
o=c+0d(mda), = «d—+0%(moda), cd = ce" +0" (mod a”), 
woraus, nach (4) 

"a=l'd +09 =c, (mod a) 
ba=6cc"+29=c, (mod a”) 
in Übereinstimmung mit den Kongruenzen (4). 

Für die Zusammensetzung (6) ergibt sich nach $ 69, (12), 
daß 0, ©, 65 die größten gemeinschaftlichen Teiler von a, c; 
a’, c'; a’, c" sind; weil aber 0” relativ prim zu a, und ©"! =c 
(mod a’) ist, so Ist auch © der größte gemeinschaftliche Teiler 
von a’ und e und aus den gleichen Gründen 05 der größte gemein- 
schaftliche Teiler von a” und c, woraus man schließt, da a’, a” 
relativ prim sind: 


Der HE Zalaüa 
- Ferner ist nach $ 69, (11), (12), (13): 
9 =me—ya = —OM, 
ed va’, — BEE ger. 


also nach (4): 
%@ — 6a =an(dd —co)=0 (mod), 
folglich auch 
90 —%=0 (mod «), 
in Übereinstimmung mit (4), und ebenso folgt: 
%5 —&=0 (mod as), 
wodurch also der Beweis geführt ist, daß die durch (4) aus- 
gedrückte Zusammengehörigkeit der Transformationen 


U a’, 0 al 

Bo (er) 
durch Anwendung irgend einer linearen Transformation auf & 
nicht gestört wird. Da wir hier n als ungerade voraussetzen, so 
können wir immer c, c', c’ durch 16 teilbar annehmen; und wenn n 
und folglich auch »’, n”’ durch 3 unteilbar sind, so können c, c’, c” 
auch durch 3 teilbar angenommen werden. Ist aber n durch 3 
teilbar, so wird von den beiden Faktoren »’, n’ der eine, etwa m", 
durch 3 teilbar sein, der andere, »’, nicht. Es kann dann ce 
noch durch 3 teilbar vorausgesetzt werden, nicht aber c und c”. 
In diesem Falle soll die Abhängigkeit des c’ von c noch näher 
bestimmt werden durch die Kongruenz 


(7) oc" = ec (mod 3a”). 


- 
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Eine Lösung dieser Kongruenz kann man immer aus einer 
Lösung der Kongruenz (4) 0’c’ = c (mod a”) herleiten, indem 
man zu ec” ein Vielfaches von «”’ hinzufügt. 

Die Kongruenz (7) hat dann nach 8 69, (9) bis (13) zur 
Folge: 


(8) A=nw4' (mod 3), 


a a" % 08, ß Fa ß" a’ 03 
(9) vayadı det (mod 3). 


Es mögen nun v, vi, %; v", v/, vg dieselbe Bedeutung für 


die Zahlen »’, n” haben, welche den v, v,, v, in 8 73, (3) für die 
Zahl n gegeben war, nämlich: 


Y nl „ „ 
= el), 


d 


ee ee 
ee 


Wir wenden die Vertauschungstabelle (4), $ 73 auf diese 
Funktionen an. Da n’ unter allen Umständen durch 3 unteilbar 
ist, so sind die kubischen Einheitswurzeln o’, 6° — 1 zu setzen, 
während infolge der Kongruenzen (8), (9): 

(11) 0" = on, 0 or 
wird. Wir erhalten hiernach folgende zusammengehörige Ver- 
tauschungen: 











0, V, v1; v9, 
1 4 ; 
KU Pr, 0; 02, 21; 
_n'zi _mwWri n’ ri 
(12) Dee a > e 12 os, 
0, vu" I v1, v3, 
re or v" 0” vo, ev, 
[69] 
NiLTet n!’ ni nei 





fe) — IR re Br, v oe 24 v, ore 2 vs, 
die zusammen mit den A (4), $ 73 gelten. 


Wir unterscheiden jetzt zwei Fälle. 
1. Wenn 


(13) ("+D)w' +) =8u=0 (mod 8) 
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ist, so setzen wir 


(14) U— uvvV", U = wvVV, = WWwv, 
2A= U+l-1W(U, + D,), 
(15) B=UU + UDQ, + (— 1 UUD,, 


+ 4 E 
— Tre TR 


Aus (12) und $ 73, (4) erhalten wir dann folgende zusammen- 
gehörige Vertauschungen: 


oO, A, DE 
(16) ee, DB, 





Duni urüi 
art], Jomtie3 A, 0 @inDaruen, 

Wir wenden unser Prinzip zur Herleitung von Modular- 
gleichungen auf diese Funktionen an und bemerken dazu noch 
folgendes: 

Die in (16) vorkommenden dritten Einheitswurzeln sind = 1, 
wenn entweder n durch 5 unteilbar und u durch 3 teilbar ist, 
oder n” durch 3 teilbar ist und m’ den Rest 2 läßt. In diesen 
Fällen ist jede rationale Funktion von A und 5 Wurzel einer 
Transformationsgleichung. In den anderen Fällen kommt diese 
Eigenschaft dem Kubus einer solchen rationalen Funktion von A 
und D zu, bei denen die Differenzen der Exponenten sämtlicher 
Glieder einander nach dem Modul 3 kongruent sind. 

Sind diese rationalen Funktionen ganze Funktionen und 
sind außerdem ihre sämtlichen Werte für q = 0 endlich, so 
müssen sie einer Konstanten gleich sein, und dadurch gewinnen 
wir Transformationsgleichungen. 

Sind n’, n” Primzahlen, so genügt es auch hier (vgl. $ 72), 
wenn die negativen Potenzen von q in der Entwickelung einer 
solchen Funktion nach steigenden Potenzen von q in dem einen 
Hauptfall wegfallen, nämlich in dem, wo 


(& 3 (& r) 6 0 ) 

u OU Sch, O0 Bes 

( 2 1,0 ( 0 
0,n)/’ ® ah 0, MAN 


U= fto)f(W o)f(n"o) fin’ o); 


gleich sind 


also 
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denn aus der Entwickelung für diesen einen Fall kann man die 
Entwickelungen für die übrigen Fälle herleiten, indem man ® 
ersetzt durch 


(17) nm’ 


und dann noch ® um ganze Zahlen vermehrt, wodurch keine 
negativen Potenzen von q neu eingeführt werden können. 
Für die Durchführung der Rechnung bedient man sich der 


Entwickelungen 
BatlBiR1YAF=F]) 


U — g 24 x 
II(l gez) N RETRO! + ger=Ddn) (1 + qer=dnR) 
ei 
U=q 4 x 
(18) II(L— QEr-1)(1 — ger-Dm)(] — ger—Dn”)(] — ger-Dn) 
M +) a” +D 
IIZERN, 2 * 
II(1 + q?’) (1 + 2) (1 + 2) (1 + qdrr), 
die in den einzelnen Fällen die Potenzentwickelungen von A, BD 
liefern, woraus die negativen Potenzen von q zu eliminieren sind. 
Man berechnet auf diese Weise sehr einfach die folgenden 


Gleichungen: 
N. — 1% Ar }, 
n — 21, .(42 — DV — A=|, 
(19) n—=33, 2 —-B—-A=4Ü, 
n—=35, 42#2—b—-4=2, 
n—=55, 3 —- B— 42? —- A-+4=|(. 
2. Wenn 


(n" — )m" — )=8u=0 (mod 8), 
so setzen wir 
© u vd U; v 
a Hey (+), 


vr 
vv vv, ) 


B vn 1 “( 
=7 re u, dı Ug Vg)' 








(20) 








WV 
und erhalten nach (12) die zusammengehörigen Vertauschungen: 
o, A, b, 

(21) ——, ne oUzlR. 


Zuri Yuri 








Or Bumaleri,e td no DB: 
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Wir können daher dasselbe Verfahren anwenden wie oben, wenn 
wir noch die Beschränkung hinzufügen, daß nur symmetrische 
Funktionen von A und D, d.h. rationale Funktionen von ADB, 
A —- B benutzt werden, weil nur unter dieser Voraussetzung 
aus einem der Werte einer solchen Funktion durch die Ver- 
tauschungen (17) alle übrigen folgen. Man berechnet leicht die 
folgenden Beispiele: 


n— 12, Bine Wlan), 
(22) n—35, 2(A+B)—-AB=5 
n — 39, 212-7 DD), AD’ 3. 

Die Rechnung bietet auch in noch komplizierteren Fällen 
keine unüberwindlichen Schwierigkeiten. So habe ich in der Ab- 
handlung Acta mathematica Bd. II, S. 359 für den Fall »n = 105 
folgende Formel mitgeteilt: 


1 f@o)F6o)F(T»)F(050) 
A= I Ko)Fo)F 1 0)7@0)' 
‚_ s [@fQ30)/@10)/80) 

@0)f&0) (1o)f(105 0)’ 

A? —+ D —4(A+ DW’ + 10AB(A+D) 
+4(4A+ 5%” + 90Ab + 14(A+ DD) +5 =0, 
wenn sich die Summen & in A und DB auf die drei Funktionen 

f, fi, f2 beziehen. 





$ 77. Geometrische Deutung der irrationalen Modular- 
gleichungen als Modularkorrespondenzen. 


Den Inhalt der irrationalen Formen der Modulargleichungen 


machen wir durch eine geometrische Deutung anschaulicher. Be- 
trachten wir zunächst den Fall n = — 1 (mod 8) und setzen 


(1) 2 —= f(o), y=fhı(e), 2= f(o), 
so wird hierdurch, wenn wir x, y, 2 als Cartesische Koordinaten 
eines Punktes P ansehen, eine Raumkurve dargestellt, die wir 
auch durch die beiden Gleichungen: 
(2) a N 

24 9 V2 
ausdrücken können, und die wir die Grundkurve nennen wollen. 
Diese Kurve ist also von der 24. Ordnung. Man kann sie auf 
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eine ebene Kurve 3. Ordnung abbilden, wenn man 2° — X, 
u ==.) setzt: 
(3) XY(X— Y) = 16. 


Setzen wir |S 75, (1)] 
(4) =f(° =), :=(2) fı(° N: 


/ 











so genüge die Größe &, n, & ebenfalls den Gleichungen (2), da 
(7) (>) = 9) — — 1 ist, und der Punkt II, dessen Koordi- 
naten &, n, & sind, liegt also auch auf der Grundkurve. 

Eine Gleichung 


D: (7, Yy2, 5 Moe 


bedeutet, wenn der Punkt P festgehalten wird, eine Fläche, auf 
der II liegen soll, und der Schnittpunkt dieser Fläche mit der 
Grundkurve gibt eine gewisse Anzahl von Punkten I/, die dem 
Punkt P entsprechen. Ebenso entspricht einem festen Punkt // 
eine gewisse Anzahl von Punkten P, und diese Zuordnung heißt 
eine Korrespondenz auf der Grundkurve. Fällt der Punkt P\ 
mit einem der ihm entsprechenden Punkte II zusammen, so er- 
halten wir einen Doppelpunkt oder Koinzidenz der Korre- 
spondenz. 

Wenn die Gleichung (5) bei Vertauschung von P mit II sich 
nicht ändert, so ist die Korrespondenz eine wechselseitige. 
Solche Korrespondenzen sind durch die Gleichungen (8), (9), 
(10), 8 75 gegeben. 

Es ist dann nach $ 75, (3) 


n+1 


(5) aa 


B=x&yn + xtzi-+ (—1) ® ynaE& 


zu setzen. A ist vom ersten, 5 vom zweiten Grad in bezug auf 
die Koordinaten eines jeden der beiden Punkte P und IT. 

Wir wollen den Grad von diesen Korrespondenzen, d. h. die 
Anzahl der einem Punkte P entsprechenden Punkte II, fest- 
stellen. Dabei haben wir den Grad der Gleichung ® — 0 in 
bezug auf &, n, & mit dem Grad der Grundkurve, d. h. mit 24, 
zu multiplizieren-und es ergibt sich: 
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ER m — 24, 
nz al Mm = 96, 
RE 47, m — 48, 
ER UNE Mi 
Raul; INT 


In den Fällen 23, 47, 71 ist also der Grad der Korrespondenz 
gleich dem Grad der entsprechenden Modulargleichung, d.h. gleich 
der Anzahl der betreffenden Transformationen; in den Fällen 
n —= 71,31, 15 ist der Grad das Dreifache des Grades der 
Modulargleichungen. 

Was haben diese überzähligen Punkte zu bedeuten? Sie 
erklären sich dadurch, daß in diesen Fällen, in denen n = 0, 1 
(mod 3) ist, in der Funktion ®,.. [8 75, (5)], die nach der obigen 
Gleichung (5) einer Konstanten gleich ist, die Exponenten h — 2% 
in allen Gliedern denselben Rest nach dem Modul 3 lassen, und 
daß also die Gleichung ® — 0 und ebenso die Gleichungen (2) 
erfüllt bleiben, wenn £&, n, & mit einer beliebigen dritten Einheits- 
wurzel multipliziert werden. Es geben also je drei Punkte der 
Korrespondenz dieselbe Transformation. 

Wir hätten auch, wenn x, y, 2 durch (1) bestimmt sind, 
statt (4) 


0 + Aal 


und folglich für A, B: 
n+1l 


(7) par naja 
B=xa&y&+abzn (—1)® ynzS 
setzen können. Die Grundkurve und der Grad der Korrespondenz 
wären dann dieselben geblieben, aber die Koinzidenzen hätten 
eine andere, und zwar einfachere, Bedeutung bekommen. In 
beiden Fällen gehören die Koinzidenzen zu den singulären Werten 
der Modulfunktionen, in denen ® eine imaginäre quadratische 
Irrationalität ist, wie wir in der Folge noch genauer sehen 
werden. 
Im Falle n = 3 (mod 8) setzen wir 


Ro) oe Brite), 
2; pletee, „= p(eHe\, „= „(eH2e), 


A 
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und erhalten eine Grundkurve 
(9) 


die nur vom 12. Grade ist. Wir haben dann weiter nach S 75: 


4 — y — 2 —=(, 
2222, 


b=»5yn + wg2e—yn20, 
und man erhält für den Grad m der Korrespondenz nach 


8-75 (13): 


NE; m — 12, 
re Mi L2, 
2217 ah; 


also wieder wie im vorigen Falle, wenn n = 0, 1 (mod 5) ist, 
eine dreifach zu große Zahl. 
Ist endlich n = 1 (mod 4), so setze man 
= f!(o), y=fh(e), = f:(@) 
und erhält eine Grundkurve vom sechsten Grade. 
Für n = 5 ergibt sich die richtige Zahl m — 6. 





Achter Abschnitt. 


Die Gruppe der Transformationsgleichungen und die 
Gleichung ten Grades. 


$ 78. Die Gäaloissche Gruppe der Transformationsgleichungen 
für einen Primzahlgrad. 


Ein eingehenderes algebraisches Studium der Transformations- 
gleichungen erfordert die Kenntnis ihrer Galoisschen Gruppe. Da 
wir die Transformationsgleichungen aus den Teilungsgleichungen 
hergeleitet haben, deren Gruppe uns bekannt ist (8 63), so können 
wir die Gruppe der Transformationsgleichungen gleichfalls bilden. 

Die Transformationsgleichungen ergaben sich ($ 65) dadurch, 
daß die Wurzeln der Teilungsgleichungen sich in Reihen ein- 
teilen ließen, die durch die Vertauschungen der Gruppe der 
Teilungsgleichung nicht auseinandergerissen, sondern nur unter- 
einander vertauscht werden. 

Jeder dieser Reihen ordnet sich eine bestimmte Wurzel einer 
Transformationsgleichung zu, und die Gruppe der letzteren 
besteht daher aus dem Inbegriff der Vertauschungen, 
die durch die Gruppe der Teilungsgleichung unter den 
Reihen hervorgerufen werden. 

Ist der Transformationsgrad n eine ungerade Primzahl p, 
so gestattet diese Gruppe eine sehr elegante Darstellung, die zu 
weiteren Untersuchungen geeignet ist, und wir halten jetzt diese 
Voraussetzung fest. 

Es wurde im $ 65, (3) bereits die notwendige und hinreichende 
Bedingung ermittelt, daß zwei Wurzeln der Teilungsgleichung 


(1) Ku, ur) Ky, v' 
in dieselbe Reihe R gehören, nämlich die Kongruenz 
(2) uv vu =0 (mod p). 
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Wenn wir nun, wie es in der Zahlentheorie üblich ist (Gauss, 
Disquisitiones arithmeticae, art. 31), durch das Symbol 


n (mod p) 


eine ganze Zahl [oder Zahlklasse (mod p)]| verstehen, die, mit 5 
multipliziert, bei der Teilung durch p den Rest a läßt, so können 
wir, vorausgesetzt, daß w’ v’ nicht durch p teilbar sind, die eine 
Reihe definierende Kongruenz (2) auch so schreiben: 


(3) m — = (mod »), 
und wir werden also naturgemäß darauf geführt, durch den 
Wert des Verhältnisses 


(4) | = =; (mod p), 


das jeder der Zahlen 0, 1, ..., p — 1 kongruent sein kann, und 
das für eine ganze Reihe unveränderlich ist, diese Reihe R zu 
bezeichnen. Es bleibt dabei zunächst die eine Reihe unbezeichnet, 
in der uw’ und folglich alle v’ durch p teilbar sind, aber auch 
diese Reihe ordnet sich der allgemeinen Bezeichnung sehr gut 
unter, wenn wir, falls u’ = 0 (mod p) 


(5) Mn — » (mod p) 


setzen, so daß wir also noch eine (p — 1)te Reihe AR, erhalten. 
Die Gesamtheit der Reihen, deren Anzahl p 4 1 beträgt, ist 
hiernach zu bezeichnen durch 
(6) en ke 

Entsprechend werden die zugehörigen Wurzeln einer Trans- 
formationsgleichung mit 
(7) OA 
zu bezeichnen sein. 

Wenn wir beispielsweise die Invariantengleichung (S 69) zu- 


grunde legen, so ist [nach den Bestimmungen des $ 68, (10) über 
die Zahlen a, c, 0] 


Ö .=i00), u =) 


zu setzen, und ebenso, wenn irgend eine andere Transformations- 
gleichung gewählt wird. 
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Nach dieser Bezeichnungsweise sind wir imstande, die Gruppe 
der Transformationsgleichung aus der der Teilungsgleichung sofort 
abzuleiten. 

Wir setzen zunächst als Rationalitätsbereich den Inbegriff 
der rationalen Funktionen von x2 mit rationalen Zahlen- 
koeffizienten fest. 

Nach $ 63, 3. besteht in diesem Rationalitätsbereich die 
Gruppe der Teilungsgleichung aus allen Substitutionen, durch die 
u, win 

ou — bw 
— cu — au 
übergeführt werden, worin a, b, c, © beliebige, nach dem Modul p 
genommene ganze Zahlen sind, deren Determinante 
(9) 1—= a9 — bc 
durch p nicht teilbar ist, und die Anzahl aller dieser Substitu- 
tionen beträgt 


(10) p (pr Un [S 63, (27)] 

Daraus ergibt sich aber nach der Bezeichnungsweise (4), (5) 
die Gruppe der Transformationsgleichung als bestehend 
aus allen durch das Symbol 


02 —b 
(11) (z Es (mod p) 
ausgedrückten Vertauschungen. 
Wir bezeichnen eine Substitution (2, 2’), wenn 





c—+ 07 
(12) 2 = Z— er (mod p) 


ist, ähnlich wie früher durch 


13) (2) 


# 


und erhalten für die Zusammensetzung zweier solcher Substi- 
tutionen, wenn 


ist, die Regel: 


(14) (2, 2') (z’ 2") 
_(a,b\ (a, b\ _/aa + be, ab’ + bo’ 
a (e ) (e e) Ei & +öc, ch’ + 22) (med 2): 
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in Übereinstimmung mit der Regel für die Zusammensetzung 
zweier Transformationen in $ 28. Die Substitution (11) ist hier- 
nach zu bezeichnen mit 
0,6 
20) 


Die durch alle Substitutionen dieser Form [nach (14)] ge- 
bildete Gruppe bezeichnen wir mit X% (Gruppe der linearen Sub- 
stitutionen). 

Die Funktionen (12) von 2’ und also auch die Substitutionen 
(13) bleiben ungeändert, wenn die vier Zahlen a, b, c, 0 mit 
einem und demselben durch p nicht teilbaren Faktor multipli- 
ziert werden, und daraus ergibt sich nach (10) die Anzahl dieser 
Funktionen oder der Grad der Gruppe X 
den man auch leicht durch direkte Abzählung findet. 

Werden in einer der Substitutionen (13) die vier Zahlen 
a,b, c, © mit einem gemeinsamen, durch p unteilbaren Faktor 
multipliziert, so wird die Determinante 7 mit dem Quadrat 
dieses Faktors multipliziert. Es bleibt daher nicht die Deter- 
minante 7, wohl aber ihr quadratischer Charakter, d. h. der 
Wert des Symbols 

2 
5 


durch diese Multiplikation erhalten. 

Setzen wir zwei der Substitutionen (13) zusammen, so multi- 
plizieren sich ihre Determinanten und hieraus folgt, daß alle 
Substitutionen der Gruppe 8, in denen / quadratischer 
Rest von p ist, eine Gruppe unter sich bilden, die wir 
mit %, bezeichnen wollen. 

Die Gruppe %, ist ein (eigentlicher) Divisor der Gruppe Y 
vom Index 2. 

Setzt man die Substitutionen von %, zusammen mit irgend 

einer Substitution (2, Pz) — vn en wo ß und also auch =" 
> I 
ein quadratischer Nichtrest von p ist, so erhält man die ganze 
Gruppe X. 

Ist 7 quadratischer Rest von p, so kann man einen zu 
a, b, c, © hinzuzufügenden gemeinsamen Faktor so wählen, dab 
= 1 (mod p) wird, so daß wir die Gruppe %, auch darstellen 
können durch 
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(16) ” a 0 — ßPy=1l (mod p). 


In einer dieser Substitutionen sind die Zahlen «, ß, y, 0 
nach dem Modul p bis auf das gemeinsame Vorzeichen bestimmt. 
Der Grad der Gruppe &, ist 


(17) Spa a). 


Auf die Form (16) kommt man aber direkt, wenn man als 
die Gruppe der Teilungsgleichung nicht die Gruppe U, sondern 
die Gruppe ® des $ 63 betrachtet, d. h. wenn man pte Ein- 
heitswurzeln dem en LT a woraus 
der Satz fließt: 

Die Gruppe %, ist die Gruppe der Transformations- 
sleichung, wenn pte Einheitswurzeln dem Rationalitäts- 
bereich adjungiert sind. 

Zur Reduktion der Gruppe % auf die Gruppe %, genügt aber 
schon die Adjunktion einer zweiwertigen Funktion und daher ist 
mit der Adjunktion der pten Einheitswurzeln zu viel geschehen. 
Um zu erkennen, welche Irrationalität notwendig zu adjungieren 
ist, dienen die Sätze der SS 63, 65. 

Im 8 63, 3. haben wir gesehen, daß die pte Einheitswurzel o 
rational darstellbar ist durch die Wurzeln der Teilungsgleichung 
und daß durch eine Substitution der Gruppe U, deren Deter- 
minante mit m kongruent ist, eg in 0” übergeht; ferner haben 
wir im $ 65 nachgewiesen, daß durch Adjunktion sämtlicher 
Wurzeln einer Transformationsgleichung die Gruppe der Teilungs- 
gleichung auf die Gruppe U, reduziert wird, die aus sämtlichen 
Substitutionen der Form 


> (0) 


besteht, wo a eine beliebige, durch p nicht teilbare Zahl ist. 
Die Determinanten der Substitutionen von I, sind also Quadrate 
und sind daher nach dem Modul p kongruent mit je einem der 
>(p — 1) quadratischen Reste von 2. 

Die Summe 


(19) A = 20°, 
worın für a die sämtlichen quadratischen Reste von p zu 
setzen sind, bleibt daher ungeändert durch die Substitutionen 
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von Y, und ist infolgedessen rational durch die Wurzeln der 
Transformationsgleichung ausdrückbar. Die Summe A bleibt 
ungeändert durch die Substitutionen der Gruppe ®B und also 
auch durch %,, während sie durch die Substitutionen von X und 
daher auch von % zwei verschiedene Werte erhält, nämlich, 
wenn 5b die Reihe der Nichtreste durchläuft, 


[0 b 
9 ar EP PETE 
A ist daher eine zur Gruppe %, gehörige Funktion und 
durch ihre Adjunktion wird % auf %, reduziert. 
Die Werte der Summen A, B sind aber bekannt (Bd. I, 
8.179): 


p—1 


ie nen = y’» Dee ze 120% 





Das Vorzeichen der Wurzel hängt von der Wahl der Wurzel o 
ab und läßt sich bestimmen, kommt aber hier nicht in Betracht. 
Wir haben daher den Satz: 

Die Gruppe der Transformationsgleichung ist %,, 


p—1 
wenn Ve 1) 2 p dem Rationalitätsbereich adjungiert 
wird. 

Die Gruppe der Invariantengleichung läßt sich auch ohne 
die Teilung der elliptischen Funktionen in folgender einfachen 
Weise ableiten, wobei man jedoch nur die Monodromie- 
gruppe erhält, d. h. die Gruppe in dem Körper der rationalen 
Funktionen von j(o»), ohne Rücksicht auf die zu adjungierenden 
Konstanten. Wir beschränken uns auf den Fall eines Primzahl- 
grades p der Transformation, und setzen 


(20) , = (e), LI 


wobei ce nach dem Modul p zu nehmen ist. 

Wendet man auf ® eine lineare Substitution $ — Gr) 
an, so bleibt j(®) ungeändert, und v, geht in v„ über. Um c‘ zu 
finden, hat man eine zweite lineare Substitution $’ — & ) 
zu suchen, so daß & 

EDEI-CICH 
VAROFEN CHE, Ya 


Weber, Algebra. III. 19 
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oder 
pa teP— pa, P=»pß 
pyy + cd —=ca-y, 6 —= cp +6. 
Hieraus ergibt sich nach der dritten Gleichung: CV =c«—+ 7, 
und mit Hilfe der vierten: 
‘= ET; - A (mod »). 

It cep+d9=0, so ergibt sich = o, undit e=», so 
folgt CO = o/Pß. 

Bei der Anwendung auf die Bestimmung von c, ec’ kann man 
die «, ß, y, 6 durch kongruente Zahlen a, b, c, d ersetzen, deren 
Determinante ad — bc quadratischer Rest von c ist, und es läßt 
sich auch zeigen, daß man auf diese Weise jede Substitution der 
Gruppe %, erhalten kann. Jede Funktion von v, also, die durch 
die Substitutionen der Gruppe %, ungeändert bleibt, bleibt daher 
auch ungeändert, wenn auf ® eine lineare Substitution angewandt 
wird, und ist folglich eine rationale Funktion von j(o®). Wie 
aber die Koeffizienten in dieser Funktion beschaffen sind, darüber 
lehrt uns diese Betrachtung nichts, und es ist daher %, nur als 
die Monodromiegruppe der Invariantengleichung erkannt. 


$ 79. Untersuchung der Gruppe %, '). 


Wir haben im 10. Abschnitt des II. Bandes die Kongruenz- 
gruppe und ihre Teiler ganz allgemein untersucht. Wir führen 
hier diese Untersuchung, soweit sie auf das Transformations- 
problem Bezug hat, in spezieller Form noch einmal durch. 

Die in %, enthaltenen Substitutionen 


1 a, 3) Br ( Ss 
(1) (# ONE 
in denen | 

(2) I4= ao — bc 


quadratischer Rest von p ist, können, wie schon oben bemerkt, 
auf\die Form gebracht werden: 


@) BE 


!) Über die Gruppe der linearen Substitutionen &, ist zu vergleichen: 
Galois, Liouvilles Journal, Bd.XI. Serret, Algebre sup6erieure, Section IV, 
Chapitre IV. C. Jordan, Traite des Substitutions. Gierster, Gruppe der 
Modulargleichungen. Mathematische Annalen, Bd. 18. 
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(4) od — Br=1 (mod p), 

wir haben nur, wenn wir unter VI (mod p) eine ganze Zahl 

verstehen, deren Quadrat nach dem Modul p kongruent mit 4 ist: 
Dr = BVi 
eu Er 

zu setzen. In der Form (3) können noch die Vorzeichen von 

&, ß, y, Ö gleichzeitig geändert werden. 

Wir fragen nach solchen Elementen z, die durch eine Sub- 
stitution von der Form (3) ungeändert bleiben. Diese werden 
bestimmt durch die Kongruenz 


(mod p) 





oder 
(5) B2+( —Ö6)2—y=0 (mod p), 
eine Kongruenz, die, wenn sie nicht identisch ist, höchstens zwei 
inkongruente Wurzeln hat. Um diese zu erhalten, schreiben wir, 
zunächst unter der Voraussetzung, daß ß nicht durch p teilbar 
ist, die Kongruenz (5) so: 
0 — 0\? & — Ö\? 
(Be + 5 )= ("5 )-+ Br (mod 9), 
oder mit Hilfe von (4): | 
SE 2 

(6) (B:+°5 )=(3 )—1 (mod p). 

Demnach sind drei verschiedene Fälle zu unterscheiden: 

2 
1. (F)-1=0 (mod p); 


dann hat die Kongruenz (5) eine Wurzel; es gibt ein und 
nur ein Element z, das ungeändert bleibt. 

















&—-0\2 i 
H: ( 5 je 1 quadratischer Rest von p; 


die Kongruenz (5) hat zwei verschiedene Wurzeln, es gibt zwei 
Elemente z, die ungeändert bleiben. 





2 
II. e 5 ) — 1 quadratischer Nichtrest von p; 


die Kongruenz (5) hat gar keine Wurzel und alle Elemente z 
werden umgesetzt. 
19* 
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It = 0, so hat (5) immer die eine Wurzel 2 = »; ist 
dann d = «, und y nicht = 0 (mod p), so gibt es nur diese 
eine; in diesem Falle ist aber 


& 





2 
o=l, hd, ( 5 rs (mod »), 
und die Bedingung I. erfüllt. Ist aber gleichzeitig y = 0 (mod p), 
so ist die Substitution die identische. 
Ist $ = 0, aber « — Ö nicht = 0 (mod p), so hat (5) noch 
eine zweite Wurzel; da jetzt «0 = 1 (mod p), so ist: 


e 5 et = eZ) (mod p), 


also quadratischer Rest, und die Bedingung II. erfüllt. Wir fassen 
diese Sätze so zusammen: 

Im Falle I. bleibt ein Element oder alle Elemente 
ungeändert, im Falle IH. bleiben zwei Elemente un- 
seändert und im Falle IH. werden alle Elemente 
geändert. 

Wenn wir eine und dieselbe Substitution 

. _(% B 
m A e 3) 
mehrmals wiederholen, so entstehen die Substitutionen 
4,2243 20 








in deren Reihe einmal die identische Substitution & ) auftreten 
’ 


mub. Ist n die kleinste positive Zahl, für die 


1,0 
= =, 1) 


ist, so heißt n der Grad von A (Bd. II, $ 2). 
Setzen wir für ein beliebiges m 


Mt Oms Din 
= e 2); 


so erhalten wir zur Berechnung der Zahlen %,, Pms Ym; Om 
folgendes System rekurrenter Formeln: 


(8) Om+ı = &Om + BYymı . Anti = aPm BO: 
Ym+1,.—: Y Om in Din Omar = 7 Das 180 0, 
Besonders einfach lassen sich hieraus die Zahlen «&,„, Pas 
Ym, Om ım Falle I. berechnen. 
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In diesem Falle können wir, da die Vorzeichen von «, ß, 
y, ö alle gleichzeitig umgekehrt werden dürfen, annehmen: 


o«+6=2, 0«d — Pyr=l (mod p), 
und so erhalten wir aus (8): 

o=—1-+2o, Ps = 2P 

=—1-+26, »=2y 

a =—2+30,  B=35Pß (modern 

= —2-+3Ö, y=3Y 


woraus durch den Schluß von m auf m — 1 gefolgert wird: 


m=— (m—1)+mo, Pn=mPß 
0) om — (m — 1) + md, m Zmy (ed. p). 

Hieraus ersieht man, daß die sämtlichen A” wieder 
zum Falle I. gehören, und daß p der Grad von A ist. 

Die analoge Betrachtung der beiden anderen Fälle ist von 
Serret durchgeführt, erscheint aber für unseren Zweck ent- 
behrlich. 

Dagegen wollen wir hier noch den Satz hinzufügen, dab 
die ganze Gruppe % sich zusammensetzen läßt aus den 
beiden folgenden speziellen Substitutionen 


1,0 OT 
110) nie (4 ); Pia BR A 
Der Beweis ergibt sich aus $ 50, wenn man beachtet, daß 
zu jedem der Bedingung «d — By = 1 (mod p) genügenden 


Zahlensystem «, ß, y, ö6 sich das Zahlensystem «, ß’, y’, 6’ so 
wählen läßt, daß 


EL neu % ß N) DER IRRE 
( ie s) (mod p) und «0 — By —1 


wird. Es sind also alle Substitutionen von %, unter den in $ 30 
betrachteten enthalten. Wir können hier aber auch leicht die 
Zusammensetzung einer beliebigen Substitution in %, aus A und B 
wirklich darstellen, und so unabhängig von $ 30 den Beweis 
führen. 

Denn wenn zunächst c eine beliebige, durch p nicht teilbare 
Zahl ist, so ergibt sich durch wirkliche Ausrechnung leicht 
a) 2 (f \), 0 = ( ’ ) — A-1BA-BA-C"B, 


Ga Qi:o®! 
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und sodann, wenn (& 5) eine beliebige Substitution in %, und 
.) 


ß von 0 verschieden ist: 


oo ee 


und wenn ß = O0 ist: 


R ol, BE (& N) ) ap N 
2 " en ar 0, an! ® 0%, 1 
Es ist aus diesem Satz zu schließen, daß eine in % ent- 


haltene Gruppe, die die zwei Substitutionen A,D enthält, 
notwendig mit %, identisch sein muß. 


$ 80. Normalteiler der Gruppe %,. 


Um die etwa möglichen Reduktionen der Transformations- 
gleichung kennen zu lernen, ist vor allem erforderlich, die Divi- 
soren der Gruppe %, zu untersuchen. Wir fragen zuerst nach 
der Existenz eines Normalteilers 8 von %, (Bd. II, $ 3) }). 

Ist 


2 u) 


irgend eine von der identischen Substitution verschiedene Substi- 
tution in 8, so ist, nach dem Wesen des Normalteilers, jede 
Substitution 


(2) PETSTE 
gleichfalls in $ enthalten, wenn 
{ a, B’ 
(3) —— ( ' S) 
eine beliebige Substitution in X, ist. 
Wir stellen uns die Aufgabe, 7 und & so zu bestimmen, daß 


© 0=(_1; 


wird. Diese Bedingung kann auch so geschrieben werden: 


MEDIEN er N 


') Nach Galois: „Eigentliche Teiler“. 
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und führt zu den Kongruenzen: 


1. «wat Pfy=y' 
2. «B+-PI = 
(5) ee god], 
4. YyB de — HI: 
und aus 1. und 2. folgt noch: 
I. V!=yöo— Gy 
(6) eh, (mdp) 


Setzt man diese Werte in (5) 3. und 4. ein, so folgt: 
va 9 — = 0 ee) 


ea +9 —- = 0 
woraus, da y’, ö’ nicht beide durch p teilbar sein können, folgt: 
(7) ge=a-+6 (mod p); 


ist & so bestimmt, so folgen in (5) die Kongruenzen 3., 4. aus 
1.2. "Setzt-man; aber 2’ 0°,aus-1.22r 1m 


(8) «ö' — Py =1 (mod p) 
ein, so erhält man 
) RB ta — a) — Pry=1 (mod p). 


Ist hieraus «', 5’ bestimmt, so sind alle in (5), und also 
auch in (2), (4) ausgesprochenen Forderungen befriedigt. 

Es handelt sich also noch darum, nachzuweisen, daß die 
Kongruenz (9) immer lösbar ist. 

Diese Möglichkeit ist evident, wenn ß oder — y quadratischer 
Rest von p ist; denn dann genügt 


u = ve, P=0 
oder —=(, PB = y—ı! op) 
der gestellten Forderung. 
Im weiteren ist nun zu unterscheiden, ob die Substitution $ 
zu Klasse I, II, III des vorigen Paragraphen gehört. 
Ist zunächst 


I. (< 5 )=1 (mod p), 


so geht, wenn wir $” an Stelle von 5 setzen, nach $ 79, (9), 
B in mß, y in my über, und es läßt sich m immer so bestimmen, 
daß mß oder — my quadratischer Rest von p wird. 

Hierher gehört auch der Fall, daß $=0 oder y=0 und 
«=6 (mod p) ist. 





296 Achter Abschnitt. $ 80. 


Ist dagegen $ß=0 und & — Ö nicht durch p teilbar, so 
kann man in (9) ’ beliebig wählen und dann « aus einer Kon- 
gruenz ersten Grades bestimmen. 

Ist ß nicht durch p teilbar, so setze man (9) in die Form 


a0) [r8 +8 (= 8 + |) — 1] mod »), 


und wenn nun 
) — 1 quadratischer Rest von p ist, so bestimme 


0% —- 0\? 
1. ( : 








man ß’ aus der Kongruenz: 


"(= 
wodurch (10) übergeht in 
8 +8 (I) = +4 (mod »), 


und woraus «& bestimmt werden ur welches Zeichen auch 
gewählt wird. 
Ist 


x | 
II. © - -) — 1 quadratischer Nichtrest von p und zu- 





In 

















gleich ß quadratischer Nichtrest, so läßt sich immer ein Nicht- 
rest v so bestimmen, dab 5 4 v quadratischer Rest wird; denn 
läßt man v in ß — v die Reihe der Nichtreste durchlaufen, so 
können nicht lauter Nichtreste entstehen, weil unter diesen 
auch 8 sein müßte. 

Dann kann man Pf’ so bestimmen, daß 


B" ()- | —» (mod p), 
und dann « aus 
“8 +8 (° 
Hieraus folgt: 
In einem Normalteiler $ der Gruppe %, muß gewiß 


(mod p). 





eine Substitution U von der Form \ 
oe! 

11 ( ) 

( —1,$ 

vorkommen. 


Es sei zunächst & von Null verschieden (mod p). 
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Nach dem. Begriff des Normalteilers enthält $ auch die 


Substitution 
0, —1 0,1 DL Ye £, 1 


und folglich auch 
Dale Va Pal 
(13) Ei e) ER. = la 1) = A Anl, 


also auch A und alle seine Potenzen. Daher enthält X auch 


as) 1: 


für ein beliebiges n, d. h. die Substitution (11) für jedes 
beliebige E und mithin auch 


. Demnach ist nach dem Satze des vorigen Paragraphen die 
Gruppe S mit %, identisch. 

Es bleibt noch die Möglichkeit zu erörtern, daß in (11) 
E = ( ist. 

In diesem Falle enthält die Gruppe 8 also die Substitution 


04 
B=(_)o) 


und folglich auch für ein beliebiges, durch p nicht teilbares « 


Ve ONE En I men a0 


Daraus leitet man, als in enthalten, noch weiter ab: 


w=( 180 GR ER wi 0). 
A rn) OF RRN TER O,8=2/7 Nat — Tl 


Wenn nun p größer ist als 5, so kann man & so annehmen, 
daß «< — 1 nicht durch p teilbar ist; dann enthält also 8 auch 
die Substitution A und ihre Potenzen und mithin ist 8 mit % 
identisch. 

Ist p = 5, so ist & — 1 immer durch p teilbar, also dieser 
Schluß nicht anwendbar. 

In diesem Falle folgt aber aus dem Begriff des Normalteilers 
als in 8 enthalten: 
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a 0, EIS RAB ENG 
(s) 2) (e 1, 0) ( 2, 1) —ıl, n) Er 0, ,) 
—2,0 1,0\: 72, Oel, DV Fear 
( 0, ,) & 1, 1) (0. 9) 6 ı) en (2 ı); 
d. h. A? und mithin alle Potenzen von A, woraus wie oben zu 
schließen, daß $ mit %, ıdentisch ist. Wir haben also den Satz: 
Ist p>3, so hat die Gruppe % keinen Normal- 


teiler. 
Im Falle p — 3 enthält & gleichfalls 


0, N) 
0, 


eo erre) 


und es bilden auch in der Tat die vier Substitutionen 


1.0 0.1 ee 1 ii 
1 ’ 5) ’ ’ 
(49) RN er“ 0): ( 1, ı) Ka) 


2 


einen Normalteiler von %, im Index 3. 

Im Falle p — 3 ist die Gruppe %, isomorph mit der alter- 
nierenden Gruppe der Vertauschungen von vier Elementen. Es 
ist dies die Gruppe einer beliebigen Gleichung vierten Grades, 
wenn die Quadratwurzel aus der Diskriminante dem Rationalitäts- 
bereich adjungiert wird. Der Divisor (15) dieser Gruppe vom 
Index 3 liefert dann die in der Algebra bekannte kubische Re- 
solvente der biquadratischen Gleichung. 

Eine zur Gruppe (15) gehörige Funktion der Wurzeln 
„, %0 %, % der Transformationsgleichung für den dritten Trans- 
formationsgrad ist z. D. 


also auch 


® 


vd + Vida 
oder Ä 
(v, — %)(dı — da). 
Der Unterschied zwischen diesen beiden Funktionen ist der, 
daß die erstere durch die Substitution der Determinante — 1 


— 1,0 

( 0, 1) 
ungeändert bleibt, während die zweite dabei ihr Zeichen ändert. 
Die erstere wird daher zu einer Gleichung dritten Grades mit 


rationalen Koeffizienten führen, während in der kubischen 
Gleichung für die zweite noch y— 3 auftritt (8 78). 
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$ 81. Nichtnormale Teiler von %,. 


Wir fragen nun, indem wir den Fall p — 3 beiseite lassen, 
nach den nichtnormalen Teilern der Gruppe %, deren Index 
kleiner als p 4 1 ist; von der Existenz solcher Teiler hängt 
die Möglichkeit der Bildung von Resolventen der Transformations- 
gleichung ab, deren Grad niedriger ist alsp + 1. 

Zunächst läßt sich zeigen, daß der Index eines Teilers 
von %, niemals kleiner als p sein kann. 

Es sei 


(1) 8 = 4 5; ..., Dr 


irgend ein Teiler von Y, vom Grade v, und, wenn es möglich ist, 


@ a) 


eine Substitution pten Grades, die in %,, aber nicht in St vor- 
kommt. Es kann dann auch, da p Primzahl ist, keine niedrigere 
Potenz von 7 als die pte in 8 vorkommen. Die Nebengruppen 


(3) a EEE 


enthalten lauter voneinander verschiedene Elemente T7ÜS,, 
und demnach ist vp höchstens gleich dem Grade der Gruppe 
Lo; dee: 


2 2 — |] 
Zr 2 





Also ist der Index von $, d. h. der Quotient 


p—1 
Be 





.v 


gleich p oder größer als p. 

Ein Teiler 8 von %,, dessen Index kleiner als p ist, muß 
daher sämtliche Substitutionen pten Grades enthalten, also auch 
($ 79, 1.) alle Substitutionen 7, in denen 


(4) “«+-6=2 (mod p) 
ist. 

Demnach enthält eine solche Gruppe 8 zunächst die Sub 
stitution | 


| 1,0 
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und ihre Potenzen; ebenso die Substitutionen 


1, N) 9, ) 
€ 1 (er BAU 
und folglich auch 


© u > nn) 


Wenn aber die Substitutionen A, DB in S enthalten sind, so 
muß S nach 8 79 mit %, identisch sein. Wir haben also den 
Satz: 

Der Index eines Teilers von %, kann nicht kleiner 
als p sein. 

Unser Problem beschränkt sich also auf die Frage nach den 








Teilern von %, vom Index p oder vom Grade p —— 
Es sei 8 ein solcher Teiler und S, 91; ---, &_ı seien 
seine Elemente, so daß die Zahl v den Wert 
(7) ar AL. - 
2 
hat. 


Da der Grad eines jeden Elementes einer Gruppe immer ein 
Teiler des Grades der Gruppe ist, so kann, da v durch p nicht 
teilbar ist, in $ kein Element vom Grade p vorkommen; nehmen 
wir also für 7 die Substitution vom Grade p: 


1,0 


(8) Anh 


so läßt sich die Gruppe % in die p Nebengruppen zerlegen: 
(9) U a ta a sein 
Mit 8 sind von demselben Grade, also auch von demselben 
Index alle seine konjugierten Teiler 
TETR 
Es sei nun g eine primitive Wurzel der Primzahl p, und 
— 
N Een (6 7) 
De 
2 
wie jede Substitution von %,, in einer der Reihen (9) vorkommen; 
d. h. es gibt eine Substitution S in und einen Exponenten A, 
für den 


(11) C=-A8S 8S=AT7C 





eine Substitution, die offenbar vom Grade ist. Diese muß, 


S 81. Niehtnormale Teiler von $,. 301 


Es läßt sich aber » weiter so bestimmen, daß 
(12) BA VEN, 
man erhält dafür die Bedingung 

v(g— g')=Ag (mod p), 
die, da p > 3 ist, immer befriedigt werden kann; danach ist 
aber wegen (11) 
OH AnS AT, 

Es kommt also © in dem mit $? konjugierten Teiler A’RAT? 
vor, und wir können also, indem diese Gruppe an Stelle von # 
gesetzt wird, unbeschadet der Allgemeinheit annehmen, $ ent- 
halte selbst die Substitution C. 

Es kann nun in $ die Substitution 

ol 
= "u ® 1, 0 
entweder vorkommen oder nicht vorkommen. Im ersten Fall ent- 
hält 8 auch alle aus 5 und Ü zusammengesetzten Substitutionen, 
die sämtlich von einer der beiden Formen sind: 


(13) en ak 3 
9 y 0, 1% Dis 


De sr , 
= (Gebe: 0 ) 
und deren Anzahl p — 1 beträgt. Im ersten Fall enthält also ® 
alle Substitutionen von der Form (13), (14), im zweiten alle Sub- 
stitutionen der Form (13) und keine der Form (14). 
Es sei nun 

% ß 
(13) E ( 3) 
eine in $ enthaltene Substitution, die weder in der Form (13), 
noch in der Form (14) enthalten ist, bei der also weder & und 6, 
noch 8 und y zugleich kongruent mit O0 sind. Dann sind die 
sämtlichen Substitutionen der Form 

r YS DIRE, Dos 
(16) ET RATE ae) 
wenn r, s beide die Reihe der Zahlen durchlaufen: 
0,1,29,... : 

in ® enthalten und alle voneinander verschieden. Denn 
sind zwei unter den Substitutionen (16) einander gleich, so muß 
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es auch eine unter ihnen geben, die, ohne daß r, s verschwinden, 
mit V identisch wird. Dies verlangt aber 
= tuagts, P=HtPßg" 
= an a8 
yatrgtt, d=Htögr MD 
wo, in allen vier Formeln die oberen oder die unteren Zeichen 
gelten, also, da weder & und ö, noch ß und y gleichzeitig ver- 
schwinden, 











r+s=(, r—s=0 (mod p — 1), 
oder 
Bel ee! (mod p — 1), 
also in beiden Fällen 
ze) s= 0 (mod PT), w. z. b. w. 
»— 1 





2 
In der Form (16) sind also (Ü ) verschiedene Sub- 


2 
stitutionen enthalten. Ist damit die Gruppe $ noch nicht 
erschöpft, so wähle man eine nicht in (15), (14), (16) enthaltene 
Substitution VY’ und bilde in gleicher Weise die Reihe 
(17) Q7Y. C%, 
deren Substitutionen sowohl unter sich als auch von den in (15), 
(14), (16) enthaltenen verschieden sind, und fahre auf diese Weise 
fort, bis die ganze Gruppe ® erschöpft ist. 

Bezeichnen wir die Anzahl der so gebildeten Reihen (16), 
(17), ... mit q, so ergibt sich also der Grad der Gruppe ®: 

1. wenn 5 in 8 nicht vorkommt: 


= EN 
— + +45 = 

2. wenn D in $ vorkommt: 
Dr 
=P—-1+44(75 )) 


und diese Zahl soll also nach der Forderung unserer Aufgabe 
Bea ni 
— 5 Ä 








sein. Hieraus aber ergibt sich, daß der Fall 1. unmöglich ist, 
denn es müßte in diesem Falle 


re 
q ) == 'Pp, 





Ss 8. Nichtnormale Teiler von %,. 303 


also 
3) 


7 .D,,D —=,2 

sein, was wir ausgeschlossen haben. 

Im Falle 2. aber folgt für jedes beliebige p: 

qq‘ = 2, 

Daher muß in $ jedenfalls die Substitution BD vorkommen, 
und die gesuchte Gruppe ist durch (13), (14), (16), (17) erschöpft. 

Wir zeigen zunächst, daß in den beiden Substitutionen V, V’ 
der Gruppe $ keine der Zahlen «, ß, y, 6, @, ß’, y’, 6’ kongruent 0 
sein kann. 

Es kommt nämlich, wie wir schon gesehen haben, in $ 


nicht vor 
1, 0 
® ı) 
wenn 7 von O verschieden ist, also auch nicht 
0, 0 ET N, 
(6 2) (er ı) u 6 en) 


wenn & beliebig ist; und a auch nicht 


Ba 0, & 
v4 ) zailı 10) = e um, » 
ee) 
be 0 — 0,0 
0, —1 BR RE er, 
(1. „ ee ) TE (0, .) | 
worin alle Substitutionen W ‚) enthalten sind, in denen eine 


der vier Zahlen «, ß, y, 6 kongruent mit OÖ ist. 
Die Substitutionen des Systems (16) bezeichnen wir jetzt mit 


r+8s Pisa 
v2 (ee 
Ar (TE u ae 


und setzen 
(18) E=ogt o=a1ßg | 
(19) o=m, Pr=m—|1 oa): 


m ändert sich nicht, wenn V durch eine beliebige Substitution des 
Systems (16) ersetzt wird. Die Zahl m’ soll die entsprechende 
Bedeutung für das System (17) haben; & kann in jedem dieser 
beiden Systeme jeden der Werte 


(20) 1, 2,...p — 1 
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annehmen, und e durchläuft, je nachdem @-!ß quadrati- 
scher Rest oder Nichtrest ist, in einem System die Reihe 
der Reste oder der Nichtreste. Die Änderung des Vor- 
zeichens von & gibt keine neue Substitution W. Hiernach können 
wir W so darstellen: 


| DEI u 50 
(21) MT ki e=-!(m — 1), &! & 
Da nun das Quadrat von W 
| & m —1,(&2-+-m)o ) 
&=? 0 -!(m — 1) (82 + m), [(m — 1) 82 + m2] 87°? 


zu $ gehören muß, so ist es unter einem der Systeme (13), (14), 
(16), (17) enthalten, woraus sich folgende vier Möglichkeiten 
ergeben: 
l.2+-m=0, 
(23) 2. 2m —-1=0, m—12+m=(, 
“ 3.(&2 + m — 1) [(m — DE + m2] = mE, 
4.(&&+m—1)[(m — 2 + m] = m’, 
und jeder der p — 1 Werte (20), für & gesetzt, muß einem 
dieser vier Fälle genügen. Wenn eine der Kongruenzen (22), 2. 
erfüllt ist, so muß die andere daraus folgen, was nur möglich 
ist, wenn 


(23) 2m=l, &=m (mod p). 


Nun hat eine Kongruenz in bezug auf einen Primzahlmodul 
höchstens so viele inkongruente Wurzeln, als der Grad der 
Kongruenz beträgt; 1. und 2. können also höchstens für je zwei, 
3. und 4. höchstens für je vier Werte von & befriedigt sein; also 
gibt es im ganzen höchstens zwölf Werte von &, die einer der 
vier Kongruenzen (22) genügen. 

Daraus folgt: 





DEZ ZEN 

Ist aber p — 13, so muß jede der Kongruenzen (22) die 
Maximalzahl von Wurzeln haben; es muß also auch 2. für zwei 
Werte von & befriedigt sein; dann müßte nach (23) m= 1, 
& = 7 (mod 13) sein, was unmöglich ist, da 7 quadratischer 
Nichtrest von 13 ist. 

Ein Teiler von %, vom Index p existiert also nicht, 
wenn p >1l ist. 
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82. Teiler von %, vom Index p fürp = 5, 7,1. 
p für p 


Es bleibt die Möglichkeit übrig, daß für p = 5, 7, 11 Teiler 
von %, vom Index p existieren. 

1. = 5. Wir untersuchen ‚zunächst den Fall p =. 
Da m und m — 1 nicht kongruent O0 sein können, so bleiben 
für m die Annahmen 

m=2,3,4 (mod p). 
Ersetzen wir aber die Substitution W S 81, (21) durch 
—. 2) & 
a) a N) 
wodurch m in 1 — m übergeht, so kommt der Fall m = 4 auf 
den Fall m = 2 zurück. 

-Für m= 2 ist aber (23), $ 81 nicht erfüllt, und von den 
Kongruenzen (22) ist keine möglich, da +2 Nichtreste von 5 sind 
und die linken Seiten von (22), 3., 4. sich für m —= 2 auf & — 1 
reduzieren, was für jedes von Null verschiedene & durch 5 teilbar 
ist. Es bleibt also nur übrig, daß 
(2) m=3, M!=3 (mod 5) 
und die beiden Systeme W, W’ [S 81, (16), (17)] können sich nur 
dadurch voneinander unterscheiden, daß «-!ß und also auch o 
in dem einen quadratischer Rest, in dem anderen quadratischer 
Nichtrest von 5 ist. Die gesuchte Gruppe besteht also, falls sie 
existiert, aus den 12 ın den drei Formen 


(3) Er A 1 a 38-1) 


enthaltenen Substitutionen, worin 
=]1,2, n=+1l, #2 (mod 5) 

zu setzen ist. 

ZBRV ESEL: 

Da —1 für p = [17, 11 unter den quadratischen Nichtresten 
zu finden ist, so gehört die zusammengesetzte Substitution W 5, 
(1), zu den W’ [weil der quadratische Charakter der in (18), 
$ 81 mit go bezeichneten Größe in W und WB der entgegen- 
gesetzte ist. Demnach ist nach (1) und $81, (19), (21) 
Py=—mzm —|], also: 


(4) m+mM=1 (mod p). 


Weber, Algebra. III. 20 
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Für p = 17 bleiben also, da die Vertauschung von m mit m’ 
nichts Neues liefert, die drei folgenden Möglichkeiten: 
l.m=2,mMm=6. 23ımz=3,m =). 3.m=4,mM = 

Im Falle 1. ist von den Kongruenzen $ 81, (22), 1. und 2 
unmöglich; also müßte für jedes & eine der beiden Kongruenzen 
SH, erfüllt sein, die hier lauten: 

+1) (2 +4 = 28% 68° (mod T), 
deren keine für &=1 erfüllt ist. 

Im Falle 5. ist (22), 1. nicht erfüllbar und (22), 2. ist für 
&®=4 erfüllt; daher muß für &=1, 2 die Kongruenz (22) 
3. oder 4.: ; 

(2+3)682-+2)=48 (mod 7) 
erfüllt sein, was wieder nicht der Fall ist. Es bleibt also für 
p — T allein übrig: 
(5) m=3, mM"=5 (mod T). 

Für p=1l ist von vornherein die Möglichkeit auszuschließen, 
daß die Kongruenzen (22), 2. erfüllt seien, weil in diesem Falle 
infolge von (4) und S 81, (23): 

m= m 
sein müßte; dann wären (22), 3., 4. nicht verschieden und die 
Kongruenzen (22) könnten zusammen höchstens acht Wurzeln 
haben und nicht zehn, wie es doch sein müßte. 

Es müssen also die Kongruenzen (22), 1., 3., 4 jede die 
Maximalzahl von Wurzeln haben, und es muß, damit 1. erfüllt 
sei, m, und aus gleichen Gründen m’ quadratischer Nichtrest von 
11 sein. Dieser Bedingung und gleichzeitig der Bedingung (4) 
genügen aber nur die beiden Zahlen 


(6) m,m’ = 2,—1 (mod 11). 
Die gesuchten Gruppen bestehen also in diesen beiden Fällen, 
falls sie existieren, aus folgenden Substitutionen: 


De 


0: (ku) Bella ers 
E92, (m00T), 


Del 
a1 (Er). (er 


=1,3,3,45 (mod 11); 
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oe durchläuft in (7) und (8) entweder die Reihe der quadratischen 
Reste oder die der Nichtreste, so daß man für p = 7 oder 11 
je zwei Gruppen vom Index p erhält. 

Daß die in (3), (7), (8) zusammengestellten Substitutions- 
systeme wirklich Gruppen konstituieren, läßt sich durch direkte 
Zusammensetzung auf verschiedene Arten nachweisen. Einfacher 
gelangt man zu diesem Beweise aber dadurch, daß man Funk- 
tionen der v,, S 78, (7), bildet, die durch die Substitutionen dieser 
Systeme ungeändert bleiben, und durch die Substitutionen von %, 
überhaupt nur p verschiedene Werte erhalten. 

Die Systeme (3), (7), (8) lassen sich, wie aus ihrer Ent- 
stehungsweise hervorgeht, durch wiederholte Anwendung von 
B, C, U, U’ zusammensetzen, wenn U, U’ irgend zwei spezielle 
Substitutionen W, W’ sind. Für p —=5 gehört U? und für 

— 7, 11 gehört UB zu den W’, so daß U’ noch weggelassen 
werden kann. Wählen wir U irgendwie beliebig, und nehmen für 
die primitive Wurzel g in C für p= 5,7, 11 bzw. 2, —2, 2, so 
können wir die Gruppe (3) zusammensetzen aus: 


0,1 9,0 1,1 
er 5 ers ’ Il — 2 ee F 
I ee > 2 WR ,) { ir ” Dipl 


die Gruppe (7) aus: 


aan Ne ee Yoi 
ea) 2 D, 


die Gruppe (8) aus: 


el ur x. Bd ne 
B=(_1o) 0=(g,) I=lyıy ) e=W. 
wo in den beiden letzten Fällen aus den doppelten Vorzeichen 
die oben erwähnten zwei verschiedenen Gruppen entspringen. 
Wir stellen nun die diesen Substitutionen entsprechenden 
Vertauschungen der Indizes z zusammen [S 79, (3)]. 


DE an. 
Bee el,, 2, 09,044 
Deo: 3,10 lee) 
En Ad, 2, RL 
420) Oi! 


Es werden also durch B, C, U die Indexpaare 


(©, 0), (1,4), (2, 3) 
20* 
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nicht auseinandergerissen, sondern nur untereinander vertauscht. 
Überdies werden jedesmal in zweien dieser Paare die Elemente 
vertauscht. Bilden wir daher eine Funktion wie 


(9) ’=(Ww — %)  ı — %) (da — 3), 

so bleibt diese durch D, C, U und also durch das ganze System 
(3) ungeändert, während sie durch wiederholte Anwendung der 
zyklischen Vertauschung (0, 1, 2, 3, 4), d. h. der Substitution 


tr/.]; ) 
a 
fünf verschiedene Werte erhält. Aus A und 5 läßt sich aber 
IS 79, (10)] die ganze Gruppe %, zusammensetzen, und Y erhält 
daher durch Anwendung von %, nicht mehr als fünf Werte. 
Die fünf Werte von V sind die Wurzeln einer Gleichung 
fünften Grades. 
Eür 9:7 ist 
DE (z -—). Bin le (= 2). 
27 +2 
Zur besseren Übersicht stellen wir noch B, C, U durch die 
zyklischen Vertauschungen dar, die durch sie in den acht 
Werten von 2 hervorgerufen werden: 
BD = (0, «) (1, —1) (2, 3) — 2, —3), 
ee en), 
I (©, +1, 1, mu:)) (0, +3, +3 +2), 
und daraus erhält man die siebenwertige Funktion 
(10, = (®, — v) Ws — vr3) (dr es) Bes nis); 
worin das eine oder das andere Zeichen genommen werden kann. 
Burn alles 
dei (z we Oe(are) MU — (# N. 
2) 2.122 
oder durch die Zyklen dargestellt: 
B=(0, ») (1, —1) (2, 5) —2, — 5) (& —4) (— 3, 4), 
= een ey. 
U=(»,+1,+3, +3, +42)(, +5,+5,+4+]), 
woraus die beiden ll wertigen Funktionen 
(11) Vi 


(0, — %) (dı — 045) (U+3 — 945) (da — %4) (Wa — dr) (4 — Vr3). 


{2} 
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Hierbei ist noch folgende Bemerkung von Interesse. Die 
Resolventen pten Grades, deren Wurzeln die Größen (9), (10), 
(11) sind, enthalten nach $ 78 in ihren Koeffizienten noch Y+p. 

Die Gruppe %, wird aber zur Gruppe % erweitert, wenn wir 
eine lineare Substitution von der Form $ 78, (13) hinzufügen, in 
der «ac — be quadratischer Nichtrest ist, also etwa: 


lurspe 0, (2, 2%) 
Dem 7,11 (2, —2). 





Durch Anwendung dieser Substitution geht aber der Wert (9) 
V’= (w,—-%)  W — vd) Wa — v5) 

in den entgegengesetzten über, und daraus folgt, daß, wenn 
p—=5 ist, V? einer Gleichung 5ten Grades mit rationalen 
Zahlenkoeffizienten genügt. Daraus schließt man, daß in der 
Gleichung für V die Koeffizienten der ungeraden Potenzen den 
Faktor /5 haben, während die anderen rational sind, oder daß 
man für die Unbekannte Y5 V eine Gleichung mit rationalen 


Koeffizienten erhält. 
Für p = [1,11 gehen die den beiden Vorzeichen in (10) oder 


(11) entsprechenden Ausdrücke durch die Vertauschung (2, —z) 
ineinander über. Die Resolventen 7ten oder l1ten Grades, denen 
einer der beiden Ausdrücke (10) bzw. (11) genügt, gehen also 
durch Änderung des Vorzeichens von Y—7, Y—11 ineinander 
über. 


$ 83. Verschiedene Resolventen 5ten Grades für den 
5ten Transformationsgrad. 


Bei der Bildung der Resolventen pten Grades beschränken 
wir uns hier auf den Fallp = 5. 

Diesen Resolventen kann man sehr mannigfaltige Formen 
geben, indem man nicht nur in der Funktion V, (9) des vorigen 
Paragraphen für die Größen v» die Wurzeln einer beliebigen 
Transformationsgleichung wählen, sondern auch V durch mancherlei 
andere Funktionen ersetzen kann, etwa durch 


(+ dv) Wr + u) W + ds); 
v,% + vııy 4 Vod;. 


oder durch 
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Wir wollen zunächst die Transformationsgleichung $ 72, (8) 
in der jetzt in Übereinstimmung mit dem vorigen Paragraphen 
v für x gesetzt ist: 

(1) vs + 1008 — v5 —= 0 
anwenden. Hierin ist, wenn 


ce=0 (mod 12), z=e (mod 5) 
ıst, 


@9)\° 1(27)\ 
(2) en N, ee) 





Nehmen wir dann 


(3) Y5 w, = (v, — %) (+1 — %-ı) (ds — Ve+2) 
= (v, ur v.) (de+ 1a 9 V%.—12) (Ve+24 zes Den); 
a FU N pe RE 

so sind nach der Schlußbemerkung des vorigen Paragraphen die 
Wo, Wi, Wg, Ws, wy die Wurzeln einer Gleichung 5ten Grades, 
deren Koeffizienten rational aus 9, und rationalen Zahlen ge- 
bildet sind. 

Beachtet man aber die Relationen |[S 54, (14)]: 


2TÜ 


y(a+1)=e ° yo), (5) — (0), 


[69] 
so folgt aus der Form von (1), daß durch die Vertauschung 
(0, @ + 1) die Wurzeln v, abgesehen von einer Umstellung, den 


2 ri \ 
$ — 3 l n 
Faktor e® annehmen, während sie durch (0, =) ungeändert 
m) 


bleiben. Die ww, vertauschen sich also nur untereinander, und 
ihre symmetrischen Funktionen bleiben ungeändert und hängen 
daher rational nur von der Invariante j(®) ab. Die Koeffizienten 
in der Gleichung für w können überdies für kein endliches 7 (o) 
unendlich werden und sind demnach ganze Funktionen 
von 7(o). 

Ein weiterer Aufschluß über diese Koeffizienten ergibt sich 
durch die Entwickelung nach steigenden Potenzen von q. Die 
Entwickelungen der v haben nach (2) die Anfänge 

2 e 2 ri 2 
DR Bgqd-te.., dv, — e2 5 ga 
und daraus folgt mit Benutzung der bekannten Gleichung 
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der Anfang der Entwickelung für w;: 


(4) ee sre2 DR 1. 

Hieraus folgt, daß die Potenzsummen der w, bis zur vierten 
einschließlich Konstanten sind, da sie nicht einmal die erste 
Potenz von j(®) enthalten können, und daß das Produkt der w, 
eine lineare Funktion von j(w) sein muß, in der j(o) den 
Koeffizienten 1 hat. 

Die Gleichung der w hat daher die Form: 

(5) w+ bw bw + bw +b,w—+b, = j(w), 

wenn die b rationale Zahlen sind. Diese Koeffizienten lassen sich 
dadurch berechnen, daß man die Entwickelung (4) weiter fort- 
setzt. Wir schlagen hier einen anderen Weg ein, der, streng 
genommen, zu der im nächsten Teil behandelten komplexen 
Multiplikation gehört, bei seiner Einfachheit aber trotzdem ganz 
wohl hier seine Stelle finden kann. 


Setzen wro = i = Y—1, so ist 
1 
0 —= —— 
[69] 


und infolgedessen ist [$ 34, (11), (12), (14)]: 
A RO url Mi 
also [S 54, (5)]: 
(6) Yz (?) == Air Ya (?) = 12, I) ——' 198, 
Man findet aber ferner aus den Transformationsformeln für 


n(0) [8 34 (4, Ol: 
n@ +1) = e@n), n(-z) = Vier), 


[69] 
wenn man auf die Zerlegung 


5=-2-+ı)R — ı) 
Rücksicht nimmt: 


EEE) CE) Frl) = rn nn 


also 





Die u Re N a 5% 
und man kann jetzt, da für 9, — 12 zwei Wurzeln der Gleichung 
(1) bekannt sind, für diesen besonderen Wert von 9, den linken 
Teil dieser Gleichung leicht in Faktoren zerlegen: 


vs —+ 100 — 20 +5 = (W+2v +5) (W +v — 12% 
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woraus zu schließen: 


n ea: 


{ee} 


T 2 
(7) 3 ae Sys 
6 I er A. Ge, sms WS. 

(v,, v, müssen, da in ihnen g reell ist, positiv sein.) 

Aus (3) ergibt sich sodann: 
(8) Wo en); wew—=—5-—2i, 

wu tn. 

Dies müssen die Wurzeln von (5) sein für j = 12° und 

daraus erhält man die gesuchte Resolvente in der Form: 


(9) w(w2 + 10w + 45)? = j(w) — 123 — y}. 
Diese Gleichung läßt sich auch in die Form bringen: 


(1) +3) (w + 110 +64) = je) = 75, 


auf die man auch direkt kommt, wenn man, anstatt © —= i zu 
setzen, 
A erben iV3 
= 2 
annimmt. 


Die gefundene Resolvente vereinfacht sich noch, wenn man 


[nach (9)]: 


TE Y3 
ieemanerr 





setzt: 

(11) 2 —+ 102° + 452 = 9, 

oder wenn man [nach (10)] 

(12) "+10 +4=y, y—-_ = 5 
setzt: 

(13) y— 40y —5pyy— y —0, 


eine Gleichung, die sich auch ergibt, wenn man von vornherein 
die Annahme macht: 


2y = v,d%'o + Vıdy 4 Vads. 
In der Gleichung (13) fehlen, wie man sieht, die dritte und 
die vierte Potenz der Unbekannten. Dieselbe Eigenschaft kommt 


auch, wie leicht nachzuweisen ist, der Gleichung zu, deren 
Wurzeln 
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A—+ W2)Y 
m A =— (At u2)Y, 
(14) = ya tu) = Ye 
sind, wenn A, u beliebige Parameter bedeuten, die für alle fünf 
Werte x die gleichen sind. 
Setzt man diese Gleichung in die Form 


(15) x — band 5b, — bey —= 0, 
so ergeben sich nach einigen Rechnungen mit Benutzung der 


besonderen Werte von & für =0 und „= für „,b,c 
die folgenden Ausdrücke: 


a= 8413 — T2Au2 + y (Au — u°), 
(16) b— M + 18422 — 27 ut + yaAus, 
a LT a En DE 


Es soll noch eine Resolvente 5ten Grades mit Benutzung der 
Funktion f(®) gebildet werden. 
Wir setzen: 





(17) «=7(), vw, = f0bo), = (® = °) 


c=0 (mod 48), z2=ec (mod 5), 
und haben nach $ 73 zwischen « und v die Gleichung 6ten Grades: 
(18) us + vs — wv5 + 4uv =. 


Wir untersuchen den Einfluß, den die drei Vertauschungen 


1 oa — 1 
(@, o > 2), (o -;): (© = 
auf die Größen v, haben. Durch diese Vertauschungen geht c 
über in cı, 6, c', die nach $ 69, (9), (11) und 8 73, (6) durch 
die Kongruenzen 
1 :— 1 
(19) ze 9 3 ——, ae 


C c+l 
bestimmt sind. Abgesehen von dieser Änderung des Index gehen 
nach $ 73, (4) und (9) die v über in 





(mod 5) 


(20) em 


!) Vgl. Kiepert, Auflösung der Gleichung 5öten Grades. Crelles Journal, 
Be. 87, 8.114 - 
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5ri 

Man hat also, wenn zur Abkürzung e " = & gesetzt wird, 

folgende zusammengehörige Vertauschungen: 
9, U, 5) ©; U; U, (2) %; 
RR 

oa—2,'e Zujren. BER: BulE?,, Ev. INERUFIOTEN, , 
9 i | 
(21) Br U, Vo; Vo U Va; v5, U; 

u en ie I en Pl 

o—1’ u’ vd I © vg in 


Wir führen nun die fünf Größen w, durch die Gleichung ein: 


(22) W, — Ca E33 vz) (%+1 len) (Va +2 . v2) 
v5 uw: 
also: 
we (v, A vo) (vı er v,) (v5 IEL v5) 
; v5 us 
ve (W. — 1) Wa — %) (da — %) 
er Fe ' 
y5 uw 
er en) 


V5u3 

(bi (v, — ds) (Wi — 5) (do — dı) 

air zen UTERAner Daten 

y5u3 

an (u, — du) (Vo — d5) (dı — d5) 

V5 u: 

so daß, wenn man in der letzten Reihe davon Gebrauch macht, 
daß nach (18) das Produkt der sechs Größen v, den Wert u® 
hat, sich aus (21) folgende zusammengehörige Vertauschungen 
der ıw ergeben: 





0, Wo; W; Wg, W3, Wy; 
+ 2, —Wg, — Ws, — U —Wy —Ur; 
; I 
(23) LE Wo; Wp, Wı; WW; Wz, 
0 — 1 
a Te = W a) it, u nr 
© + 1 ) 0» 3) 49 2) 1 


Die Funktionen ıw können für keinen von O0 und » ver- 
schiedenen Wert von u unendlich werden. Nehmen wir daher 
die Gleichung, deren Wurzeln die fünf Größen w, sind, in der 
Form an: 


+ Aw+ Lw+ 43W+4Aw+4—=0, 
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so sind A?, A,, A?, A,, A? nach den Grundsätzen des $ 73 
ganze rationale Funktionen von 


(24) urt -- ea 


Die Entwickelung von (24) nach steigenden Potenzen von q 
fängt an mit q-!, während der Anfang der Entwickelung von w, 


1 eri 


0 100 6 
ist. Die Größen A), A,, A}, A, können daher nicht einmal die 
erste Potenz von (24) enthalten und sind also konstant, während 
A die Form hat: 


912 
a Le 


worin Ü eine Konstante ist. Die Werte der Konstanten kann 
man bestimmen, wenn man die Werte der w, für © — i kennt. 
Es ist aber für © — :i [vgl. oben (6), (7)]: 


= fW=V2, | nd 
U ) = (+ 10) = = (=), 


S 
9) 











. 10 ri 1“ 
- ea FÜHN)=—iV2, 
v, = iV/2 
und folglich nach (18): > 
Kege un 


N 
%] — U — 19 Zul 
Folglich wird: 
Wo = 0, W] je —— Wa = iy5, Ws ni W = er 
Danach wird zunächst © = —27, also 


und daraus durch Vergleichung der Anfänge der Entwickelung 


A, == — 12 —- 6 


u12? 


und die Gleichung für w bekommt die Form: 


(25) ww 4 5)? —= ul? — —. 
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Man kann ihr aber noch eine andere, sehr bemerkenswerte 
Form geben. 
Nach den zwischen den Funktionen f(o»), fı(®), fs(@) be- 
stehenden Relationen [S 34, (11), (12)] ist: 
F(@)* DE pas [/ı (@)° E fa (0) i 
Fo)" F(o)* 
Führen wir also für w die neue Unbekannte 
ED N) ke 0} 
2) yo 5) 
ein, so erhalten wir die Form: 
7 ; - fı (@)® — fs (@)‘ 
27 y? ee —— En 
Auf diese Formeln gründet sich die von Hermite und 
Kronecker geschaffene Auflösung der Gleichung fünften Grades 
durch elliptische Funktionen, auf die wir im 14. Abschnitt des 
II. Bandes hingewiesen haben. 
Nach Bd. I, $ 60 kann die allgemeine Gleichung fünften 
Grades auf die Form reduziert werden: 


(28) Re 
und diese Gleichung wird mit (27) identisch, wenn man setzt: 
fı (0) — 50) = af? (o) 
Nimmt man hierzu die Gleichungen: 
> 2 —'f?, ffıfa = y2, 
so erhält man 
(29) fa — af2 64 — 0. 

Durch diese quadratische Gleichung ist f!? als Funktion 
von a bestimmt. 

Dann sind die Wurzeln der Gleichung (28) durch die Quadrat- 
wurzeln aus den Ausdrücken (22) dargestellt. Das doppelte Vor- 
zeichen dieser Quadratwurzeln erklärt sich daraus, daß zwei ent- 
gegengesetzte Werte von a zu derselben Gleichung (29) führen. 
Man kann aber auch die Wurzeln eindeutig bestimmen nach der 
Formel (26): 


a 
30 Een I, 
0) : w2 4 5 
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In der oben erwähnten Arbeit von Kiepert wird die all- 
gemeine Gleichung fünften Grades auf die Form (15) trans- 
formiert, wozu nur die Auflösung einer quadratischen Gleichung 
erforderlich ist. Sieht man darin a, b, c als beliebig gegeben 
an, so dienen die Gleichungen (16) zur Bestimmung von A, u, Y. 
Dies geschieht ebenfalls mit Hilfe einer quadratischen Gleichung, 
was allerdings nicht auf den ersten Blick zu ersehen ist. (Vgl. 
F. Klein, Vorlesungen über das Ikosa&der, S. 191 £.) 

Auf die Resolventenbildung für den siebenten Transformations- 
grad werden wir weiter unten zurückkommen, wenn wir über 
die Hilfsmittel verfügen, die uns die komplexe Multiplikation 
bietet. 
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Diskriminante. 


$ 84. Definition der Diskriminanten. 


In der Theorie der quadratischen Körper treten als Diskri- 
minanten gewisse ganze rationale (positive oder negative) Zahlen 
auf, die, wenn sie gerade sind, durch 4 teilbar sind, und wenn 
sie ungerade sind, bei der Teilung durch 4 den Rest 1 lassen. 

Kronecker hat solche Zahlen „Zahlen von Diskrimi- 
nantenform“ genannt. Wir wollen sie hier kurz Diskrimi- 
nanten nennen, und uns nicht daran stoßen, daß dieses Wort 
in der Algebra noch mannigfache andere Bedeutungen hat. Wir 
definieren daher: 

1. Eine positive oder negative, von Null verschiedene 
ganze Zahl, die einer der beiden Kongruenzen 
ELyee D=0, D=1 (mod 4) 
genügt, heißt eine Diskriminante. 

Jede Quadratzahl ist nach dieser Definition eine Diskrimi- 
nante. Da diese aber eine gewisse Ausnahmestellung einnehmen, 
wollen wir sie, wenn die Unterscheidung nötig ist, uneigent- 
liche Diskriminanten nennen. 

2. Das Produkt zweier und folglich beliebig vieler 
Diskriminanten ist wieder eine Diskriminante. 

3. Eine Diskriminante, die (außer 1) keinen quadra- 
tischen Teiler enthält, nach dessen Absonderung eine 
Diskriminante übrig bleibt, heißt Stammdiskriminante. 

Stammdiskriminanten sollen in der Folge zum Unterschied 
von anderen mit 1 bezeichnet sein. Ist D keine Stammdiskri- 
minante, so gibt es eine und nur eine Quadratzahl Q2 und eine 
Stammdiskriminante 7, so dab 
(2) Den, 
ist; 7 heißt dann der Stamm von D. 

Weber, Algebra. III. Al 
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Eine Stammdiskriminante ist durch keine ungerade Quadrat- 
zahl teilbar. Ist aber 7 durch 4 teilbar, so muß 


(3) 4=8,12 (mod 16) 
sein. Denn wäre / = 0,4 (mod 16), so würde nach Forthebung 
des Faktors 4 eine Diskriminante übrig bleiben. 

Um also zu einem gegebenen 7) den Stamm zu finden, hat 
man zunächst die größte ungerade Quadratzahl und dann noch 
eine so hohe Potenz von 4 abzusondern, daß 7 entweder ungerade 
und = 1 (mod 4) oder = 8, oder = 12 (mod 16) wird. 

4. Eine eigentliche Diskriminante, die nicht in 
Faktoren zerlegbar ist, die selbst wieder Diskriminanten 
sind, heißt Primdiskriminante. 

Ist p eine natürliche ungerade Primzahl, und wird das 
Zeichen + so bestimmt, daß +p = 1 (mod 4) ist, so gibt es 
folgende Primdiskriminanten: 


(4) +p, —4, +8, —8. 


5. Jede Stammdiskriminante läßt sich auf eine und 
nur auf eine Weise in Primdiskriminanten zerlegen. 


Denn sondert man von 1 zuerst alle Faktoren +p ab, so 
bleibt nur eine der Zahlen 1, —4, —8, — 8 übrig. 


$ 85. Das erweiterte Legendre-Jacobische Symbol. 


Das Legendresche Symbol (5) hat, wenn m eine  be- 


liebige positive oder negative von Null verschiedene Zahl, p eine 
in m nicht aufgehende natürliche Primzahl ist, den Wert —1, 
wenn m quadratischer Rest, und den Wert — 1, wenn m quadra- 
tischer Nichtrest von p ist (Bd. I, $ 145). 

Die Bedeutung des Symbols ist von Jacobi so erweitert 
worden, daß für p auch eine zusammengesetzte Zahl gesetzt 
werden kann. Wenn aber m eine Diskriminante ist, so empfiehlt 
sich bisweilen eine noch weitergehende En die 


wir jetzt darlegen müssen !). N 


‘) Kronecker, Berliner Sitzungsberichte, 30. Juli 1855. Dirichlet- 
Dedekind, Vorlesungen über Zahlentheorie, 4. Aufl., $ 186. H. Weber, 
Göttinger Nachrichten, Januar 1893. 
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Wenn D eine Diskriminante und n eine ganze rationale Zahl 
ist, so definieren wir ein Symbol (D, n) durch folgende Bestim- 
mungen: 


(1) BRUT 0: 
(2) (ra er]; 
(3) Deal Hl,).D. >40. 

= Zell, 
(4) (D,P)=d, 
wenn p ein Primteiler von D ist. 

De 

(5) (D, 2) = (—]1) ‚ D ungerade. 


() 2,9 = (2). 
wenn » eine nicht in D aufgehende ungerade Primzahl ist. 
Zerlegt man +n in seine Primfaktoren 
au I 
so Ist 
(7) CD, m Dan LIE END, N) +} 

Durch (1) bis (7) ist offenbar das Symbol (D, n) wider- 
spruchslos für alle Zahlen n definiert, und kann nur einen der 
Werte —1, 0, —1 haben. Es ist immer dann und nur dann 
— 0, wenn D und n nicht relativ prim zueinander sind. Aus 
(7) ergibt sich noch: 

(8) DDR) (D,NnN), 

und wenn @? eine Quadratzahl ist, die mit n keinen gemeinsamen 
Teiler hat, | 

(9) (9 D,n) = (D, n). 

Die auf das Reziprozitätsgesetz bezüglichen Formeln nehmen 
in dieser Bezeichnungsweise eine besondere Form an. Wir be- 


trachten zunächst die Primdiskriminanten. 
It +p=1 (mod 4), so ist nach (3), (5), (6): 


4, D=(c NE] e% es 


p A 


gi 
8 


I: 


unn- (6-6) 


Ale 
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wenn n eine ungerade Primzahl ist (nach dem Reziprozitätsgesetz 
und seinen Ergänzungssätzen [Bd.I, $ 145, 9.]), und diese Formeln 
lassen sich zusammenfassen in 


(10) Et» n) = 5): 


Diese Formel gilt aber wegen (7) für jedes beliebige n, das 
durch p nicht teilbar ist. 

In gleicher Weise findet man für ein ungerades n: 

ml 

-An)=(-1)?°, 

n? —1 

(11) &n) =(-1)®, 
n—1 n?—1 
ae) 

Weiter ist allgemein, wenn D, D' zwei Diskriminanten sind: 
(12) (Di DendeStD Den: 

Diese Formel gilt zunächst, wenn DD’ und n nicht relativ 
- prim sind, weil dann beide Seiten — 0 sind. Sie gilt ferner 
fürn = —1 [nach (3)], für »n = 2 [nach (5) und der Kon- 
DW] BEE 

8 | anerTZr 8 
ungerade Primzahl n [nach (6). Also gilt sie wegen (7) all- 
gemein. 

Wir können nun das Reziprozitätsgesetz mit seinen Ergänzungs- 
sätzen für Diskriminanten in folgender Weise zusammenfassen: 
(13) (D,D) = +£(D, D) 
worin das obere Zeichen gilt, wenn von den beiden Dis- 
kriminanten D, D' wenigstens eine positiv ist, das untere, 
wenn beide negativ sind. 

Um diese Formel aus der gewöhnlichen Form des Rezi- 
prozitätsgesetzes abzuleiten, nehmen wir zunächst an, es gelten 
die beiden Formeln: 


gruenz (mod 2)] und für eine 





(D, D') a an /0h D), 
(D,D) = +(D', D,). 
Dann folgt aus (8) und (12) ER 
(DD,D) = +(D, DD,), 
worin wieder das untere Zeichen nur dann gilt, wenn D!’ 
und DD, beide negativ sind. Durch nochmalige Anwendung 


ergibt sich 
(D.DADSDDE EI DA) DD) 
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und folglich ist die Formel (12) erwiesen, wenn sie für irgend 
zwei Primdiskriminanten gilt. 
Es ist aber nach (10), wenn p und p’ ungerade Primzahlen sind: 


+5 +9)= +), Er, tn=+ 2), 
ER ee) Ei E 


worin rechts das negative Zeichen nur dann steht, wenn links 
beide Zeichen negativ, also p sowohl als p' = 3 (mod 4) sind. 


In diesem und nur in diesem Falle ist aber ©) = — (8), 


sonst (&) — Von Also ergibt sich für diesen Fall die Formel 
(13) als richtig. 
Ferner ist nach (11) und (3), (5) 
+p) Ir ul; (Ep; —,4) 3 and" 


EHI -REI-RI=-N, 
au — 
(+8, P) = os zen > 1) : 
[pr =1 (mod 4)], 
Earhasl N A und, )=—|1, 
NY 


r=3 (mod 8)], 
woraus für diese Fälle die Formel (13) folgt, die damit allgemein 
erwiesen ist. 
Aus (13) folgt weiter, da jede Quadratzahl eine positive Dis- 
kriminante ist, falls m zu D relativ prim ist, 


(14) (Damdl—hl 
und folglich nach (8): 
(15) a a EEE AEG 


wenn m und D keinen gemeinschaftlichen Teiler haben. 
Wir haben ferner den Satz: 

(16) (DIERRKZI DAN), 

wennn=n (mod D). 

Der Satz ist richtig, wenn n und D einen gemeinschaft- 
lichen Teiler haben, und nach (12) ist er allgemein erwiesen, 
wenn er für jede Primdiskriminante D gilt. Für diese ergibt er 
sich aber sofort aus (10), (11). 
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Nehmen wir an, in (16) seien n, n’ selbst Diskriminanten: 


n = Demo DD) Bez 381 modE), 


(D, D,) = (D, D;) 
und es folgt aus (13): 

(D, D) = +(D, D) 

(D, D;) Tr; +(D, D), 
worin die oberen Zeichen gelten, wenn ) positiv ist, die unteren, 
wenn D, D,, D, alle drei negativ sind, und verschiedene Zeichen, 
wenn D negativ und D,, D, von verschiedenen Vorzeichen sind. 
Es ist also nach (16): 
(17) (D,, D) =; (Ds D), 
worin das untere Zeichen nur dann gilt, wenn die beiden Zahlen 
D und D, D, beide negativ sind. 

Sind D,, D, ungerade, so können wir D — 4m setzen, worin 

m eine beliebige ganze Zahl ist, und wir erhalten aus (17) 


so ıst 


(18) (D,, m) ee ats (15, m), 
wenn 
(19) D, =D, (mod 4m) 


ist, und das untere Zeichen nur dann gilt, wenn m und 
D, D, beide negativ sind. 

Dieser Satz ist zunächst bewiesen unter der Voraussetzung, 
daß D, und D, ungerade sind. Er gilt aber allgemein. Denn 
die Kongruenz (19) verlangt zunächst, dab D, und D, zugleich 
gerade oder zugleich ungerade seien. Sind sie beide gerade und 
ist dann m gerade, so ist (18) richtig, weil beide Seiten ver- 
schwinden. Ist aber m ungerade, D,, D, gerade, so setze man 
ın ID D=+m=1 (mod 4), worin m eine positive ungerade 
Zahl ist. Dann folgt aus D, = D, (mod D) die Kongruenz (19) 
und nach (17) ist 

(Den); 
(20) (D, —m) = + (Du, — m), 
DD, -D= td), 
und folglich wieder 
(Dim) =D, m): \ 

Also gilt diese Formel für jedes positive ungerade m, und 
nach (20) ist dann (18) auch für ein negatives m erwiesen. Die 
“Formeln (16) und (18) können zur Berechnung des Symbols (D, n) 
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nach dem Algorithmus des größten gemeinschaftlichen Teilers 
dienen. Denn man kann aus den Kongruenzen 


D=D (mod 4n), 
n=n (mod D'), 
D'= D" (mod 4’), 


"=n' (mod D"), 
die Reihe der Zahlen 
Dino Rau)! Sands 

so bestimmen, daß jede folgende dem absoluten Werte nach kleiner 
ist als die vorhergehende, solange keine der Zahlen n’, m’, n’”, ... 
gleich +1 geworden ist. 

Ist D keine Quadratzahl, so läßt sich immer eine Zahl ß so 
bestimmen, dab 


(21) (D, P) — —|. 
Ist nämlich 7 der Stamm von D und ist ß relativ prim zu 
D, so ist (nach 9) 


(D, P) = (A, P). 
It 7= 64 und Ö eine Primdiskriminante, also relativ 
prim zu 2’, so kann man ß, so annehmen, daß 
(0, B,) — —l| 
wird [nach (10) und (11)]| und man kann ß aus den beiden 
Kongruenzen 
B = PP, (mod Ö), 
=] (mod f') 


bestimmen. Dann erhält man nach (12) 
(D, PB) = (6, fi) = —1. 
Läßt man s ein volles Restsystem nach dem Modul D durch- 
laufen und setzt 


es IRA 
so folgt durch Multiplikation mit (D, ß) 
SR 
und da ßs zugleich mit s ein Restsystem durchläuft, so folgt 
(22) ul. 
Es folgt hieraus: 
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In einem vollständigen System inkongruenter, zu D teiler- 
fremder Zahlen s gibt es ebensoviele Zahlen «, für die (D, «) 


— +1 ist, wie Zahlen ß, für die (D, $) = — list, und es ist 
(D)n=-+1l, wnnn=«& a 
od D). 
= —|], sınz=P ( ) 


$ 86. Die Gaussschen Summen. 


Wir haben im ersten Bande die Gaussschen Summen aus 
der Theorie der Kreisteilung kennen gelernt. Diese Ausdrücke 
lassen sich verallgemeinern und nehmen durch Anwendung des 
Symbols (D, n) eine einfache Gestalt an. | 

Es war [Bd. I, $ 179, (16)], wenn n eine ungerade Primzahl, 
s eine durch n teilbare Zahl bedeutet und k ein Restsystem 
nach dem Modul » durchläuft: 

a 


a) Sr Im. 
N 
Setzen wir tn = 4f/=]1 (mod 4), so ist / eine Prim- 
diskriminante, und es ist nach $ 85, (10) 


)=4n (#)=(4F9)= (49) 


(letzteres nach $ 85, (3), da die oberen Zeichen bei positiven, die 
unteren bei rail 4 gelten], ferner: 


ee r% 
2 /’Yn= Ya, 
wenn Y positiv reell oder positiv imaginär ist, je nachdem n= 1 
oder = 3 (mod 4) ist, und wir können (1) in der Form schreiben: 


risk 





1: 2riks u) 

(2) Z(4,h)e 1 = (a, )Ya, 

wenn wir im Falle, wo .7 positiv ist, s durch —s ersetzen. Diese 

Formel ist zunächst nur für eine ungerade Primdiskriminante 

erwiesen. Sie gilt aber auch, wie die direkte Rechnung zeigt, für 
A1—= —4 8 —$8 

also für jede Primdiskriminante. 

Setzen wir die Richtigkeit der Formel a) für 1 ze 
4 4" voraus, so folgt, wenn I’ und 2” keinen gemeinschaft- 
lichen Teiler haben, ihre Richtigkeit für 1 = 1'’12". 

Es ist nämlich 


(3) ya ya 
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wenn das obere Zeichen gilt, falls von den beiden Stammdiskrimi- 
nanten I’, 2" wenigstens eine positiv ist, das untere, wenn beide 
negativ sind. 

Setzen wir | 

k=kW42"—-W"4, 

und lassen %’, k”’ Restsysteme nach 7’, 1” durchlaufen, so durch- 
läuft k ein Restsystem nach 1 —= 1’ 4". 

Die Multiplikation der beiden Summen 


kr X 2srzrik AZ __2srikt' 
(4) Z(N,h)e 7, Z(,kN)e 
ergibt 
Kr __2srrik 
(5) 2 (1) (ar, )e 7 


Es ist aber nach $ 85, (16) 
(F,k) = (A), 4") (4, ®), 
(4, 1) — (4", 4) (4, #9), 
und folglich nach $ 35, (13) | | 
(4,k) = (4, K) (A", K”), 
und demnach ergibt sich aus (3), (4) und (5) die allgemeine 
Gültigkeit der Formel (2) für jede Stammdiskriminante I. 


| Zehnter Abschnitt. 
Alerebraische Zahlen und Formen. 


$ 87. Ideale und Formen in algebraischen Körpern. 


Das Interesse, das die Theorie der elliptischen Funktionen 
für den Algebraiker hat, entspringt aus ihrer Anwendung auf 
die Theorie der quadratischen Irrationalzahlen, zu denen sie in 
. einer analogen Beziehung stehen, wie die Einheitswurzeln zu den 
rationalen Zahlen. Sie bieten uns das erste und bisher einzige 
in seinen Gesetzen genauer bekannte Beispiel eines Gebietes 
algebraischer Zahlen, die über die Kreisteilungszahlen hinaus- 
gehen. Um die Theorie dieser Zahlen eingehender darstellen zu 
können, müssen wir einige Sätze aus der Theorie der Formen 
und algebraischen Körper und speziell der quadratischen Formen 
vorausschicken. 

In Bd. II, $ 163, 169 hat sich ein Zusammenhang ergeben 
zwischen den Idealen eines algebraischen Körpers & vom nten 
Grade und gewissen homogenen Funktionen nten Grades von 
n Variablen. Ehe wir dies auf quadratische Körper anwenden, 
sei kurz an die allgemeinen Sätze erinnert. 

Es sei a ein Ideal eines Körpers 2 und &, &s, ..., &%, eine 
Basis dieses Ideals. Ferner sei @,, ®3, ..., @, eine Minimalbasis 
von 2. Dann ist 
(1) (0%, Bgy ee On) == (A) (91, 99 +. On)» 
wenn (A) eine lineare Substitution mit ganzzahligen Koeffi- 
zienten bedeutet. Um zu einer anderen Basis &, @, ..., &, von a 
überzugehen, mache man eine lineare Substitution Z mit der 
Determinante +1, 

(2) (o, 009, ... 0) — (ton Ogy een On); 


woraus sich ergibt 
(3) (1, 0, ... 0) = (L) (A) (@,, 9,2. 0) 1), 


!) Über lineare Substitutionen und ihre Zusammensetzung vergleiche 
man den sechsten Abschnitt des zweiten Bandes. 
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Unter der Norm N(a) des Ideals a versteht man den 
absoluten Wert der Determinante A der Substitution (A): 
HD OT a3 en, 
und nach (3) ist die Norm unabhängig von der Wahl der Basis. 
1. Wir wollen die Basis («,) positiv nennen, wenn 
die Determinante A positiv, also der Norm von a 
gleich ist. Ist (&,) positiv, so ist («) immer dann 
positiv, wenn die Substitutionsdeterminante 
1 —1 ist. 

Man kann aus jeder Basis durch eine Substitution mit der 
Determinante — 1, also z..B. durch Vertauschung zweier «,, eine 
positive Basis ableiten, und wir werden in der Folge meist nur 
positive Basen verwenden. 

Die in Bd. II, $S 163, (3) bestimmte Basis ist positiv. 


Bedeutet nun ti, ts, ..., „ ein System unabhängiger Vari- 
ablen und 
(4) a Da Es 
eine Basisform mit positiver Basis, so ergibt sich (Bd. II, $ 164) 
(5) N(A) = N(a), 
worin 
(6) TER 


eine primitive ganzzahlige homogene Form nten Grades der 
Variablen t, ist. Die t,, sind lineare Funktionen der t&.. 
Wendet man auf (4) die Substitution (2) an, so ergibt sich 


(7) EEE EIPE AR 
wenn 
(8) (4, ty, er tn) em L (ti, t9, Leis) in), 


worin L’ die transponierte Substitution von Z ist, und wenn 
(«,) gleichfalls eine positive Basis ist, so hat L’ die Determinante 
—-1 und die Formel (5) ergibt 

(9). NAa)= Nat, 

worin 7’ eine homogene Funktion nten Grades der Variablen ? 
ist, die durch die Substitution (8) aus 7 hervorgeht. 

Zwei Formen, die durch ganzzahlige lineare Substitution mit 
der Determinante + 1 auseinander hervorgehen, heißen äqui- 
valent. Bisweilen werden die Formen auch dann äquivalent 
genannt, wenn die Substitutionsdeterminante —1 ist, dann aber 
mit dem Zusatze „uneigentlich“. Es ist dann durch (8) bewiesen: 
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2. Nennen wir die Form 7 die zu der Basis (&,) von a 
gehörige Form, so sind die zu verschiedenen 
positiven Basen desselben Ideals gehörigen 
Formen äquivalent. 

Bezeichnen wir die konjugierten Werte von «,, ©, mit 

Os,15 Os,23 a) Os,n; 9515 095,2; eier, sn 


und setzen 


I 


(10) Gere Zn, DR 
so ergibt sich 
(11) intra 


wenn 4 die Grundzahl des Körpers 2, nämlich das Determinanten- 
quadrat: 
A (2:6 07. Wear ae), 

ist (Bd. I, 8 162). 

Sind A), Ay... An die konjugierten Werte von A, so ist 
nach (4) 
(12) eat 
eine lineare Substitution für die Variablen £, mit der Substitutions- 
determinante 


(13) r= N(e) Y2, 
und durch diese geht nach (5) die Form 7 in das Produkt 
(14) Da DA 0) RAin 


über, weil N(A) das Produkt der konjugierten Werte von A ist 
(Bd. II, 8 151). Wir können hierauf die Invariantentheorie (Bd. I, 
$ 65) anwenden, und wenn wir die Hessesche Determinante 
bilden: 

(15) j ar 02T 


.o. 











so ist 
(16) H'— r2H. 

Wenn wir aber 4’ nach (14) in den Variablen A, bilden, und 
beachten, daß eine n-reihige Determinante, in der die Diagonal- 
glieder — O0 und alle anderem Glieder — 1 sind, den Wert 
(— 1)"=1(n — 1) hat), so folgt: 


‘) Man kann diesen Satz leicht beweisen, wenn man die Determinante 
durch Zufügung einer (n + 1)ten Zeile und einer (n + 1)ten Spalte 
erweitert, bei der in der hinzugefügten Zeile nur Einer, in der Spalte mit 
Ausnahme des letzten Elementes Nullen stehen. 
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H = (I) en 1) No NT 
RE e.N(ayr Te 
und folglich nach (13) und (16) 
(17) H—=(—1"" m — 1) T""?*4. 


$ 88. Idealklassen und Formenklassen. 


Wir haben in Bd. I, $ 170 die Äquivalenz der Ideale 
und die Idealklassen erklärt. Danach waren zwei Ideale a, b 
äquivalent. Wenn es eine ganze oder gebrochene Zahl des 
Körpers & gibt, die der Quotient von b und a ist, also: 

(1) Tu=.0, 

und es hat sich gezeigt, daß danach die Ideale in Klassen ein- 
geteilt werden, und daß die Zahl dieser Klassen endlich 
ist. In manchen Fällen ist es zweckmäßig, den Äquivalenzbegriff 
etwas enger zu fassen und a und b nur dann äquivalent zu 
nennen, wenn es eine der Bedingung (1) genügende Zahl 7 mit 
positiver Norm gibt. Dieser Unterschied kommt natürlich 
nicht in Betracht, wenn die Normen aller Zahlen positiv sind, 
wie z. B. im imaginären quadratischen Körper. Auch dann kommt 
er nicht in Betracht, wenn es Einheiten mit der Norm —1 
gibt, weil, wenn & eine solche Einheit ist, entweder N (n) oder 
N(en) positiv ist und e und &n gleichzeitig der Bedingung (1) 
genügen. 

Gibt es aber keine Einheiten, deren Norm = —1 ist, wohl 
aber andere Zahlen in & mit negativer Norm, so teilt sich bei 
der engeren Definition der Äquivalenz jede Idealklasse noch ein- 
mal in zwei Klassen. Wir wollen hier den engeren Äquivalenz- 
begriff festhalten, der z. B. bei manchen reellen quadratischen 
Körpern in Kraft tritt '). 

In (1) kann n gebrochen sein. Ist aber « eine durch a teil- 
bare ganze Zahl, so ist 7 eine durch b teilbare ganze Zahl, 
und daraus ergibt sich: Wenn 
(2) (Or ee Gen) 
eine Basis von a ist, so ıst 

(Bar Par + Pn) = (N ko) +. m) 
eine Basis von b, und wenn die erste Basis positiv ist, so ist es 
(bei dem engeren Äquivalenzbegriff) auch die zweite. 





") Wenn nämlich die Pellsche Gleichung ??— Du? —= — 4 keine Lösung hat. 
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Denn die notwendige und hinreichende Bedingung, dab (2) 
Basis von a sei, besteht darin, daß jede durch a teilbare ganze 
Zahl « und nur solche in der Form: 


(3) % —.%0 4 89% — "+ Lnlen 
mit ganzzahligen &,, &g, -.., £„ enthalten ist. Folglich sind alle 
Zahlen 


(4) P=MMmNtLlN tt KunN 

durch b teilbar. Ist umgekehrt 8 eine durch b teilbare ganze 

Zahl, so ist ß/n durch a teilbar und folglich in der Form (3) 

darstellbar. Mithin ist ß durch (4) darstellbar. | 
Ferner ist nach der Bezeichnung von (9) und (10), S 87, 

wenn «& eine positive Basis ist: 


2: 00 pp Na a2 Ei 0 0 
P2 et Pı,1 P3,2 ... Dan 227 N (n) 2 as O1,1 82,2 »+.+ On,ny 
—,.N(n) Ne Eaı0 oe Or 
— HN) Erin 10 ae 
und da nach (1) 
(5) N() = N(n) X(e) 
ist, so muß bei +_N(b) das positive Zeichen stehen. 
Ist A eine Basisform von a, so ist nA eine Basisform von 
b, und 
(6) N(A) = N(a)T, 
DENE 
und zu den beiden Idealen a, b gehört also dieselbe Form ZT. 
Vereinigen wir äquivalente Formen 7’ in eine Klasse, so können 
wir nach 2. sagen: 


3. Zu jeder Idealklasse gehört eine bestimmte 
Formenklasse. 


Bei der Beantwortung der Frage, ob zu einer und derselben 
Formenklasse verschiedene Idealklassen gehören können, machen 
wir die Voraussetzung, daß & ein Normalkörper sei: Nehmen wir 
also an, zu zwei Idealen a und a’ gehören äquivalente Formen 7 
und 7’, so ist, wenn A eine Basisform von a ist, 


(7) NA)= N(T, 
und wenn wir 7’ durch eine lineare Substitution in 7 überführen, 


und unter A’ eine Basisform von a’ (mit denselben Variablen £ 
wie A) verstehen, so ist 


(8) N(#) = NT. 
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Die linearen Faktoren von N(A) und N(A’) müssen also, von 
einem konstanten Faktor abgesehen, miteinander übereinstimmen, 
weil man eine ganze Funktion beliebiger Variablen nur auf eine 
Weise in irreducible (hier lineare) Faktoren zerlegen kann (Bd. 1, 
8 20, Bd. II, $ 152), und da alle diese Faktoren demselben 
Körper 2 angehören, so gibt es unter den konjugierten Faktoren 4’ 
einen, der der Bedingung genügt: 

AR N A 
worin n eine Zahl in 2 ist. Die Funktionale A und A’ und dem- 
nach die entsprechenden Ideale sind also äquivalent. 

4. Gehört in einem Normalkörper zu den zwei 
Idealen a und a’ dieselbe Formenklasse, so gibt 
es unter den mit a’ konjugierten Idealen eines, 
das mit a äquivalent ist. 


$ 89. Komposition der Formen und Multiplikation der Ideale. 
Es seien jetzt a und b zwei Ideale in 2 und 


(1) Ha 

das aus beiden gebildete Produkt. Es seien ferner 
Verl ie klayhren, Dec); 

(2) b— (Pi Par ++» Pr): 


nn (Yı, Ya ++ In), 
Basen dieser Ideale Da jede Zahl &,ß, zu c gehört, so gibt 


es ein System ganzer rationaler Zahlen er so dab 


(3) Op Br 20h Ye 

wird, und da jede Zahl in c durch Multiplikation je einer Zahl 
aus a und aus b und Addition dieser Produkte entsteht (Bd. I], 
$ 169), so ist auch umgekehrt 


h,k 
(4) Ys = 2 IR On Pr; 


worin die a), gleichfalls ganze rationale Zahlen sind. 


Setzt man (3) in (4) ein, so folgt 


a en) 
(5) Ys = 2 yr 2 UAn,k Cn,ky 
und daraus 
En 
(6) = En (rs), 


worin 
Wer) 1, (rs) 


336 ; Zehnter Abschnitt. $ 89. 


Bezeichnen wir also mit x, Variable und setzen 


(7) 2%: — Ynıs 

so folgt: 

3 kn 

(8) OLE 

Jetzt bedeuten ,, v,, t, drei Systeme von Variablen und 

uU = =.0, Ur 

(9) ee Sußh, 
a 


Basisformen von a, b, c, ferner U, V, T die zu a, b, c gehörigen 
Formen, in den Variablen «, v, t geschrieben. Es ist dann 
N(u) — Na) U, 
(10) DNA) N U 
NANNTE 
Es ergibt sich also aus (3) durch Multiplikation mit u,®x 
und Summation nach (9): 


ser RK 

(11) Te CH Up Ok, 
also, wenn man 

(12) = b>) NY Up %% 

setzt: 

(13) uv—Ä, 

und daraus, da N(a)N(b) = N(c), ist nach (10) 
(14) T—= UV. 


Darin sind aber die f, nicht mehr unabhängige Variable, 
sondern sie gehen durch die bilineare Substitution (12) aus 
Un, v%, hervor. 

5. Die Form 7 geht durch die bilineare Substitution 

(12) in das Produkt der beiden Formen U,V über. 

Diese Substitution hat aber "noch eine wesentliche Eigen- 
tümlichkeit. Wir nennen die durch (12) bestimmten Funktionen t, 
nach einem Primzahlmodul p linear unabhängig, wenn 
aus der Kongruenz = 


(15) Za,t, = 0 (mod »), 
in dem die x. ganze rationale Zahlen sind, folgt, daß diese 
Zahlen alle durch p teilbar‘ sind. Findet dies für jede beliebige 


Primzahl p statt, so heißen die t, schlechthin linear unab- 
hängig. 
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Die Kongruenz (15) ist nach (12) und (7) gleichbedeutend 
mit den n?2-Kongruenzen 


IR Ba ch dl (mod p) 
und aus (6) folgt alsdann: 
% =0 (mod p), 
und dies besagt, daß die Substitutionen (17) für jeden Modul » 
linear unabhängig sind. 

Nach Gauss (Disq. aritm. art. 235) heißt eine Form 7 
aus den beiden Formen U, V komponiert oder zusammen- 
gesetzt, wenn 7 durch eine bilineare Substitution für 
die Variable ft, deren Gleichungen für jeden Modul linear 
unabhängig sind, in das Produkt UV übergeht. 

Danach haben wir den Satz: 


6. Die Form, die zu dem Produkt zweier Ideale a, b 
gehört, ist aus den Formen der Ideale a und b 
komponiert!). 


!) Die Sätze, dieGauss an der erwähnten Stelle durch sehr weitläufige 
Rechnung für binäre quadratische Formen beweist, sind hier in gröbter 
Allgemeinheit durch einfache Betrachtungen abgeleitet. Vgl. Dirichlet- 
Dedekind, Vorlesungen über Zahlentheorie, $ 182. Für binäre quadratische 
Formen: Dedekind, Crelles Journal, Bd. 129; H. Weber, Göttinger Nach- 
richten 1907. 


Weber, Algebra. III. 


[86] 
8) 


Elfter Abschnitt. 
Ideale in quadratischen Körpern. 


$ 90. Diskriminante des quadratischen Körpers. 


Ein quadratischer Körper entsteht, wenn man dem Körper 
der rationalen Zahlen eine Quadratwurzel Yd adjungiert, hier 
kann d als ganze Zahl ohne quadratischen Teiler an- 
genommen werden. Der Körper ist reell oder imaginär, je nach- 
dem d positiv oder negativ ist. Bezeichnet man den Körper der 
rationalen Zahlen, den absoluten Rationalitätsbereich, mit R und 
mit R(x,%,...) den Körper, der durch Adjunktion von z, #, .. 
zu 9 entsteht, so ist der quadratische Körper & so zu bezeichnen: 
(1) 2—R(Yd). 

Jede Zahl des Körpers 2& kann in die Form gesetzt werden: 

+ yYa 


(2) 1 5) 


worin x, y rationale ganze oder gebrochene Zahlen sind. 

Die zu @ konjugierte Zahl e 
(3) { He u a Yd 

2 

ist gleichfalls in dem Körper 2 enthalten, und folglich ist & ein 
Normalkörper. 

Damit ® eine ganze Zahl sei, ist notwendig, daß 

ao +0 —=x (w — o)? — y2d 

ganze rationale Zahlen sind, und da d keinen quadratischen Teiler 
haben soll, so müssen x und y ganze Zahlen sein. Damit aber 
auch ® wirklich eine ganze Zahl sei, muß auch noch die Norm 
1/, (2? — y?d) eine ganze rationale Zahl sein, d. h. es muß 
(4) 2 — yP2d=0 (mod 4) 
sein. Ist d= 2 oder = 3 (mod 4), so kann diese Bedingung 
nur erfüllt sein, wenn x und y gerade Zahlen sind, und wenn 
wir also x, y durch 2x, 2, ersetzen, folgt: 
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1. It d=2,3 (mod 4), so sind alle und nur die 
Zahlen des Körpers 2 ganz, die in der Form 


x +yYa 
mit ganzem rationalen x, y enthalten sind. 

Ist aber d = 1 (mod 4), so ist (3) befriedigt, wenn x und y 
beide gerade oder beide ungerade sind, also wenn x die Form 
2%, — y hat. Ersetzt man dann wieder x, durch x, so folgt: 

2. Ist@d=1 (mod 4), so sind alle und nur die Zahlen 
in & ganz, die in der Form 


rd 
euer AST \ 
mit ganzen rationalen x, y enthalten sind. 


Es ist also im Falle 1. (1, Ya), im Falle 2. (1, a, 


eine Minimalbasis des Körpers 2&. Die Grundzahl oder Dis- 
kriminante des Körpers 2 ist also im Falle 1.: 








tg 
(5) DD A 
Bed 
im Falle 2.: 
Seel 2 
(6) 41=| - EL 
ne 
1, u, 


Ad 


In beiden Fällen kann man also die ganze Zahl ® in die 
Form setzen: 


mit der Bedingung, dab 
(8) 4N (vo) = 2 — Ay?= 0 (mod 4) 


sel. | 
Die beiden Formen der Minimalbasis, die wır erhalten haben, 


nämlich (1, Yd) und (1, Sa sind also: 
(9) Da LM di 
(1, arme et 2u Eat = meh 
Hierin kann das Vorzeichen von Y4 in beliebiger Weise be- 
stimmt werden, soll aber dann in derselben Betrachtung fest- 


gehalten werden. Wir wollen ein für allemal annehmen: 
22% 
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3. Wenn 4 positiv ist, soll YZ4 gleichfalls positiv 
sein, und wenn 4 negativ ist, soll —iYZ positiv, oder 
Y4 positiv imaginär sein. 

Aus (1), (2) ergibt sich noch: 

4. Die Grundzahl eines quadratischen Körpers ist 
immer =( oder =1 nach dem Modul 4 und hat, außer 4, 
keinen quadratischen Teiler. Sie ist also Diskriminante 
und zwar Stammdiskriminante. 


$ 91. Ideale und Formen in quadratischen Körpern. 


Ist a ein Ideal des quadratischen Körpers 2, &,, &, eine 
positive Basis, und 
(1) eier be 
eine Basisform von a, so ist 
(2) N(A) — (ut 4 05) (at, + tl) = N(a)T, 
und N(a) ist der größte gemeinschaftliche Teiler der drei ganzen 
rationalen Zahlen 

Gl, 1a — gl, Op ln. 
Setzen wir also 
DEN (AT, 


(3) 0,09 + %% —= BN (a), 
I cN (a), 

so 1st 

(4) T=ay +bub 4 cl 


die zur Basis «,, & gehörige Form. Wir bezeichnen sie, wenn 
es auf die Bezeichnung der Variablen nicht ankommt, mit 


(5) 92 fa, 520), 
Es ist eine primitive quadratische Form, deren Diskriminante 
(6) Be. 0 Be — AG 


gleich der Grundzahl des Körpers & ist ($ 87). Um die Basis 
4, &% nach Bd. II, 8 163 zu bilden, suche man zunächst die kleinste 
durch a teilbare natürliche Zahl a,, und hierauf die kleinste 
natürliche Zahl a,>, für die sich eine rationale, der Bedingung 


(7) ot 059 =0 (mod a) 
genügende Zahl a,, bestimmen läßt. Da die Kongruenz (7) für 
dgg = Ay, befriedigt werden kann, nämlich durch a, = 0, so 
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folgt, daß a,, durch a, teilbar ist, und wir setzen A, = Ass. 
Dann haben wir die Basis von a: 
(8) % — (And, 
% — Mn + Ah. 
Es ist dann nach Bd. II, $ 164, (12): 
er N (a) = Q3a Ad, 
und wenn wir für (1, 6) die Basis $ 90, (9) nehmen, so ist 
+6 = 0 oder = —1, 
1 er 
in 00 — — 4 oder — \ 1 = 
Je nachdem 1 = 0, oder = 1 (mod 4) ist, und 
(0 — 0) — 4. 
Es wird dann in diesen beiden Fällen, wenn man (8) in (3) 
substituiert und (9) berücksichtigt: 





und folglich in beiden Fällen: En 
4A 
(11) 01,7—,499;0,.. Do ——. Agg March 
und die Form 
IN) 
hat hier einen positiven ersten Koeffizienten. 
Setzen wir | > 
ra NZ 
112) PER ER 2a, 
so ist & Wurzel der quadratischen Gleichung: 
(13) aa —- bo +c—0 
und 
(14) A — Ad94(t — oY) 


ist ein dem Ideal a entsprechendes Funktional und zugleich eine 
Basisform von a. a ist die kleinste positive ganze Zahl, für die 
«@ eine ganze Zahl wird. 

Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, dab zwei 
ganze Zahlen «&,, «, des Körpers 52 die Basis eines Ideals bilden, 
besteht darin, daß zunächst «,, & eine Basis des Körpers 2 ist, 
und daß, wenn @,, ©, eine Minimalbasis dieses Körpers ist, 

0, Od, 0 W, 0; 
durch die Linearform 
| A—= Mb + %ls 
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mit ganzzahligen i,, t, darstellbar sind (Bd. II, $ 163, 164). Denn 
dann ist, wenn & durch A darstellbar ist, auch jedes Produkt »« 
durch A darstellbar. Für unseren Fall reduziert sich diese Be- 
dingung darauf, daß &,6, &,() durch A darstellbar sein müssen. Ist 
aber (a, db, ec) irgend eine quadratische Form der Diskriminanten 4 
mit positivem ersten Koeffizienten a, so können wir für 0 auch 
1 (b 4 YA) nehmen und da 


Kenie ENDE — dc —+b ee te 


ist, so ist (11) immer die Basis eines Ideals in 2. Dabei kann 
die positive Zahl a,, willkürlich angenommen werden. Setzen wir 
Asa eh 1A BOSIEL 

(15) Aa 

Basisform eines durch (a, b, c) völlig bestimmten Ideals a, dessen 
Norm gleich a ist, und eine Basis dieses Ideals ist 


(16) (a, ao). 


$ 92. Primideale im quadratischen Körper. 


Eine Primzahl p ist im quadratischen Körper 2 entweder 
selbst noch unzerlegbar und ist dann ein Primideal zweiten 
(Grades oder es zerfällt p in zwei Primideale ersten Grades p, p‘. 
Wir haben hiernach zwei Fälle zu unterscheiden: 

a) p=p in & unzerlegbar: N(f) = p3, 

)  n=pr WW =» 

und im letzten Falle können die beiden Primideale p, p’ entweder 
voneinander verschieden oder auch gleich sein, so daß wir noch 
einen dritten Fall unterscheiden können: 

c) p=» NW)=». 

Es handelt sich nun darum, die Bedingungen zu ermitteln. 
unter denen der eine“oder.der andere dieser Fälle eintritt. 

Wenn N(p) = p ist, so\ist p die Anzahl der inkongruenten 
Zahlen (mod p) in 2 und folglich ist in diesem Fall jede Zahl 
ın 2 einer der rationalen Zahlen r: 

(1) On | 
kongruent. 

Ist dagegen N(p) — p?, so gibt es auch Zahlen, die nach » 
nicht mit einer rationalen Zahl kongruent sind. 
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Wenn aber (1, 6) eine Basis von 2 ist und, um beide Fälle 
von $ 90, (9) zu umfassen, 


(2) te 


angenommen wird, so ist im Falle a) 
6 nicht kongruent mit einer Zahl r, 
im Falle b) oder c) 
‘=r (mod p), 
wenn man also —x —= 2r +4 4 setzt, so folgt: 

1. Die notwendige und hinreichende Bedingung für 
das Eintreten eines der Fälle b), c) ist die, daß es 
eine rationale ganze Zahl gibt, die mit 7 zugleich 
serade oder ungerade ist, für die 


(3) aa = 0 (mod p). 


Ist p’ das mit p konjugierte Ideal, so ist 
(4) zei el = (0 (mod p’), 
und daraus folgt 
(5) x = 49 (mod 4p). 
Ist umgekehrt die Kongruenz (5) durch x — r befriedigt, so ist 
a al) (mod p), 


und folglich genügt entweder & = r oder <= — r der Be- 
dingung (3). 

Die beiden Ideale p, p’ werden dann miteinander identisch 
sein, wenn die beiden Zahlen (3) und (4) und folglich auch ihre 
Summe YZ4 durch p und mithin 7 durch p teilbar ist. Dann ist 
x=0 oder 2=p (mod 2p) die einzige Wurzel von (5). 

Wir haben also das Resultat: 

2. Der Primfaktor p der natürlichen Primzahl p ist 
vom zweiten Grad, wenn die Kongruenz (5) keine 
Lösung hat, vom ersten Grad, wenn (5) eine Lösung 
hat, und p ist das Quadrat von p, wenn (5) nur 
eine Lösung hat, wenn also p in I aufgeht. 

Das letztere ist in Übereinstimmung mit dem allgemeinen 

Satze Bd. Il, S 174: 
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Mit Benutzung des Symbols (7, p), das wir ın 8 85 ein- 
geführt haben, können wir diesen Sätzen auch die Form geben: 


3. Ist (£,p) = —1, so ist p unzerlegbar in 2. 
„ (AP) = -+1,so zerfällt p in zwei verschie- 
dene konjugierte Primideale. 
„ (Ap)=0, soistp das Quadrat eines Prim- 
ideals. 


$ 93. Darstellung von Zahlen als Idealnormen. 


Eine Primzahl p ist nur dann die Norm eines Ideals, wenn 
(4,p) = +1 oder = 0 ist, nicht aber, wenn (4, p) = —1 ist. 
Im letzten Falle ist erst p2 eine Norm, nämlich die von p. Im 
allgemeinen kann eine positive ganze rationale Zahl m auf mehr- 
fache Art als Norm dargestellt werden. Wir wollen die Anzahl 
dieser Darstellungen für den Augenblick mit Y(m) bezeichnen 
und näher bestimmen. 

Wir nehmen zunächst m als Primzahlpotenz p* an. Ist dann 
(1,p) = +1 und p = pp’, so kann man p* in folgender Weise 
darstellen: 


Ge N DR EN DEN EN Den nn 


und es ist daher 


(2) Ant: et. 

Ist aber (4,p) = — 1, so ist, wenn k gerade ist, p — N (p”®), 
wenn %k ungerade ist, p nicht als Norm darstellbar. Es ist also 
(3) (4,9). —= — 12 "(pP — 0 /0der — 1, 


je nachdem %k ungerade oder gerade ist. 

Ist endlich (7, p) — 0, also p in 7 enthalten, so ist p —= p2 
und’ 9* — "N (p*); also: 
(4) am=: WM) 1. 

Man kann diese drei Fälle in eine Formel zusammenfassen: 
Die Zahl p* hat nämlich die folgenden k + 1 Teiler: 
(5) u up ee 2 

Und daher geben die Formeln (2), (3), (4), wenn m — p* ist, 
und n die Teiler von m durchläuft, 


(6) y(n) = Z(4,n). 
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Dieser Ausdruck gilt aber allgemein. Denn sind m, und m, 

relativ prim und ist 
De ne N (nis), 
so ıst 
Man, Ma —uN (mim,), 

Man kann also aus einer Darstellung von m,, m, als Normen 
eine Darstellung von m als Norm ableiten. 

Ist umgekehrt 


MM —= N (m) = mm, 
wo m, m’ konjugierte Ideale sind, so muß, wenn m, und m durch 
ein Primideal p teilbar sind, m, auch durch pp’ teilbar sein, also 


ist auch m, = N(m,) und ebenso m; — N (m,). 
Demnach gilt, wenn m, und m, relativ prim sind: 
(7) Ulm.) Y(m;) = db (m, my). 


Andererseits ist, wenn n, und n, die Teiler von m, und m, 
durchlaufen, 
2(I,n) 2(4,n) = Z(L, N), 
und damit ist die Formel (6) allgemein nachgewiesen. Wir 
sprechen dies als Satz aus: 


4. Eine natürlicheZahl m kann in dem quadratischen 
Körper 2& mit der Grundzahl / auf 
(4A, n) 
verschiedene Arten als Norm eines Ideals dar- 


sestellt werden, wenn n die sämtlichen Teiler 
von m durchläuft. 


$ 94. Das quadratische Reziprozitätsgesetz. 


Aus der Zerlegung der Primzahlen im quadratischen Körper 
leitet Dedekind einen neuen Beweis des Reziprozitätsgesetzes 
der quadratischen Reste her!!). 

Nach Bd. I, 8 167, 3. ist die notwendige und hinreichende 
Bedingung dafür, daß das in der Primzahl p aufgehende Prim- 
ideal p (in irgend einem Körper 2) vom ersten Grade sei, die, 
daß für jede ganze Zahl © des Körpers 


(1) oa? = © (mod p), 


!) Dirichlet-Dedekind, Zahlentheorie, 4. Aufl. (S. 636, Anm.). 
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und dies reduziert sich in unserem Falle des quadratischen 
Körpers darauf, dab 
(2) ( 
sein mub. 

Nehmen wr = —4,s st =i = Ve und die Kon- 
gruenz (2) wird 


r3 


= ( (mod p) 


‚wi =]1 (mod p). 

Da nun (1 +?) (1 — 0) = 2, also weder 2 noch (1 + oe) für 
ein ungerades p durch p teilbar sein kann, so muß 1 — |, 
also p — 1 durch 4 teilbar sein. 

Demnach folgt aus $ 92, 2.: 

1) Die Kongruenz 

x2 = —4 (mod 4p), 


oder, was dasselbe ist, 


xt = —1 (mod p) | 
hat dann und nur dann Lösungen, wenn p= 1 (mod 4) ist. 
Nehmen wir zweitens J = 8, so ist 0 = Y2, oder, wenn 
r = Yi eine Ste Einheitswurzel ist, | 
ge ra 


und die Bedingung (2) läßt sich nach dem binomischen Satze 
so darstellen: 


+ =r-+ 7! (mod p). 
Dies fordert: 
(Pr —r) (Pr — m)? =0 (mod p), 


also: 
vr = r oder rr = r-! (mod p»), 
p&1 
me l, »2—1=0 (mod p), 


und daraus folgt wie eben für ein ungerades p: 
p=t1 (mod 8). 


2) Die Kongruenz 





x =2 (mod p) 


ıst also dann und nur dann lösbar, wenn p=1 oder 
p = —1(mod")Ast 
Endlich setzen wir, wenn q eine ungerade Primzahl ist, 
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und bestimmen das Vorzeichen so, daß +q = 1 (mod 4) wird. 
Es ist in diesem Falle 


Ve 
 Slne 


und diesen Ausdruck können wir durch gte Einheitswurzeln dar- 
stellen. Es bedeute r eine imaginäre gte Einheitswurzel und es 
durchlaufe a die quadratischen Reste, db die Nichtreste von q. 
Wir setzen, wie in Bd. I, $ 179 


(4) NE a. 
und haben nach den dortigen Formeln (3), die ohne Benutzung 
des Reziprozitätsgesetzes abgeleitet sind: 
(5) MA, Bu: 

Das Vorzeichen von Y+a hängt von der Wahl von r ab, 


kommt aber hier nicht in Betracht. Nun ist nach dem poly- 
nomischen Lehrsatz: 


ARE SMERIESRRL— FR d 
also 
A=A be=DL, wenn (2) — |, 
und 


AP’=b, br= A, wenn (2) — —], 


Da A nicht kongruent 5 ist, wenn p von q verschieden ist, 
so folgt hieraus und aus 2. des vorigen Paragraphen: 

3) Die Kongruenz 

x =+g (mod p) 

hat dann und nur dann Lösungen, wenn p»p quadratischer 
Rest von g ist. 

Und dies ist das Reziprozitätsgesetz mit seinen Ergänzungs- 
sätzen. 


$95. Äquivalente Formen und Ideale im quadratischen Körper. 
Wenn die beiden Ideale |S 91, (16)] 

(1) Be (4.0.0),,.:0: = (0ER) 

äquivalent sind, so gibt es eine (ganze oder nicht ganze) Zahl 7 


ın 2, für die na’ = a ist, und diese Zahl n ist durch die Ideale 
a, a’ selbst bis auf- einen Faktor, der eine numerische Einheit 
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ist, bestimmt. Es muß also vier ganze rationale Zahlen 
a, ß, y, ö geben, die der Bedingung 
(2) ie 1.0): 

nao' = a(—ß + 0m) 
genügen. Bezeichnen wir für den Augenblick mit 7,, @,, ®ı die 
zu n, @, @' konjugierten Zahlen, so ist hiernach 

ae Era 


ne ri. 0 
a’? Pe j 
1er IR 9 ı—ß,6 


b) 
Bel; 0] 








also: 
ar (le — wi) — ar(ad — By) (@— oı), 
und da nach S$ 91, (12): 


(0 ee 
ist, so folgt hieraus, wenn 
e — 00 — ßy 
gesetzt wird, 
(3) ae — ann; 


wenn also, wie wir schon angenommen haben, «a und a’ positiv 
sind und (nach dem verschärften Äquivalenzbegriff) nn, positiv 
ist, so ist auch & positiv. | 

Vertauschen wir aber a mit a’, so geht n in 1:n über und 
ge mag in e’ übergehen. Demnach folgt auch 





el u 
(4) DE a 
und folglich ee’ — 1. Da aber e und €’ positive ganze rationale 
Zahlen sind, so folgt hieraus e = 8’ —= 1. Also nach (2) 
(6) En ER re ai, 
2“ —Yy0o yo’ +6 
ed — py—l. 


Nun sind » und ®’' die Wurzeln der beiden Formen 
(a,b, ec), (a,b, c) [8 91, (13)), 
und durch (5) ist die Äquivalenz dieser Formen ausgedrückt. 
Wir haben daher, übereinstimmend mit der allgemeinen Theorie 
($ 88) den Satz: 

5. Die zu äquivalenten Idealen gehörigen quadra- 

tischen Formen sind äquivalent. 

Man erkennt hieraus die Bedeutung des verschärften Äqui- 
valenzbegriffes: Wollte man nämlich auch negative Werte von 
N (n) zulassen, so könnten auch &—= — 1 und die entsprechenden 
Formen uneigentlich äquivalent sein. 
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Es seien nun umgekehrt $ — (a, b, c), p' — (a, b’, ce’) zwei 
äquivalente Formen mit positiven ersten Koeffizienten 
a, a’, und 
(6) ne oA ee Ei 


= [68] 
Ar?! Mt 


Dann gibt es eine lineare Substitution (e 5) mit der Determi- 
nante — 1, durch die (a, b, c) in (a, b', c') übergeht. 
Es ist dann 
a aa boy — cy, 


0) "= 2auß+b(ad + By) + ey2, 
ec = aß? —+bPß59 — cd}, 
=. Eau 00a — Pß 
8) yo 4-6’ 79-40 


und eine kleine Rechnung zeigt, daß © und @’ entsprechende 
Wurzeln, d. h. Wurzeln mit dem gleichen Vorzeichen von Y 4 sind. 
Demnach erhalten wir für die zu g und @’ gehörigen Ideale 

a, a’ zwei Basisformen: 

A = ala — oy), 

 — a (a — o'y'), 
und nach (8) ist 

 — le -PWHYL—eN)®] 


vo'—-06 
Setzt man also 
—=da—Py, Ya—yıray, 
so folst 
am gustchn kane Bin A 
a(yo'—6) 


da a:a' (yo’ +06) eine Zahl in & ist, -so folgt, daß a und a’ 
äquivalent sind. 
Wir haben also wieder in Übereinstimmung mit dem all- 
gemeinen Satz $ 88, 4. und zugleich in näherer Bestimmung: 
6..Sind (a,b, c) (a, d', ce) zwei äquivalente Formen 
mit positiven ersten Koeffizienten, und sind o, o’ 
entsprechende Wurzeln dieser Formen, so sind 
die Ideale (a, ao) und (a, ao’) äquivalent. 
Bei negativer Diskriminante haben die ersten Koeffizienten 
äquivalenter Formen immer dasselbe Vorzeichen, und man berück- 
sichtigt nur die Formen, in denen dieses Vorzeichen positiv ist. 
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Bei positiver Diskriminante gibt es in jeder Formklasse Formen 
mit positiven ersten Koeffizienten, und daher entsprechen sich 
Formenklassen und Idealklassen in eindeutiger Weise. 

Eine Basis des Hauptideals n ist (n, 70) und 





ı = vi Dr ER A=0 
en en ee 
2 4 
Sind x, y ganze rationale Zahlen und 
n=2-+9y6, 


so ist diese Basis in den beiden Fällen: 


CR (? + y9, u — x) 
I—1 


= (+90, yIT+@- m) 


und die Substitutionsdeterminante A [S 87, (1)] ist 


— Zyp, —ay+ - Ze — N(n). 


Die Basis (&,, &) ist also positiv, wenn die Norm von n positiv 
ist (sonst müßte «, mit «, vertauscht werden). Aus der Basisform 


i=ubh+%b = nl + Nt,) 


NA)=NMT, 
und danach wird 7 die Hauptform 


| A +1—4 
(9) (1,05) (1-1 IE) 
Wäre N(n) negativ, so würde man für 7’ die Formen 


at 0 —) (1, 31 — 


erhalten haben, und\diese sind mit (9) nur dann äquivalent, wenn 
die Pellsche Gleichung f? — Au? — —4 lösbar ist. 








erhält man 
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Ordnungen im quadratischen Körper'). 


$ 96. Diskriminanten der Ordnungen. 


1. Definition. Ist @ eine natürliche Zahl, so heißt 
die Gesamtheit der ganzen Zahlen des quadrati- 
schen Körpers 2, die nach dem Modul ® mit 
einer rationalen Zahl kongruent sind, eine Ord- 
nung, und @ heißt der Führer dieser Ordnung. 

Die Ordnung mit dem Führer @ wird mit [Q] bezeichnet. 

Es ergibt sich aus dieser Definition: 


1. Alle rationalen ganzen Zahlen gehören jeder Ord- 
nung an; 

2. Summe, Differenz und Produkt zweier Zahlen der 
Ordnung gehören derselben Ordnung an; 


d. h. man kann innerhalb der Ordnung Addition, Subtraktion 
und Multiplikation unbedingt ausführen, nicht aber allgemein 
die Division. 

Die Gesamtheit aller ganzen Zahlen des Körpers & bilde 
gleichfalls eine Ordnung (vom Führer 1), die Hauptordnung, 
die also mit [1] zu bezeichnen wäre. 





) Dedekind hat den Ausdruck Ordnung in der allgemeinen Theorie 
der algebraischen Zahlen eingeführt, weil sie in dem besonderen Fall des 
quadratischen Körpers den Gaussschen Ordnungen der quadratischen Formen 
entsprechen. Hilbert gebraucht dafür den Ausdruck „Ring“ oder „Zahl- 
ring“. Vgl. Dirichlet-Dedekind, Vorlesungen über Zahlentheorie ($ 172 
der dritten, $ 170 der vierten Auflage). Dedekind: Über die Anzahl der 
Idealklassen in den verschiedenen Ordnungen eines endlichen Körpers, Fest- 
schrift zur Säkularfeier von Gauss’ Geburtstag, Braunschweig 1877. 
Hilbert: Die Theorie der algebraischen Zahlen, Bericht der Deutschen 
Mathematischen Vereinigung von 1894/95, Kap. IX. 
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Wir setzen, wenn I die Grundzahl des Körpers 2 ist, je 
nachdem 7 gerade oder ungerade ist: 


6, —1ya, oder 
(1) er At 
Un u er Ü 


Dann ist nach S 90 jede ganze Zahl des Körpers 2& in der 
Form 
(2) o— x + yÜ, 
darstellbar, worin x und y ganze Zahlen sınd, und diese Zahl ist 
dann und nur dann nach dem Modul @ mit einer rationalen 
Zahl a kongruent, wenn y durch ® teilbar ist, weil dann 


x — a—+y% 
| Q 
eine ganze Zahl sein muß. Demnach sind alle Zahlen der Ord- 
nung |@] in der Form enthalten: 
o—=x2+y%6 

oder in den beiden in (1) unterschiedenen Fällen, wenn 
(3) ‚D=@4 
gesetzt wird: 
yD 
5, ? 


(de E y-—y A ungerade, D gerade, 


x —y 4A gerade, 





Er el /D 
de hiyar ga Mh 


ED 


D ungerade. 
Setzen wir also 


0 > YyD N) (mod 4) 
= — D=1 (mod 4) 


und ersetzen in den beiden letzten Formeln (4) die willkürlich 
ganzen Zahlen 





Q dt 
2 


ı — —Y; u 


durch x, so erhalten wir das Resultat: 
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2. Satz. Jede Zahl der Ordnung [Q] und nur diese 
sind in der Form enthalten 
(6) a —=x—+y6, 
worin ©, y beliebige ganze rationale Zahlen sind. 

Wir nennen das System 
(7) (1,0) 
eine Basis der Ordnung [9]. 

Durch Einsetzen von (5) kann man die Zahlen (6) auch in 
der Form darstellen: 


(8) De may YD 


wobei die x, y ganze Zahlen sind, die der Bedingung genügen 
(9) x? — y%D=0 (mod 4). 

Die Zahl D ist eine Diskriminante, deren Stamm 4 ist. 
Wir nennen sie die Diskriminante der Ordnung [Q]. 


$ 97. Ordnungen und Ideale. 


Es sei m ein Ideal des quadratischen Körpers 2. Wenn alle 
durch a teilbaren ganzen Zahlen durch eine rationale Zahl m 
teilbar sind, so ist das Ideal a = mm durch m teilbar; es ist 

NEN (m), 
und die rationale Zahl mN(im), die kleiner ist als N(a), ist 
durch a teilbar. 

Ist m die größte natürliche Zahl, durch die a teilbar ist, so 
wollen wir m den Teiler von a nennen. Ist der Teiler — 1, so 
heißt das Ideal primär, sonst abgeleitet. Man erhält alle aus 
einem primären Ideal m abgeleiteten Ideale, indem man m mit 
beliebigen natürlichen Zahlen multipliziert, und alle aus einem 
primären Ideal abgeleiteten Ideale sind untereinander äquivalent. 

3. Satz. Ist a ein primäres Ideal, so ist die Norm 
von a zugleich die kleinste durch a teilbare natürliche 
Zahl. 

Bezeichnen wir nämlich die kleinste durch a teilbare natür- 
liche Zahl mit «a, so ist die Norm von a jedenfalls durch « teilbar. 
Wir setzen | 

N(a) —= ma, 
und wenn a’ das zu a konjugierte Ideal ist, so ergibt sich, da 
nach Bd. II, 8 164 die Norm eines Ideals gleich dem Produkt 
der konjugierten Ideale ist, 
(1) N (a) = Hm 


Weber, Algebra. III. 93 
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Da a durch a teilbar sein soll, so setzen wir 


Va 
und erhalten aus (1): 
(2) dam ın. 
Also geht m im Teiler des Ideals a auf, und damit ist der Satz 3. 
bewiesen, da, wenn a primär ist, sein Teiler — 1 sein muß. 


4. Satz. Ist mn ein primäres Ideal des Körpers 2, so 
ist jede ganze Zahl in & nach dem Modul ıı mit einer 
rationalen Zahl kongruent. 

Nach Bd. II, $ 165 ist nämlich allgemein N(m) die Anzahl 
der nach m inkongruenten Zahlen in 2. Ist nun N(m) = a 
zugleich die kleinste durch nı teilbare natürliche Zahl, so sind 
die a Zahlen 

VokoRae 
alle inkongruent, und darunter sind alle Zahlklassen modulo m 
vertreten. 

Es sei jetzt [Q@] eine Ordnung mit dem Führer @ und der 
Diskriminante D und (1,6) die Basis dieser Ordnung. Ferner 
sei m ein primäres zu @ teilerfremdes Ideal. Nach dem Satz 4. 
gibt es dann eine ganze rationale Zahl t, die der Bedingung 

0+-t=0 (mod m) 
genügt. Wir setzen 
wenn D = 0 


(mod 4) 
et „D=l 


(3) 





ist, und erhalten nach $ 96, (5): 
(4) _——rt= 2a = (0 (mod m), 


worin b eine ganze\rationale Zahl ist, die nach (3) der Bedingung 
b=D (mod 2) 

genügt. Außerdem sei 
(5) N) = 
also a die kleinste durch m teilbare natürliche Zahl. _ 

Durch die Kongruenz (4) ist die Zahl 5 nur nach dem 
Modul 2a bestimmt. Denn sind 5, b’ zwei Zahlen, die der 
Bedingung (4) genügen, so ist 4(b’ — b) durch a teilbar. 


Da ferner in 
De En par E47) 
N ( 2 Zr 4 
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eine durch ın teilbare ganze rationale Zahl ist, so muß sie durch a 


teilbar sein; setzen wir sie — ac, so ist c eine ganze rationale 
Zahl und 

(6) D=b: — 4ac, 

(7) b? = D (mod 4a), 


und wenn die Kongruenz (7) erfüllt ist, so genügt auch jede mit b 
nach dem Modul 2a kongruente Zahl b’ derselben Kongruenz. 

Wir schließen hieraus: 

5. Satz. Jedes primäre zu @ teilerfremde Ideal m, 
dessen Norm = aist, liefert uns durch (4) eine und nur 
eine Wurzel 5 der Kongruenz (7), wenn als Wurzeln 
nicht einzelne Zahlen, sondern Zahlklassen nach dem 
Modul 2a betrachtet werden. 

Die beiden Zahlen 


Ö Gar Per 


können, wenn «a relativ prim zu @ ist, nicht beide durch eine 
und dieselbe rationale Primzahl teilbar sein; denn sonst müßte 


DEE DE Ude N, 
er 


durch p teilbar sein; also wäre D durch p? teilbar und p müßte 
ein Teiler von @ sein, gegen die Voraussetzung. 

‘Für ein ungerades p ist dies evident, für p —= 2 aber würde 
folgen: 
b=0 (mod 2, 2 —-D=0 (mod 16), 

und mithin 

D=0,4 (mod 16). 
Es wäre also D/4 noch Diskriminante und 2 müßte in @ auf- 
gehen. Damit ist bewiesen: 

6. Satz. Ist a eine zu Q teilerfremde natürliche Zahl 
und db eine Wurzel von (7), so erhält man ein bestimmtes 
primäres Ideal m als größten gemeinschaftlichen Teiler 
der beiden Zahlen (8). 

Jetzt beweisen wir: 

7. Satz. Jede durch das primäre Ideal m teilbare, zu 
Q teilerfremde Zahl u der Ordnung [®] ist in der Form 


0) ee, 


einmal und nur einmal darstellbar, wenn &, y ganze 
rationale Zahlen sind. Werden &, y als Variable be- 
93% 
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trachtet, so heißt u eine Basisform des Ideals m in der 
Ordnung [®)]. 

Zum Beweis bemerken wir, daß jede Zahl il Ordnung [9] 
wegen (4) in der Form enthalten ist 


(10) N D., 
wenn y und 2 ganze rationale Zahlen sind. Ist nun m primär, so ist 
(11) NONE IC 


die kleinste durch m teilbare natürliche Zahl, und wenn also ® 
durch nı teilbar sein soll, so muß 2 durch a teilbar sein. Wenn 
wir also 2 = ax setzen, so erhalten wir die Form (9). Um- 
gekehrt ist evident, daß jede Zahl dieser Form durch m teilbar ist. 

Daß die Darstellung einer Zahl u nur auf eine Art in dieser 
Form möglich ist, folgt daraus, daß \D irrational ist. 

Die Form u heißt daher eine Basisform des Ideals mn in 
der Ordnung ©. Man erhält daraus eine Basisform desselben 
Ideals im Körper 2: 


A=ax + —— i = + VA, Y, 
wenn b’ aus der Kongruenz 
Q=b (mod 2a) 

bestimmt wird, die immer lösbar ist, da © relativ prim zu a, und 
bei geradem @ auch 5 gerade ist. 

Aus (9) ergibt sich 
(12) N(w) = a(aa2 + bey -+ ey). 
| Die Zahl u, die man erhält, wenn man in (9) für x, y be- 
stimmte Zahlen setzt, können wir in Idealfaktoren zerlegen: 

u = am, 

wenn 
(13) N(a) = a@® + bay — ey? 
ist, und es gilt der Satz: 

8. Satz. Ist u relativ prim zu Q, und haben x, y keine 
gemeinschaftlichen Teiler, so ist das Ideal a primär. 

Wir beweisen ihn so: Es sei p eine in a aufgehende rationale 
Primzahl; dann ist u durch p teilbar und daraus folgt zunächst, 
daß y durch p teilbar sein muß; denn eine Zahl ® von der 
Form (10) kann nur dann durch eine in @ nicht aufgehende 
Primzahl p teilbar sein, wenn sowohl y als z= ax durch p 
teilbar sind. Demnach kann, da nach Voraussetzung © und y 
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relativ prim sind, & nicht durch p teilbar sein, und es muß a 
durch p teilbar sein. 

Setzen wir a —= p"a,, wo a, nicht mehr durch p teilbar ist, 
und bezeichnen mit p ein in » aufgehendes Primideal, so muß 
wegen (11) p in m oder in m’ aufgehen, und da m primär voraus- 
gesetzt war, kann p nicht —= p sein. Es ist daher Np) =p = pP, 
und wenn m durch p teilbar ist, kann es nicht zugleich durch p’ 
teilbar sein. Folglich ist m durch p* teilbar. Es ist also nach 


Bun 
2 





der Definition von m (Satz 6) auch 


b-+ YD 
ae 


durch p* teilbar, 


folglic y mindestens durch p*+t1, und ax und folglich u 


genau durch p*, während andererseits am — u gleichfalls minde- 
stens durch p*+1 teilbar ist, worin ein Widerspruch liegt. Ähn- 
liches gilt auch, wenn p —= pP? ist, also in 7 (aber nicht in ©) 
aufgeht. Folglich kann in a keine rationale Primzahl enthalten 
sein und a ist primär. 

Nach dem, was bisher bewiesen ist, können wir noch folgenden 
Satz formulieren: 

9=Satz, Dınd 


TEL iD) ma, 


— a4 + YO. 
zwei zu @ teilerfremde ee haben weder & und y 
noch & und y’ einen gemeinschaftlichen Teiler, ist 
DO EEE 
und für eine und dieselbe Zahl 5 
Aura —= 0 (mod a) 


—= 0 (mod a’), 
so sind die beiden Ideale a und a’ identisch, und die 
Zahlen u, w unterscheiden sich nur durch einen Ein- 
heitsfaktor. 
Denn a sowohl als a’ sind nach 8. primär und sind nach 6. 
definiert als größter gemeinschaftlicher Teiler von 


A und ai 


’ 


A 
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Äquivalenz nach Zahleruppen. 


$ 98. Zahlgruppen in den Ordnungen. 


Um die Beziehungen der quadratischen Irrationalzahlen zu 
den Ordnungen der quadratischen Formen genauer zu erforschen, 
leiten wir aus den Zahlen des Körpers & Zahlgruppen nach 
folgenden Gesichtspunkten ab. 

1. Wir nehmen eine beliebige natürliche Zahl ® und schließen 
von den ganzen Zahlen in & zunächst alle die aus, die nicht 
teilerfremd zu sind. Von den übrigen nehmen wir auch noch 
beliebige Quotienten. 

Die so erhaltenen ganzen und gebrochenen Zahlen n nennen 
wir fremd gegen W. Ihre Gesamtheit sei mit 0 bezeichnet. Sie 
bilden insofern eine Gruppe, als Multiplikation und Division 
zweier dieser Zahlen immer Zahlen desselben Systems liefern. 

2. Wir verfahren nun ebenso mit den Zahlen der Ordnung [9], 
d. h. wir schließen alle Zahlen dieser Ordnung, die mit @ nicht 
relativ prim sind, aus und bilden auch noch die Quotienten 
beliebiger zweier der übrig gebliebenen Zahlen. Wir bezeichnen 
diese Zahlen in\n’ und ihre Gesamtheit mit O0’, und nennen sie 
ganze und gebrochene Zahlen der Ordnung [Y]. Die Zahlen O’ 
sind alle in O enthalten und bilden gleichfalls der Multiplikation 
und Division gegenüber eine Gruppe. Wir nennen sie die 
Gruppe der Ordnung |[®]| oder kurz eine Ordnungsgruppe. 

Jede Zahl n in O kann durch Multiplikation mit einer ganzen 
rationalen zu & teilerfremden Zahl n in eine ganze Zahl o 
verwandelt werden. 

Wenn n’ eine Zahl in O0’ ıst, so kann man den Nenner 
rational machen und findet, daß nn’ eine ganze Zahl der Ord- 
nung |] und folglich mit einer rationalen Zahl nach dem Modul © 
kongruent ist. 
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Da n teilerfremd zu © ist, so kann man diese Zahl — nr 
setzen, worin r eine zu @ teilerfremde rationale Zahl ist. Dem- 
nach hat jede Zahl n’ die Eigenschaft 
(1) "=r (mod 0), 
worin r eine ganze rationale Zahl und die Kongruenz in dem 
Sinne nn’ = nr zu verstehen ist. 

Die Kongruenzen (1) lassen sich multiplizieren und dividieren, 
wenn man unter r-! die der Bedingung vr. = 1 (mod ®) 
genügende ganze Zahl versteht. 

Umgekehrt gehört eine ganze oder gebrochene Zahl n’, die 
einer Bedingung (1) genügt, der Gruppe OÖ’ an. Denn ist 
nn" —o= nr eine Zahl in [®], so ist " = @:n ein Quotient 
zweier solcher Zahlen. 

3. In 0’ ist nun wieder eine Gruppe O0, enthalten, die aus 
allen Zahlen n, besteht, die der Bedingung 
(2) „»=1 (mod 9) 
genügen, und die Zahlen von 0, ergeben durch Multiplikation 
und Division gleichfalls wieder Zahlen von O,. 

Wir haben also dreierlei Zahlgruppen, deren jede in der 
vorangehenden enthalten ist: 

1. O enthält alle gegen ® fremden Zahlen in 2. 

2. OÖ’ enthält die gegen W fremden ganzen und ge- 

brochenen Zahlen der Ordnung [9]. 
3. O0, enthält die Zahlklassen in O0’, die nach dem 
Modul Q mit der Einheit kongruent sind. 

Die Gruppen 0, O', O0, sind unendliche Abelsche Gruppen. 
Nimmt man aber ein volles Restsystem rationaler, zu @ teiler- 
fremder Zahlen 7,, r3, ..., ru, so kann jede Zahl in O’ als Produkt 
eines dieser r; mit einer Zahl in 0, dargestellt werden, und man 
kann daher nach der in Bd. II, $ 2 gebrauchten Ausdrucksweise 
setzen: 


(3) N On ER ee LT 
und u ist der Index des Teilers OÖ, von ©: 

(4) Hr Te (0, O5); 
also.eine endliche Zahl, nämlich: 

2 1 

(6) u = #(0) = 01), 


worin g(@) das in der Zahlentheorie gebräuchliche Zeichen für 
die Anzahl der Zahlklassen nach dem Modul © mit zu @ teiler- 
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fremden Zahlen bedeutet und q ın dem Produkt /I die vonein- 
ander verschieden in Q aufgehenden Primzahlen durchläuft. 
Bezeichnen wir mit 
013 093 ---» © 
ein volles Repräsentantensystem der zu @ teilerfremden Zahlen 
in &, nach dem Modul ® genommen, so ist in gleicher Weise 


(6) =, FI +80, 
und | 
(7) v=Y»(Q) = (0, 0,) 


ist der Index des Teilers O0, in bezug auf ©. 

Die Zahl vy(Q) haben wir in 8 168, (3) des ll. Bandes all- 
gemein bestimmt, auch für den Fall, daß an Stelle von Q ein 
Ideal tritt. Da nun hier N(®) = 9? ist, so haben wir: 


&) „= eng) 


wenn q die voneinander verschiedenen idealen Primteiler von @ 
durchläuft. 
Nun ist ($ 92) 
IN (a) 9, wenn Tu) 
2. N)=g, wenn (Ag=-J1, 
3. N(q) = 9%, wenn (A,g) = —|. 
Wir wollen diese dreierlei Primzahlen mit g,, 99, 9; be- 
zeichnen und bemerken, daß jede Primzahl 9, die Norm von 
zwei verschiedenen Primidealen q ist. Demnach ergibt sich aus (8) 


9) v0) = en(ı - n) n(ı 2 ) (1 en =) 


Nun ist der Index von O' in bezug auf O nach Bd. II, $ 2 (4): 


TEE ' DER NE ) 
ara (9,07, = (0°0,) (0) 


2a 1 l 
n: na ge Ri) n( I —-) n(1 I> ——); 
») x 9 q: 9; 
folglich ergibt sich: 
1 


(0,09) = en - —) (14 —), 
g: 93 
wofür dann auch gesetzt werden kann (nach 1., 2., 3.): 


(10) = (0,0) = enfı - EP) 





und 


8:99. Äquivalenz in den Ordnungen. 361 


Darin bezieht sich das Produkt // auf alle in Q aufgehenden 
Primzahlen q. 
Wir können also ein Repräsentantensystem 


: 4 0], Gy, 2. 6; 
in OÖ so auswählen, dab 


a1) DE RO Mesli-t4lo; Qi 


wird. 
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10. Definition. Wir wollen jetzt zwei Ideale a, w 
äquivalent nach der Ordnung [|] nennen, wenn 
(1) Bm nn 
ist, und n’ eine Zahl in OÖ’ bedeutet. a und a’ werden 
dabei immer zu Q teilerfremd vorausgesetzt. 

Nimmt man eine durch a teilbare Zahl u = aın ın [Q] so an, 


daß m ein primäres Ideal wird, und setzt a’ — n’u, so wird: 
u =; 
(2) u) — nd), 


und wir können die Äquivalenz von a und a’ nach [9] auch 
dadurch erklären, daß a und a’ durch Multiplikation mit 
einem und demselben Ideal m in Zahlen der Ordnung [%] 
verwandelt werden. 

Durch das Ideal m ist nach $ 97 eine Schar paralleler 
quadratischer Formen (a, b, c) bestimmt), in der a und 5b aus 


(3) IKEA NM), RE =0( (mod m) 


bestimmt wird. Und diese Formenschar ändert sich also nach 
(2) nicht, wenn a durch ein äquivalentes Ideal a’ ersetzt wird. 
Nimmt man aber in (2) an Stelle des Ideals ıı ein anderes 
Ideal nm, und setzt 
(4) im Bi —=un,d; 
so ist 
ir Km 
u m 
eine Zahl in [O’]|, also m, äquivalent mit m. 





') Unter einer Schar paralleler Formen versteht man das System 


(,b +2lac+I!b + Ta), 


wenn ! alle ganzen rationalen Zahlen durchläuft. 


362 Dreizehnter Abschnitt. $ 100. 


Setzt man also 
5) ar Nm) nu Bi - 1 + 1D —=(0 (mod m), 


so erhält man eine andere Re. Form (a,, d,, c,), von der 
wir nachweisen können, daß sie mit (a, b, c) äquivalent ist. 
Wir setzen zur Abkürzung: 
_5+4D u +YD 
A 7 En 
und bemerken, daß 


N 
RN RETTE, 
Tan in m, 2 


durch m teilbare Zahlen in [9] sind [nach (5)]. Demnach lassen 
sich nach $ 97, 7. die ganzen rationalen Zahlen «, ß, y, 6 so 
bestimmen, daß: 
(6) a 
740, = a(—ß + do), 

und man beweist ganz wie in $ 95, daß 

eo — Pr—=]1 
sein muß, daß also die beiden Formen 


(a, b, c), (a, d1, G) 
äquivalent sind. Wir haben also: 

11. Satz. Jede durch ein Ideal a repräsentierte Ideal- 
klasse nach [0] entspricht einer durch die Form (a, b, c) 
repräsentierten Formklasse A und umgekehrt. 

Um die Formklasse A zu erhalten, nehme man ein primäres 


Ideal m der zu A reziproken Klasse A" und setze a = N(m), 
iD —= 0 (mod m). Und ist umgekehrt die Form (a, b, e) 
gegeben, so ist der größte gemeinschaftliche Teiler m von 
b VD 
Neger 


ein Ideal der Klasse A". 
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Der Begriff der Äquivalenz der Ideale und die Sätze über 
Klassenzahlen lassen sich am übersichtlichsten darstellen, wenn 


$ 100. Idealklassen nach den Ordnungen. 363 


man die Ideale nach Bd. II, $ 169 durch die in Bd. II, $ 153 ff. 
besprochenen Funktionale repräsentiert, weil man dabei die 
gewöhnlichen Regeln der Multiplikation und Division benutzen 
kann!). 

Wir beschränken uns hier ein für allemal in dem 
Körper 2 auf Zahlen und Ideale, die zu einer beliebig 
anzunehmenden ganzen rationalen Zahl Q (dem Führer 
einer Ordnung) teilerfremd sind. 

Nach dieser Voraussetzung bilden die ganzen und gebrochenen 
Zahlen des Körpers & die vorher mit O bezeichnete Gruppe. 
Wir erweitern diese Gruppe durch Hinzufügung der Funktionale 
und bezeichnen die so erweiterte Gruppe mit OÖ. Jedem Element 
von O entspricht dann ein ganzes oder gebrochenes Ideal, und 
solchen Elementen, deren Quotient eine funktionale Einheit ist, 
entspricht dasselbe Ideal. 

Ist n eine Zahl in O und & irgend eine funktionale Einheit, 
so entspricht dem Produkt en ein Hauptideal. Demnach be- 
zeichnen wir 

mit E die Gruppe der funktionalen Einheiten, 
a Zr 5 „ humerischen Einheiten, 
und durch 
EO die Hauptklasse der Funktionale. 

Nehmen wir ein Repräsentantensystem 
() Pur Par con Pi 
nicht äquivalenter ganzer Funktionale in 2, so wird jedes ganze 
oder gebrochene Funktional ® in der Weise darstellbar sein: 

i Di Pi @, 
wo © ein Funktional aus EO ist, und die Idealklassen in & sind 


die Nebengruppen von EO in OÖ. Demnach ist die Klassen- 
‚zahl h der Index des Teilers KO von O: | 
(2) h = (0, EO). 
Hierbei hat man sich bei der schärferen Klasseneinteilung 
bei O auf die Zahlen mit positiver Norm zu beschränken. 
Betrachten wir nun die Klasseneinteilung der Ideale nach 
der Ordnung [Q], so haben wir als Hauptklasse die Funktional- 


gruppe EO' zu betrachten und die Klassenzahl ist 
W — (0, E0) 





!) Vol, auch des Verfassers Abhandlung „Über Zahlengruppen in alge- 
braischen Körpern“, erste Mitteilung, Mathematische Annalen 48, 438. 
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Um hieraus die Beziehung zwischen A und 4 herzuleiten, 
machen wir von den allgemeinen Gruppensätzen Bd. U, $ 2 
Gebrauch, die wir folgendermaßen formulieren und ergänzen: 

12. Satz. Ist A eine Gruppe und B ein Teiler von A 
von endlichem Index (A, BD), ferner Ü ein Teiler von B 
von endlichem Index (D, CO), so ist Bd. II, 8 2, (4): 

(4) (A, 0) = (A, B) (B, C). 

Ist A wieder eine Gruppe mit dem Teiler 5 vom Index u, 
so setzen wir 
(5) A=4a,b+%B-+--+aB, 
worin Aı, Ag, ..., @u ein volles Repräsentantensystem von A nach 
‚bist. 

Es sei nun C eine Gruppe von Elementen, die mit den Ele- 
menten von A zusammensetzbar sind (z. B. in unserem Falle ein- 
fach durch Multiplikation), so ergibt sich aus (5): 

(6) AC=aBC+wBUÜ-+.:-—+«awBt. 

Nun kann in den beiden Nebengruppen 4, BC, BC nur 
dann ein und dasselbe Element vorkommen, wenn a,az! in BC, 
aber nicht in 5 enthalten ist. 

Daraus formulieren wir den Satz: 

13. Satz. Ist A eine Gruppe, DB ein Teiler von A vom 
endlichen Index (A, 5b), ferner Ü eine mit A zusammen- 
setzbare Gruppe von der Art, daß Aund BC außer den 
B keine /semeinschaftlichen Elemente enthalten, so ist 
(7) | (4 C, BC) = (A, D). 

Die Voraussetzung dieses Satzes läßt sich auch so’aussprechen: 

B ist der Durchschnitt von A und BC, 


und sie ist z. B. erfüllt, wenn Ü in B enthalten, also B= BC 
ist, und auch dann, wenn Ü mit A kein Element gemein hat. 


14. Satz. Ist A eine aus den beiden Gruppen A’ und 
b zusammengesetzte Gruppe 


(8) AsASB 
und BD’ der Durchschnitt von A’ und DB, so ist 
(9) (4, B) == (A', P'), 


vorausgesetzt, daß diese Indices endlich sind. 
Denn nach (8) ist in jeder Nebengruppe aB zuBin A ein 
Element « aus A’ enthalten, und man kann also diese Neben- 
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gruppen auch durch a’.5b darstellen, wo «a in A’ enthalten ist. 
Sind dann aD, aa B verschiedene Nebengruppen zu Din A, 
so sind aD’, ab’ verschiedene Nebengruppen zu 5’ in A’ und 
umgekehrt; denn aa, “ ist dann und nur dann in B’ enthalten, 
wenn es zugleich in 5 enthalten ist, und daraus folgt die 
Formel (9). 

Diese Sätze wenden wir nun auf die Ausdrücke (2) und (3) 
für h und % an. Nach (4) ist 


(10) CORE ON KOREOY(EO;E O0); 
also 
(11) W" — h(EO, EO). 


Wir bezeichnen jetzt, wie schon oben, mit FE die Gruppe 
der numerischen Einheiten in O0. Dann ist EE— E, da die 
numerischen Einheiten unter den funktionalen enthalten sind, 
und jede Zahl, die in #0 enthalten ist, ist in E0’ enthalten. 
Folglich ist EO' der Durchschnitt von O und EO'. Wenden 
wir also (7) an, indem wir O0, EO', E an Stelle von A, B, U 
setzen, so ist B der Durchschnitt von A und BC und wir 
erhalten: 


(12) (EO0, EO) = (EO,EEON) = (0, EON,. 
Es ist ferner nach (4): 
(13) WEITEN SERIAL RUN 


und wenn wir mit E’ die Gruppe der numerischen Einheit in O', 
also den Durchschnitt von E mit 0’ bezeichnen, so dab E'O' 
= a0 
AA NE EAN 
(nach 2), denn E’ ist der Durchschnitt von £’O0’ und E. 
Also haben wir nach (13) 
DEP SEA ale ea nl) 
und nach (12) 
WTA ER 
also schließlich nach (11): 
(14) (EN (0-0 
15. Satz. Die Formel (14) gilt unverändert, wenn O' 
nicht gerade die Ordnungsgruppe, sondern irgend eine 
in OÖ enthaltene Zahlgruppe von endlichem Index (0, O') 
bedeutet, wenn wir zwei Ideale a,a’ nach 0’ äquivalent 
nennen, falls ihr Quotient a’/a —= rn’ eine Zahl in © ist. 
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Ist E’ die Gruppe der in O’ enthaltenen Einheiten, und 
hat (E, E') einen endlichen Wert, so ist die Klassen- 
zahl h’ endlich und durch die Formel (12) bestimmt. 

Ist z. B. O die Gruppe aller Zahlen in & (außer 0), ©’ die 
Gruppe der Zahlen mit positiver Norm, so ist, falls es überhaupt 
Zahlen mit negativer Norm gibt, (0, 0’) —= 2. Gibt es dann Ein- 
heiten mit negativer Norm, so ist auch (E, £') = 2. Haben aber alle 
Einheiten positive Norm, so ist (&, £’/) = 1, und wir erhalten 
im ersten Falle ) = h, im zweiten Falle 2’ = h. 

Die Äquivalenz nach O ist dann die allgemeine Äqui- 
valenz, die nach 0’ die verschärfte. 

Kehren wir zu den Ordnungen [9] zurück und verstehen 
unter O die zu @ teilerfremden Zahlen (wenn nötig nur die mit 
positiver. Norm), so haben wir (0, 0’) im vorigen Paragraphen 
bestimmt. 

Ist die Diskriminante D und ihr Stamm 7 negativ, so gibt 
es im allgemeinen sowohl in E& als in £’ nur die zwei Einheiten 
+1. In den beiden Ausnahmefällen 4 = — 3, —4 enthält E 
sechs und vier Einheiten, E£’ aber, wenn Q > 1 ist, nur zwei, 
und es ist also (E, E’) = 1 im allgemeinen, (E, E)) = 3 im 


Falle 1 = —3, (E, E') = 2 im Falle 17 = —4. Also haben 
wir in diesen Fällen nach $ 98, (10): 
(15) a on (1 en _— h, 
worin: | 
Alzend für 1 —= —4 
(16) Ar a ed 


Are a 
Dies ist die Beziehung, die zuerst von Gauss abgeleitet und 
später von Dirichlet auf anderem Wege bestätigt ist. 
Ist . BI = 1 (mod 4), @ = 2, so ist nach Gaussscher 
Bezeichnung h die Klassenzahl für die Formen. zweiter, h’ die der 
Formen erster Art. Es ist 


of _— _. ==], A=1 (mod 8), 


u A=.5 (mod 8). 

Also 
Kalzzehe A 1 
ER 5 


= (mod 8), 
und nur in dem Ausnahmefalle 7 — — 3 kommt h' — N. 
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Ist D positiv, so ist noch (#, E’) zu bestimmen. 
Es sei 
BR t—+ u YD 
2 
die fundamentale Einheit inO und A der kleinste positive Exponent, 
für den 


a) 
A re 


in O0’ enthalten ist. Dann besteht E& aus den Potenzen + ®”, 
und E’ aus den Potenzen + &*’, und es ist 
(Rn) a4, 

und die Formel (15) gibt die Klassenzahl h’. Eine weitere 
Bestimmung läßt sich im allgemeinen für A nicht geben. 

Ist wieder 17 = 1 (mod 4) und Q = 2, so ist A = 1 oder 
— 3; nämlich —= 1, wenn in (17) « gerade ist, und — 3, wenn 
u ungerade ist. Letzteres kann nur vorkommen, wenn 1=5 
(mod 8) ist, und folglich ist für f = 1 (mod 8) immer A — |, 
während für / = 1 (mod 8) A sowohl = 1 als =33 sein kann. 
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Komposition der Formen und Ideale. 


$ 101. Komposition in den Ordnungen. 


Es sei 7 die Körperdiskriminante und D —= 024 die Dis- 
kriminante der Ordnung [®). 

It T—= (a,b, c) eine primitive quadratische Form der 
Diskriminanten D mit positivem, zu @ teilerfremdem a, so können 
wir daraus eine Basisform A in OÖ eines zu @ teilerfremden 
Ideals a in folgender Weise bestimmen: 

Wir setzen 


a) ala FD, 


Bezeichnen wir das durch das Funktional A bestimmte Ideal, 
d. h. den größten gemeinschaftlichen Teiler von 


@ 


mit a, so folgt aus (2) 
(4) a 

Hierin ist a die kleinste durch a teilbare natürliche Zahl. 
Denn ist diese kleinste Zahl a,, so muß a, ein Teiler von « sein, 
also etwa a — a,a,. Hierin können qa,, a,, b keinen gemeinsamen 
Teiler haben, denn sie können erstens nicht alle drei gerade sein, 
weil sonst a = Aa, b=AUb ce =, 

D= 4(b? — 4ae) 

wäre, und 4 müßte in @ aufgehen, entgegen der Annahme, daß 
a zu Q teilerfremd sei; und ebenso würde ein ungerader ge- 
meinschaftlicher Primteiler von a,, b, a, in Q aufgehen. 
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Setzen wir also 


b+YD 
,=ahr ze! ty, 


N(A) = (at? + bit; + agct}), 

und (a,, d, a,c) ist gleichfalls primitiv. Da nun A, durch a teil- 
bar ist, so muß a, durch N(a), d. h. durch a teilbar und mithin 
— a sein. Also ist a primär. 

Wenn wir in (1) die YD ein für allemal fest bestimmen, 
z. B. positiv reell oder positiv imaginär, so ist die lineare Form A 
durch die quadratische Form 7 eindeutig bestimmt. Die Form 
des konjugierten Ideals würde nicht durch Änderung des Vor- 
zeichens von YD, sondern von b erhalten. 

Es seien a und b irgend zwei zum Führer ® der Ordnung [0], 
die wir jetzt mit O bezeichnen wollen, teilerfremde Ideale, und 
(5) u MU — gs, 

{ v=Pßvı + Pads 
seien Basisformen von a und b in O. Aus a und b bilden wir 
das Produkt 





so wird 


De 
mit der Basisform in ©: 
(6) ‚= yılh + Yale 
Die zu u, v, A gehörigen quadratischen Formen mögen in 
U, V, T bezeichnet sein. 
1. Wir nennen A aus u und v,T7T aus U und V zu- 
sammengesetzt oder komponiert. 


Wir setzen: 
| (eb, Se): 
(7) Ü A (ar; bi, Cı); 
Vye=Z (Ga, ba, C); 


und unsere Aufgabe ist gelöst, wenn 7 aus U und V abgeleitet 
werden kann. | 


Ist a äquivalent mit a‘, 
ı 
b „ ” b I 
so ist auch 
EG 
[01 b „ ” Q b', 
also 
; 
C „ ” C, 


und wenn also U, V durch äquivalente Formen U’, V’ ersetzt 
werden, so tritt auch an Stelle von 7 eine äquivalente Form 7”. 
Weber, Algebra. III. 94 
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Bezeichnen wir die Klassen in O, zu denen 4, u, v gehören, 
mit A, B, © und bezeichnen ebenso die Klassen der quadratischen 
Formen U, V, T, so heißt auch Ü aus A und B komponiert, 
und man setzt symbolisch 
(8) DEAD. 

Diese Komposition der Klassen ist eindeutig bestimmt, 
wenn irgend drei Repräsentanten U, V, T derselben gegeben sind, 
und es genügt also, wenn wir U, V in ihren Klassen irgendwie 
passend wählen. 

In jeder Idealklasse gibt es Ideale, die zu einem beliebigen 
Ideal relativ prim sind. Wir nehmen also zunächst a in A primär, 
sonst beliebig, dann b gleichfalls primär und relativ prim, nicht 
nur zu a, sondern zu a... Dann sind a, und a, relativ prim 
(denn der größte gemeinschaftliche Teiler d von «a, und a, wäre 
relativ prim zu D, und folglich wäre a,:d durch b teilbar). Daraus 
folgt aber d — 1, weil a, die kleinste durch b teilbare natürliche 
Zahl sein sollte. ö 

Hat man a,, a, so bestimmt, so kann man 5b den beiden 


Kongruenzen , ee 
b, (mod 2ua,) 
gemäß bestimmen, und dann ist 

b? — D— 4a, 46€ 
durch 4a, a, teilbar. Wir setzen also 

U. 1042.0,708 €), 
0) VER Gt) 
Es ist a),a, die kleinste durch ab teilbare ganze rationale 
Zahl, und ab ist der größte gemeinschaftliche Teiler von 
b—YD 


9 
folglich ist - 
(10) I. — (0, ds, 0,60) 
die aus U und Y komponierte Form, und die den quadratischen 
Formen 7, U, V entsprechenden Linearformen A, u, v sind: 


II 


Ad, Aa, 





EN: 5) 

A—= Mal, eg 
b—YD 

u = d, U, ee 
BD 





v— hd + 5 
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Daraus folgt, mit Rücksicht auf 
Ei; Kr 
Ge IT TR —+- b irn 


(11) uv — 4,4, (4,0, — CU dV,) 
DES 
== Ziel (a) V%g + Ayıyv, 4 buyv,). 


Macht man also die bilineare Substitution: 


bg = HM dg + AgUgd, 4 buy a, 
so ergibt sich 


(15) Ne uv, 
und folglich 
(14) = 


In der Forderung, daß «a, und a, relativ prim sein sollen, 
liegt bisweilen eine gewisse Unbequemlichkeit, z. B. wenn es sich 
um die Komposition einer Form mit sich selbst handelt. 

Lassen wir also die Voraussetzung fallen, daß a zu b und 
a, zu a, relativ prim seien, halten dagegen an der Annahme 
fest, daß 
(15) b? — D —= 4a,a,C 
durch 4a, a, teilbar sei, so gilt die Relation (11) noch, und es 
folgt, daß ab der größte gemeinschaftliche Teiler von 

a a! a Ag za b Ser 
ist (Bd. II, $ 160, 2). 
| Haben nun a,, a,, 5 keinen gemeinschaftlichen Teiler, so 
kann man der Gleichung k,a, — kaa,;, — kb — 1 durch ganze 
rationale k genügen, und demnach ist ab auch der größte ge- 
meinschaftliche Teiler von 


(16) a nl 
2. Es ist zu beweisen, daß a,a, die kleinste durch ab 
teilbare natürliche Zahl ist. 
Setzen wir nämlich diese kleinste Zahl = a, so ist a, 
durch «a teilbar, etwa 
00, = a0 
24* 
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Bilden wir die beiden Formen 
DD 
Se er, 
N ee: at, + ua? 12, 





so folgt: 
NA) = 4%, ot dit + ci), 
N(4M) = alat? + bt, + a’ct)). 

Die beiden Formen (a, a,, b, c), (a, d, a’c) sind primitiv (weil 
ein gemeinsamer Primteiler von a, «a,, d, c wegen (15) in Q auf- 
gehen müßte), und es folgt für die absolute Norm: 

N,.(A) = Ad = N (a b), 

N. (A) = 4; 
da aber A’ durch ab teilbar ıst, so muß a durch a,a, teilbar und 
anıthin ae = lzsan: 

Hieraus ergibt sich: 

3. Sind aı, a, b ohne gemeinsamen Teiler und 

D —= b2 — 4a, 4, 
so ist die Form 
Ta—s0403,. 0300) 
aus den beiden Formen 
Da ne an, ca) 
komponiert. 
Wendet man dies auf zwei entgegengesetzte Formen 
ÜBZHON ON EEE LN 
an, so ergibt sich 
a ir ira} 


und dies ist mit der Hauptform (1, 0, —) oder (1, 1, =) 





äquivalent. 

4. Zwei entgegengesetzte Klassen geben komponiert 
die Hauptklasse. 

Um eine Klasse A wiederholt mit sich selbst zusammen- 
zusetzen, wähle man a in A so, daß es relativ prim zu D ist, 
und bezeichne mit (a, b, c) die entsprechende Form. Dann ist 
a relativ prim zu d. Denn wäre d ein Teiler von a und 5, so 
wäre d auch in D enthalten, also relativ prim zu a. Es wäre 
also auch a:d durch a teilbar, was, wenn d>1 ist, der De- 
finition von a widerspricht. 
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Nun kann man aber 5b so wählen, daß 
(17) DB==])% (mod°4 ar) 
ist, für ein beliebig großes n. Denn man kann 5b um ein be- 
liebiges Vielfaches von 2a verändern. Nehmen wir also (17) als 
erfüllt an für einen Exponenten n, und setzen demgemäß 
(18) b2? — D-- 4arc, 
so folgt: 

(b+ 2har? —D = 4ar (ce + hb) (mod 4artt), 
und wenn man also h aus der Kongruenz c-hb= 0 (mod a) 
bestimmt, so ergibt sich ein der Kongruenz (17) für n+1 
genügendes D. 

Da nun 5 relativ prim zu a ist, so folgt nach 2., daß, wenn 
n>= m ist, a” die kleinste durch a” teilbare natürliche Zahl ist, 
und daraus ergibt sich folgende Kompositionsregel: 

5. Genügt die Form’(a, d, a*c), — U der Bedingung 
(18), und ist m Zn, so ist 

er a A a 

Hiermit sind die Klassen quadratischer Formen der Dis- 
kriminante / zu einer Abelschen Gruppe vereinigt, die mit 
der Gruppe der Idealklassen isomorph ist, und es ist zugleich 
ein Weg angegeben, wie man durch passend gewählte Repräsen- 
tanten die Komposition in diesen Gruppen wirklich ausführen 
kann !), 


$ 102. Komposition der Ordnungen. 


Eine Ordnung 0 — [Q] im Körper 2 ist durch den Führer & 
vollständig bestimmt. Es seien O,, 0, zwei Ordnungen mit den 
Führern @,, @,, und der größte gemeinschaftliche Teiler von ©, 
und @, sei . Ist: dann M das kleinste gemeinschaftliche Multi- 
plum von Q, und @,, so ist 


(1) Qı % = QM. 


!) Die Einheit in der Gruppe der Klassen bildet die Hauptklasse. 
Über die Komposition der quadratischen Formen ist zu erwähnen: Gauss, 
„Disquisitiones arithmeticae“, Art. 255 u. f£ Dirichlet, De formarum 
binariarum secundi gradus compositione (1851), Werke Bd. II, S. 105. 
Dirichlet-Dedekind, Vorlesungen über Zahlentheorie, 4. Aufl., $ 145f. 
Dedekind, Crelles Journal, Bd. 129. H. Weber, Göttinger Nachrichten, 
9. Februar 1907. 
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6. Die zum Führer @ gehörige Ordnung O heißt aus 
OÖ, und O, zusammengesetzt oder komponiert. 


Wir setzen symbolisch 


(2) 0 — 0,0, 
Die Diskriminanten dieser drei Ordnungen sind 
(3) DE AI EBEN: 


Sind Q, und @, relativ prim, so ist die aus beiden kom- 
ponierte Ordnung die Hauptordnung (),. 

Um die Komposition der Ordnungen auszuführen, kann man 
ebenso verfahren, wie im vorigen Paragraphen. Wir setzen 


(4) 0% I Om, % Fe my, 
und dann sind m, m, relativ prim zueinander. 
Es mögen dann a und b zwei Ideale bedeuten, die zu Q, ® 
relativ prim sind. 
Ist dann 
a äquivalent a’ nach O,, 
b ” b’ ” O:; 
so ist 


— n, eine Zahl in O,, 


=—=N nn ” ” 0:39 


zo aln 


d.h. n, ist nach dem Modul @,, n, nach dem Modul @, mit 
einer rationalen Zahl kongruent. Also sind beide, und folglich 
ihr Produkt, nach dem Modul ® mit einer rationalen Zahl kon- 
gruent und gehören in die Ordnung @. Demnach ist auch 


c = ab äquivalent mit = a’b’ nach ©. 


Es sei a, die kleinste durch a teilbare natürliche Zahl und 
b relativ prim zu a, (folglich auch zu a), und wenn a, die 
kleinste durch 5 teilbare natürliche Zahl ist, so sind auch a, 
und a, relativ prim. Man kann dann immer, was auch Ö,, b, 
sein mögen, den Kongruenzen 


b, =mb (mod 2a,), 
» =m;b (mod 24,) 

genügen und demnach die Basisformen von a und b in der 
Gestalt annehmen: 


/ 
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ie ad, —m, 2 . Up, 
ME 
ut a m er er Eh 
und es ist 
b? — D —= 4a,a,c 
durch 4a, a, teilbar. Dann ist a, «a, die kleinste durch ab teil- 
bare natürliche Zahl, und es ist 
A—= Mal, et b; 
eine Basisform von c. 
Demnach gibt die Zusammensetzung der entsprechenden 
quadratischen Formen der Diskriminanten D,, D;: 
(5) U — (a, mb, m? aye6), 
V.-=0,14 0, Mmiaro), 
die Form 7 der Diskriminante D: 
(6) Masse). 
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Geschlechter der quadratischen Formen. 


$ 103. Darstellung von Zahlen durch quadratische Formen. 


Eine natürliche Zahl m heißt durch die primitive Form (a,b, c) 
mit der Diskriminante J) eigentlich darstellbar, wenn es 
zwei relative Primzahlen x, y gibt, die die Gleichung 


(1) aa -bxy+ ce” =m 
erfüllen, und man kann eine mit (a, db, c) äquivalente Form (m, n, !) 
finden, deren Diskriminante 
(2) D=— n? — 4ml 
ist. Ist m durch die Form (a, b, ce) darstellbar, so ist sie auch 
durch jede äquivalente Form, also durch jede Form der Klasse A, 
zu der (a, b, c) gehört, darstellbar. Wir nennen dann m durch 
die Klasse A darstellbar. Sind A, A’ zwei Klassen, m, m’ zwei 
zueinander teilerfremde Zahlen, die durch diese Klasse eigentlich 
darstellbar sind, so ist das Produkt mm’ durch die zusammen- 
gesetzte Klasse A_A’ eigentlich darstellbar. Dies folgt aus den 
Kompositionen der Formen (12), (14), $ 101. 

Aus (2) ergab sich: 
(3) n? = D (mod 4m). 

Ist (m, n, l) imprimitiv, so kann D keine Stammdiskriminante 
sein. Wir bezeichnen, wie bisher, den Stamm von D mit 7 und 
setzen 

DU: 0227 
und der größte gemeinschaftliche Teiler von m, n, l geht in Q2 
auf. Wir nehmen daher im Folgenden an, m sei relativ prim 


zu @, und sind dann sicher, daß die durch 2) bestimmte 
Form (m, n, !) primitiv ist. 
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Ist umgekehrt die Kongruenz (3) erfüllt, so kann man 
D= n?— 4mi setzen und erhält eine Form der Diskrimi- 
nante D, (m, n, l), durch die m eigentlich darstellbar ist. 

1. Dienotwendige und hinreichende Bedingung dafür.,. 
daß eine zu Q teilerfremde Zahl m durch eine Form der 
Diskriminante D eigentlich darstellbar ist, besteht also 
darin, daß die Kongruenz 
(4) x2 = D (mod 4m) 
lösbar sei. 

Aus einer Form (a,b,c) erhält man eine Schar äquivalenter 
Formen: 

(5) (ib EI Aan6); 
worin A eine beliebige ganze Zahl und C durch die Gleichung 
D = (b + 2ka)? — 4a 
bestimmt ist und sich gleich «4? -- bA +. c ergibt. Das System (5) 
‘ wird eine Schar paralleler Formen genannt. 
Wenn die Kongruenz (4) erfüllt ist, so ist auch 

(© + 2Am)? = D (mod 4m), 
und wir wollen die ganze Schar der Wurzeln von (4), die nach 
dem Modul 2m kongruent sind, als eine Wurzel betrachten. In 
diesem Sinne sei die Anzahl der Wurzeln von (4), die demnach 
sicher endlich ist, mit Y(D, m) zu bezeichnen. 

2. Jede Wurzel von (4) gibt Anlaß zu einer Schar 
paralleler Formen, durch die die Zahl m eigentlich dar- 
stellbar ist. 

Die Zahl Y (D, m) läßt sich leicht bestimmen. Sind zunächst 
m’, m’ relativ prim, so ist 


(6) b(D, m’), y(D, m’) = y(D, m'm”). 
Denn ist 

(7) x? = D (mod 4m’), «”® = D (mod 4m’), 

und 

(8) xz=:x (mod 2m)), 


x" (mod 2m”), 

so ist (22 — D):4 durch m’ und durch m”, also auch durch m’ m’ 
teilbar, und die Kongruenz 

(9) x: = D (mod 4m’m!”) 

erfüllt. Umgekehrt gibt jede Wurzel der Kongruenz (9) je eine 
Wurzel der beiden Kongruenzen (7). Also erhält man alle 
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Wurzeln von (9) und nur diese, wenn man in (8) die Wurzeln 
x', x" von (7) paarweise kombiniert, und daraus folgt (6). 

Nach (6) ist nur noch nötig, die Funktion Y(D, m) für den 
‘Fall zu bestimmen, daß m = g* eine Potenz einer in Q nicht 
aufgehenden Primzahl q ist. Wir brauchen das Symbol (D, n) in 
dem in $ 85 erklärten Sinn und unterscheiden drei Fälle: 

1) Wenn g in I aufgeht, so ist (D, qg) = 0, und die Kon- 
gruenz (3) hat nur dann eine Lösung, wenn % — 1 ist, nämlich je 
nachdem D gerade oder ungerade, ist = 0 oder =g (mod 29), 
dagegen keine Lösung, wenn k>]1 ist, und dies gilt auch für 
q —= 2. Denn in diesem Falle müßte Q ungerade, I durch 4 
teilbar sein, folglich x gerade. Die Kongruenz 


(5) —= = (mod 2%) 


ist aber nur lösbar für = 1, da 2:4 keine Diskriminante ist. 
2) Ist (D,q) = —1, so ist die Kongruenz (3) nicht lösbar, 
weil dann D quadratischer Nichtrest von q oder (für q — 2) 
von 8 ist. 
3) Ist (D,gq) = +1, so ist D quadratischer Rest von q 
(oder von 8) und die Kongruenz, 
x =D mod 4 


hat, wie aus der Zahlentheorie bekannt ist, zwei Wurzeln. 
Wir fassen diese Resultate übersichtlich so zusammen: 
Ist .1)(D,g), 0, sonst u (D), de ul Dia BE, 
„ 2) DI,——n ”»» | == 
(k L); 
3) DD, ee 


wozu noch kommt: 


lee | 
Nach (5) ist also d (D, m) immer dann gleich Null, wenn in 
m eine Primzahl aufgeht, für die (D,q) = — 1 ist, oder wenn 


in m ein Primfaktor von D mehr als einmal aufgeht. 

In den anderen Fällen ist Y(D, q) eine Potenz von 2, deren 
Exponent gleich der Anzahl: der in m, aber nicht in D auf- 
gehenden Primzahlen ist. 

Zwischen den Symbolen Y»(D, m) und (D, m) besteht die 
folgende allgemeine Beziehung immer unter der Voraussetzung, 
dab m relativ prim zu @ ist: 
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Es durchlaufe e die sämtlichen Teiler von m (1 und m ein- 
geschlossen) und e? die sämtlichen quadratischen Teiler von m; 
dann ist 

e? m € 
(10) 24(D,”, SD 

Ist diese Relation richtig für zwei Zahlen m’, m”, die keinen 
gemeinsamen Teiler haben, so folgt sie für m = m’m”. Denn 
‚haben €’, € und e”, &” dieselbe Bedeutung für m’ und m”, wie 
e,.e für m, so sind & = ee” die Teiler und e& —= e"e"2 die 
quadratischen Teiler von m = m’m”. Es ist aber nach (6) und 


8 85, (8): 
| nen m' nv" er m 
ZE(D, 2) (D, €) = Z(D, 2). 


Hiernach brauchen wir die Relation (10) nur noch unter der 
Voraussetzung zu beweisen, daß m — gq* eine Primzahlpotenz ist. 
Unter dieser Voraussetzung ist aber: 


N Krk 

g27 — RR, 0 = Ss SR 

ne SEE ara on 

Ist nun 
14 (DEgp= BE," 80*1st Ey(D, ke > L; 
ro Zn ea aa (kugerada), 
PR (k ungerade), 

3. (D, q) —— 1, „9 Zyu(D, u" 20) ee a u 


und ebenso groß ergibt sich in den drei Fällen die Summe 
2 (D, 4°); 
0,k 


denn im Falle 1. hat nur das dem s = 0 entsprechende Glied 
dieser Summe den Wert 1, die anderen verschwinden; im Falle 2. 
haben die den geraden s entsprechenden Glieder den Wert 
+1, die anderen den Wert —1, und im Falle 3. haben alle 
k— 1-Glieder den Wert —1. | 

Damit ist also die Relation (10) allgemein bewiesen. 
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$ 104. Charaktere und Geschlechter der quadratischen Formen. 


Unter einem Stammteiler ö einer Diskriminante D wollen 
wir folgendes verstehen ($ 84): 

1. ö ist eine in D aufgehende Stammdiskriminante. 

2. »Der“Quotient&Ddas =D ist selbst onochsiDis- 
kriminante. 

Ein ungerader Stammteiler kann keine anderen Primfaktoren 
enthalten als solche, die in D aufgehen, und keinen mehr als 
einmal; dagegen ist ein beliebiges Produkt aus verschiedenen in 
D aufgehenden ungeraden Primzahlen, mit einem solchen Vor- 
zeichen versehen, daß öd —= 1 (mod 4) wird, immer ein Stammteiler. 

Außerdem kommt noch unter den Stammteilern vor: 


—4 wenn D=0, —4 (mod 16), 
(1) +8, ,».D=0, 3 (mod 32), 
EI = (a mod 
Bezeichnen wir also mit d, die ungeraden Stammteiler, so 
ergeben sich die sämtlichen Stammteiler 6: 


MWanr—0,, D= 1 (mod 4), 

= 4 (mod 16), 
2) d = 6, —40, D=—A4 (mod 16), 

= 16 (mod 32), 
3).00’=%0,, 2 80, AD a 32 modgazr, 
4), 6 —=0,—80, D=—5 (mod 32), 
5) 6 —=6, —4d, D= 0 (mod 32). 

80, —80,, 


Die Anzahl der Stammteiler (1 als Stammteiler mitgerechnet) 
ist hiernach stets eine Potenz von 2. 

3..Setzen wir sie gleich 2%, so ist Ain den Fällen 1), 2), 
3), 4) gleich der Anzahl der in D aufgehenden ver- 
schiedenen Primzahlen, in dem Falle 5) um eins größer. 

Die Stammteiler von D lassen sich durch Anwendung einer 
symbolischen Multiplikation zu einer Abelschen Gruppe machen. 

Wenn nämlich d,, d, zwei Stammteiler von D) sind, so ist 
das Produkt 6,06, auch eine Diskriminante, aber nicht immer 
eine Stammdiskriminante. Wir bezeichnen mit ö den Stamm 
von 6,6, und setzen symbolisch 


(2) Du dr 
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Haben ö,, ö, keinen gemeinschaftlichen Teiler, so ist diese 
symbolische Multiplikation eine wirkliche. Haben sie aber einen 
gemeinschaftlichen Teiler, so ist noch ein quadratischer Faktor 
aus dem wahren Produkt 6,0, abzuwerfen. Setzen wir in (2) 
6, = 6,, so it d —= 1, d.h. es ist jedes Element der Gruppe 
der ö sich selbst reziprok, und es besteht zugleich mit (2): 

(3) O0 200.038 

Die Elemente dieser Gruppe lassen sich folgendermaßen 

durch eine Basis darstellen (Bd. II, $ 11): 

(4) od, 

worin &, & ... &, die Werte O oder 1 haben, und A die oben 
angegebene Bedeutung hat. Ö,, Ö,, ... d, sind in dem Falle 1) die 
in D aufgehenden ungeraden Primdiskriminanten + p, im Falle 2) 
kommt dazu noch —4, im Falle 3) 8, im Falle 4) —8, im 
Falle 5) 8 und —8 (oder —4 und 8 oder —4 und —83). 

Mit Hilfe der Stammteiler werden nun die Charaktere der 
primitiven quadratischen Formen definiert. 

Wir wählen in einer Formenklasse A einen Repräsentanten 
(a,b,c), in dem « positiv und relativ prim zu D ist. Ist dann eine 
zu D teilerfremde Zahl m durch A darstellbar, so ist 

m — ax: + bay - cy, 
(5) 4am — (ax + by)? — Dy:. 

Es sei nun ö ein Stammteiler von D und m relativ prim 
zu 6, so ist, zunächst für ein ungerades Ö, nach $ 85, (14), (16): 
(6) RZETEREAN 

Diese Relation gilt aber auch für d = — 40, 4 80,, — 80.. 
Denn es ist in diesen Fällen «a und m ungerade und nach (1) 


‚und (5): 


0.40), D= 0, —4 (mod 16), am= 1 (mod 4), 
art D= 0, 38 (mod 32), am = +1 (mod 8), 
06 —= —80,, D= 0, —3 (mod 32), am = 1,3 (mod 8), 


woraus nach $ 85 auch für diese Fälle die Gleichung (6) folgt, 
die danach allgemein bewiesen ist. 

4. Der Wert des Symbols (d, m) ist also nicht von 
der Zahl m, sondern nur von der Formenklasse A abhängig, 
durch die m darstellbar ist. Es wird der zum Stamm- 
teiler d gehörige Charakter dieser Klasse genannt und 
mit 4(0, A) bezeichnet. 
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Es gilt zunächst für jede beliebige Klasse A und für beliebige 
Stammteiler 6, 6}, 63: 


(7) ak A) == ” 
(8) 4(01, A) y; (0,, A) = X (6, Ög, A), 
(I)2 (0,4) = 1, 


worin Ö,0, das oben definierte symbolische Produkt ist und A, 

die Hauptklasse bedeutet, durch die die Zahl 1 darstellbar ist. 
Sind für eine Klasse A die Charaktere x(d,,A), 1 (02, A) --» 

1(0,, A) gegeben, so sind nach (4) und (8) alle 4(d, A) bestimmt. 

Jeder dieser Charaktere kann aber = +1 oder = —1 sein, 

und so ergeben sich 2” mögliche Bestimmungen über die Charaktere. 

Diese sind aber nicht voneinander unabhängig. | 
Denn es folgt aus (5) 


Dy = (ar + by)? (mod 4m), 
und daraus folgt, wenn man m relaliv prim zu a, folglich zu y 
annimmt: | 
(DM) ee 
Daraus ergibt sich, daß für jede Klasse A 
(10) (4, A) 3 - l. 


Nun läßt sich zu jedem Stammteiler Ö ein bestimmter, von 
ö verschiedener komplementärer Stammteiler 6’ so bestimmen, 
daß im Sinne der symbolischen Multiplikation 


688) ee] 
ist. Das Komplement von ö’ ist wieder ö, und jeder Primteiler, 


der in d und Ö’ zugleich aufgeht, muß in Q aufgehen. 
Daraus folgt nach (10) für jede Klasse A: 
(12) 1(0, A) 715 (0, A), 
und hiernach ist die Anzahl der möglichen Bestimmungen über 
die y(ö6, A) nur noch 21, 

Man vereinigt in ein Geschlecht (Genus) alle Formen- 
klassen A, in denen sämtliche Charaktere x (ö, A) übereinstimmen, 
und gelangt zu dem Resultate: 

5. Die Anzahl der existierenden Geschlechter ist 
höchstens gleich 21, 

Ob die Anzahl der existierenden Geschlechter wirklich so 
groß ist, ist eine tiefere Frage, auf die wir später zurückkommen. 
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Wenn die Klasse A aus der Klasse A’, A" komponiert ist, 

so ist symbolisch 
BE RAN Al: 

Sei m’, m’ durch die Klasse A’, A” darstellbar, und nehmen 
wir m, m’' relativ prim, so ist m —= m’m’” durch A darstellbar 
($ 1035), und daraus ergibt sich für die Charaktere die Formel: 
(13) OR FEREAT— AO MW ACHSE AR 

Nach 1. ist das Symbol x(d, A) durch irgend eine zu Ö 


teilerfremde, durch A eigentlich darstellbare Zahl m bestimmt, 
und wir definieren daher die Uharaktere dieser Zahlen m durch 
(14) x(d,m) = 400, A). 

Es ist aber zweckmäßig, daß man sich noch von der Vor- 
aussetzung frei macht, daß m zu Ö relativ prim sei, und dies 
kann auf folgende Weise geschehen. An der Voraussetzung, dab 
m relativ prim zu @ sei, soll aber festgehalten werden. 

Ist m durch die Klasse A eigentlich darstellbar, so können 
wir in A einen Repräsentanten 


(15) o— (m B.0) 
finden. Wir zerlegen m in zwei Faktoren 
(16) NU——MN, 


so daß n und  teilerfremd sind und n relativ prim zu d, w 
relativ prim zu Ö’ ist. 

Dies ist immer möglich, meist auf mehrere Arten, da nach 
Voraussetzung m relativ prim zu @ ist, und also m, 6, 0’ keinen 
gemeinschaftlichen Teiler haben. Man nehme z. B. in n die in 
ö’ aufgehenden Primzahlen in so hohen Potenzen auf, als sie 
in m enthalten sind, und außerdem noch die Primzahlpotenzen, 
die zu Ö teilerfremd sind. 

Dann ist die Form g aus den beiden Formen 


| (n, B, On‘) (n’, D, Cn) 
komponiert, deren Charaktere nach (12) und 4. durch 


(6, n), (ö’ m’) 
bestimmt sind, und es ist also nach (13): 
(17) 18,4) — (8,1) (0), m) 


Hierin kann aber auch noch die Forderung aufgegeben 
werden, daß m durch A eigentlich darstellbar sei; denn ein 
gemeinsamer Teiler von x, y (relativ prim zu @) gibt einen 
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quadratischen Teiler von m, den man wieder in zwei teilerfremde 
quadratische Faktoren zerlegt, von denen der eine zu n, der andere 
zu n’ genommen wird, und dadurch ändern sich (d, n) und 
(0°, n’) nicht. 

Man kann hiernach einen Charakter x (d, n) einer beliebigen 
zu @ teilerfremden Zahl folgendermaßen bestimmen. 

Man setze: 


(18) NEN, 
und verstehe unter e das Produkt der in n aufgehenden Potenzen 


solcher Primzahlen, die zugleich in ö aufgehen; dann ist & relativ 
prim zu 0’ und n’ relativ prim zu Ö, und man setze: 


(19) (ml, le), 
wodurch x4(d, n) eindeutig und immer von Null verschieden be- 
stimmt ist. Ist dann (a, d, c) ein Repräsentant der Klasse A, 
so ist 
(20) 1(,a +bay-+ ey) = 40,4), 
worin 2, y% beliebige ganze Zahlen mit oder ohne gemeinsamen 
Teiler sind, für die ax? + bxy —- cy? teilerfremd zu Q wird. 
Uber das so definierte Symbol x(d,n) gilt eine Reihe von 
Sätzen, die wir noch ableiten müssen. 
6. Sind n, und m, irgend zwei zu Q teilerfremde 
Zahlen, so ist 


(21) 1(6,2,)2100,%) = 0, nn). 
Denn setzen wir nach (18) 


nein na eleuma: 
so ıst 
NN, = 8 Ho NMMa, 
und dies geht in (18) über, wenn man n = nn, E = &&, 


n = mm setzt. Also folgt (21) aus $ 103 (8). 
7. Läßt man e die Reihe der Divisoren von n durch- 
laufen, und setzt n = ee, so ist 


(22) +9, n) Z(D,e) = & (8, e) (, €’). 

Wenn die Formel (22) für n —= n, und n—ny gilt, so gilt 
sie, unter der Voraussetzung, daß n,, n, relativ prim sind, auch 
für n—= nn, [nach (21)]; sie braucht also nur noch für eine 
Primzahlpotenz n — p* bewiesen zu werden, wenn p nicht in © 
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aufgeht. In diesem Falle ist aber (D, p®) —= (4, p°) [8 85 (9)], 
und es ist also zu beweisen: 


4 (0, p*) = en) — = (0,07 OD 


Geht nun p nicht in Ö auf, so ist 
x(9,p*) = (8, p*), 
und wenn man rechts jedes Glied unter dem Summenzeichen mit 
(ö, p*=s)2 — 1 multipliziert, so erhält man übereinstimmend mit 
der linken Seite 


(0, pr) 2 (4, p'”°). 

Geht aber p in ö und folglich nicht in ö’ auf, so ist 2 (d, p*) 
— (0’, p*), multipliziert man also ebenso mit (d’, p°)?, so folgt 
das gleiche, wodurch (22) bewiesen ist. 

8. Ist x(d, n) von x(Ö’, n) verschieden, so ist 
(23) EZ Pa 

Denn da sich die beiden Summen nicht ändern, wenn Ö mit 
ö' vertauscht wird, so folgt dies aus (22). 


9. Sind Ö,, 6, zwei Stammteiler von D und d,6, ihr 
symbolisches Produkt, so ist 


(24) 1(0,.n) 2 (0 Rn) — 7(010,, n). 

Diese Formel braucht wegen (21) nur für den Fall bewiesen 
zu werden, daß n eine Primzahl ist. 

Es ist aber symbolisch 


(02705)0 7.0.05. .0,05; 
und hiernach ergibt sich (24) leicht aus der Definition (19). 


$ 105. Anwendung des Legendreschen Symbols. 


Will man sich der bekannteren Bezeichnung nach Legendre 
und Jacobi bedienen, so gestaltet sich die Sache folgendermaßen. 

Bedeutet ! eine ungerade Primzahl und «a eine durch ! nicht 
teilbare Zahl, so ist nach Legendre: 


(1) F)=+t 


wenn a quadratischer Rest von | ist, 


Weber, Algebra. III. 95 
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wenn a quadratischer Nichtrest von ! ist, und nach der von 
Jacobi eingeführten erweiterten Definition dieses Symbols ist 


2 ER 


Ist ferner a ungerade, so ist 
TEA Each gar DO Er Edi Te 
a ° )=-e-9., )=c9°, 


und daraus, wenn a, b,.... relativ prim zu m sind: 


0... -- 


ist D eine Diskriminante und a eine zu 2D teilerfremde Zahl, 
die durch eine Form @ der Diskriminante D eigentlich dar- 
stellbar ist, ferner / eine in D aufgehende ungerade Primzahl, 








I 
Zahl a, sondern nur von der Formenklasse A, zu der @ gehört, 
abhängig. Dasselbe gilt von 


so ist der Wert des Symbols (7) nicht von der besonderen 


(—) mod. .D.=.0,--4,, (mod 16), 


(5) () D=0, Ss] 


(mod 32). 
(—) D=0,—8 
a 

Hieraus lassen sich die Charaktere der Formenklassen 
zusammensetzen. 

Wir werden bei einer späteren Anwendung den Fall be- 
sonders zu berücksichtigen haben, daß D durch 4 teilbar ist. 
Wir setzen daher: 


(6) D= 4m !), 


und erhalten für diesen Fall, wenn /, T!',... die verschiedenen 
in m aufgehenden ungeraden Primzahlen sind, die folgenden 
Charaktere: 


‘) Nach der Bezeichnung von Gauss: Formen erster Art der Deter- 
minante —m. 
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(7) (7) ..  m=3 (mod 4), 
(7) .... m=1 (mod 4), 


(mod 8), 
7) (7); ... m=6 (mod 8), 
(7): ) ..  m=2 (mod 8), 


CHORONOEErE 


Die Anzahl dieser Grundcharaktere ist, wie man sieht, gleich 
der in $ 104, 3. näher bestimmten Zahl A und die Anzahl der 
Vorzeichenkombinationen ist gleich 24. 

Die Abhängigkeit zwischen diesen Charakteren kann man so 
darstellen. 


3 
l 
Ha 


(7) 


S 
l 
oO 


Ist 
m—=nm, D= 4 = —4n?m 
und n? die größte in m aufgehende Quadratzahl, so ist 
(8) dA=—m, wenmM=3 (mod 4), 
I= —4m „ mM"=1,2 (mod 4); 


im ersten Fall ist m’ ungerade und nicht gleich 1, also gleich 
einer der Primzahlen ! oder gleich einem Produkt aus mehreren 
von ihnen, und aus 


Deco 


worin das Reziprozitätsgesetz der quadratischen Reste angewandt 
ist, ergibt sich eine Relation zwischen den Charakteren. 
Im zweiten Fall ist bei ungeradem m’ 


er 


und dies ist wieder ein Produkt mehrerer der Charaktere (7), 
und ist endlich m’ —= 2m’ gerade, so ist 


hier) 
a er a m’ I 
wo das Zeichen + so bestimmt wird, daß +m’ = 1 (mod 4) wird. 


Also ist wiederum die Anzahl der Geschlechter höchstens — 2?-1. 
Faser 


SQ 
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$ 106. Die Geschlechter der Idealklassen. 


In $ 100 haben wir gesehen, wie wir aus einer Zahlgruppe 
im Körper 2 Einteilungen der Ideale in Klassen ableiten können, 
und wie für diese Einteilungen die Klassenzahl zu bestimmen ist. 

Wir wollen hier auch die Einteilung in Geschlechter aus 
diesem Gesichtspunkte betrachten. 

Um unsere Betrachtungen gleich auf die Ordnungen aus- 
dehnen zu können, scheiden wir von dem Gebiet der natür- 
lichen Zahlen zunächst alle Zahlen aus, die mit irgend einer 
beliebig angenommenen Zahl 5 einen gemeinschaftlichen Teiler 
haben. 
| Hierauf nehmen wir einen positiven rationalen Modul m, und 
nehmen in 5 unter anderen alle Primzahlen auf, die in m ent- 
halten sind. 

Damit sind also alle Zahlen ausgeschieden, die einen gemein- 
schaftlichen Teiler mit m haben. 

Aus den übrigbleibenden Zahlen und ihren Quotienten 
kann man eine Gruppe rationaler Brüche bilden, die wir mit 
Z bezeichnen wollen. 

Ersetzen wir (nach Gauss) eine Zahl a7! durch die 
ganze Zahl, die, mit a multipliziert, eine der Einheit 
kongruente Zahl ergibt, so können wir die Lehre von 
der Kongruenz nach dem Modul m ohne weiteres auf 
die gebrochenen Zahlen Z übertragen. 

Sind dann a/b und a,/b, Brüche in Z, so ist a/b = a,/b,, 
wenn ab, = a,b im gewöhnlichen Sinne ist. 

Vereinigen wir also alle untereinander kongruenten Zahlen 
in Z in eine Klasse, so zerfällt Z in @(m)-Zahlklassen, deren 
jede durch eine ganze rationale Zahl repräsentiert werden kann. 

Ist M die Gruppe der Zahlen a aus Z, die der Bedingung 


a=1 (mod m) 


genügen, so sind die Zahlklassen (modulo m) die Nebengruppen 
zu M, und es ist 


(1) (4, M) — p(m). 


Wir betrachten nun, wie im $ 98, die Gruppen O der ganzen 


und gebrochenen Zahlen & des quadratischen Körpers 2, oder 
einer Ordnung [Q] dieses Körpers, von denen wir alle 
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Zahlen ausschließen, die im Zähler oder ım Nenner nicht 
relativ prim zu S sind. (Im Falle der Ordnungen müssen 
die Primfaktoren des Führers Q in S enthalten sein.) 

Wir bilden nun aus M einen Teiler A, in den wir alle 
Zahlen «a aufnehmen, die einer Kongruenz 
2) N(o) = «a (mod m) 
genügen, d. h. für die eine Zahl © in O existiert, deren Norm 
mit a kongruent ist. 

1. Diese Zahlen heißen Non en este für den Modul m. 

Aus der Definition der Normenreste ergibt sich, daß die 
Normenreste der Multiplikation und Division gegenüber eine 
Gruppe bilden. 

Ferner ergibt sich, daß jedes Quadrat und jeder quadra- 
tische Rest (modulo m) zugleich Normenrest ist, daß also 
jeder Normennichtrest zugleich quadratischer Nichtrest 
ıst. Aus der Gruppennatur von A folgt: 

Das Produkt aus Normenrest und Normenrest ist 

Normenrest. 

Das Produkt aus Normenrest und Normennichtrest 

ist Normennichtrest. 

Die Gruppe der Normenreste hat stets einen endlichen Index 
(Z, A), denn sie vereinigt in sich ganze Zahlklassen nach dem 
Modul m, deren Anzahl endlich ist. 


N 107. Zusammensetzung der Normenrestgruppen. 


Wir wollen zwei Moduln m,, m, betrachten, die zueinander 
relativ prim sind, und bezeichnen die Gruppen der Normenreste 
von m, und m, mit A, und A,. Setzen wir für den Augenblick 


AA) eu 
und zerlegen 
(1) Z= A, + mA, 4: —+ a4 
so können wir die 4, As, -.... au durch beliebige nach dem 


Modul m, kongruente Zahlen ersetzen. Da m, und m, relativ 
prim vorausgesetzt sind, so lassen sich, welches auch die rationalen 
Zahlen c; seien, rationale x; aus den Kongruenzen 

; + 0m = « (mod m,) 
bestimmen, und man kann also die a; so wählen, daß sie in A, 
enthalten sind. Man kann also jede Zahl z in Z als Produkt 
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einer Zahl in A, mit einer Zahl in A, darstellen, was wir sym- 
bolisch durch 

(2) DIE ARAE 

ausdrücken. 

Der Durchschnitt A der Gruppen A, und A, enthält alle 
und nur die Zahlen, die zugleich Normenreste von m, und von. 
m, sind, und wir beweisen, daß A die Gruppe der Normenreste m 
(3) Mm =—= MMag 
1st. 

Ist nämlich a eine Zahl, die zugleich in A, und in A, enthalten 
ist, so gibt es zwei Zahlen ®,, @, in OÖ, die den Bedingungen 
(4) N(o,)=a (mod m,), 

N(o,) = a (mod m,) 
genügen. Es lassen sich nun zwei rationale Zahlen x,, x, so be- 
stimmen, dab 


x =1. (mod m,), % =0 (mod m), 
=0 (mod ms), = 1 (mod ms), 
und wenn wir dann also 
| 0 — X 0, + 1,0 

setzen, so ist | 
(5) N(o) = N(o,) =a (mod m,), 
/ —= N(o,) =a (mod m,), 
und da m, und m, relativ prim sind, so ist auch 
(6) N(o) = a (mod m), 


also « Normenrest von m. Umgekehrt ist ein Normenrest von 
m zugleich Normenrest jedes Teilers von m, also auch von m, 
und m,. 
Hieraus ergibt sich nun mit Hilfe der Sätze 13. und 14., 8 100: 
(Z, A,) > (A, As, A,) = (Aı As, A, A) — (A, A), 
ZU EIZAN AA) ERZAD ZI) 
und wir haben die Beziehung: 
(7) (44) —=(Z,4)(4.4,) 
Damit ist die Frage nach den Normenresten auf den Fall 
zurückgeführt, daß der Modul eine Primzahlpotenz ist. 


$ 108. Normenreste der Primzahlpotenzen. 


Es sei O eine Ordnungsgruppe im Körper & (8 98) und P, 
die Gruppen der rationalen Zahlen, die relativ prim zur Diskri- 
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minante D dieser Ordnung und zugleich Normenreste einer Prim- 
zahl p in bezug auf diese Ordnung sind, d.h. der Zahlen a, 
die der Bedingung 

(1) N(o) =a (mod p) 

für eine Zahl © der Ordnung O genügen. Es gilt zunächst 
der Satz: 

1. Wenn p nicht in D aufgeht, so ist jede Zahl a in 
Z Normenrest. 

Es braucht dies nur bewiesen zu werden für den Fall, daß 
a ein quadratischer Nichtrest ist, da ja jeder quadratischer 
Rest zugleich Normenrest ist. 

Es sei also p ein in p aufgehendes Primideal des Körpers 2. 

Ist dann D quadratischer Rest von p, so ist p vom ersten 
Grade ($ 92), und jede Zahl ist nach dem Modul p mit einer 
rationalen Zahl kongruent. 

Da p nicht in D aufgeht, so ist das zu p konjugierte Ideal p’ 
von p verschieden, und wir können eine Zahl ® in OÖ finden, die 
den Kongruenzen: 

0) a (mod p), 
l (mod p’)!) 
genügt (Bd. II, S 166). Ist dann ®’ zu ® konjugiert, so ist 


I I 


o=a o'=1 (mod p), 
und folglich | 
N(o) = a (mod p). 


Ist aber D quadratischer Nichtrest von p, so ist pP = p, und 
u Zu = 

D®: = —1 (mod p), folglich YD’ = — YD und für jede Zahl 
in OÖ 
(2) coP o’ (mod p), 
£ N(») = »r+! (mod p). 

Ist nun y eine primitive Wurzel von p im Körper 2, so ist 
c = yP+! (mod p) eine primitive Wurzel von p im Körper der 
rationalen Zahlen (Bd. II, $ 167). 

Setzen wir also 


(3) a=yert)ea.o= y” (mod p), 
so ist nach (2) N(o) = a (mod p) und unser Satz somit bewiesen. 


!) Setzt man w = a-+£nQ, wo n eine durch p, aber nicht durch p’ 
teilbare Zahl ist, so kann man die Zahl & aus der Kongruenz a+!7 0 =1\ 
(mod p’) bestimmen, und ® gehört wegen des Faktors Q zur Ordnung 0. 
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2. Ist p eine in D aufgehende ungerade Primzahl, 
so ist a dann und nur dann Normenrest, wenn a quadra- 
tischer Rest von 9 ist. 

Das ergibt sich unmittelbar aus der Bedingung für die 
Normenreste: 

(4) x” — Dy = 4a (mod p), 
die sich in diesem Fall auf «2 = 4a (mod p) reduziert. 

Die Primzahl 2 kommt nicht in Betracht, weil x? = «a (mod 2) 
immer lösbar ıst, wohl aber die Moduln 4 und 8. Ist D un- 
gerade, so ist D = 1 (mod 4), und die Bedingung für einen 
Normenrest «a ist: 

Te 


il. (mod 4) oder (mod 8), 


und diese Kongruenz ist für jedes ungerade a lösbar (durch 
gerade x, y), also: 

3. Geht 4 in D nicht auf, so ist jede ungerade Zahl a 
Normenrest von 4 und von ®. 

Ist D durch 4 teilbar, so ist die Bedingung für einen 
Normenrest a die Möglichkeit der Kongruenz: 
(5) | Er — : y= a (mod 4) oder (mod 5). 

Da a ungerade ist, so können x und Dy?2/4 nicht beide 
ungerade sein. 

Geht man hiernach die einzelnen Fälle durch, so ergibt sich 


=0(mod8, a=1ll(mdAd), a=]1 (mod 8), 
= 1 (mod 8), keine Bedingung für a, 
= 2 (mod.8), a= +1, —1 (mod 8), 


=3 (mod 8), «a l(md 4, a=-LI, 5 (mod 8), 


=4(md8), a=l(md4), a=-]1, 5 (mod 8), 
= 5 (mod 3), keine Bedingung für a, 


= 6 (mod 8), a=-+1, 3 (mod 8), 


>) url rlSeSerS rl IS IS 


=7(md8, a=1(mod 4), a Er 6 15 mod. 
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Danach haben wir: 

4. Ist D=1 (mod 8), so ist jede ungerade Zahl 
Normenrest von 4 und von 8. 

Ist D= 0 (mod 8), so sind nur die Zahlen von der 
Form 4n — 1 Normenreste von 4 und die Zahlen der 
Form 8n 4 1 Normenreste von 8. 

Ist 3D= 2 (mod 4), so sind alle ungeraden Zahlen 
Normenreste von 4. 

Ist 2D=2, oder =6 (mod 8), so sind im ersten Fall 
die Zahlen 8n + 1, 8” — 1, im zweiten Fall die Zahlen 
8n 4 1, 8n + 3 Normenreste von 8. 

Ist 2D=35, 4, T (mod 8), so sind alle und nur die 
Zahlen der Form 4n + 1 Normenreste von 4 und von. 

5. Ist p eine ungerade Primzahl, und ein durch p 
nicht teilbares « Normenrest von p* (für irgend einen 
positiven Exponenten k), so ist a auch Normenrest 
vomyper- 

Zum Beweis sei 

N(o) = a + p*b, 
0, —=oa(l-+ xp"), 
worin x rational. Folglich 
No)=(+prb)(l + ep) 
a-+p*(b + ax) (mod pFt'), 
und wenn & aus der Kongruenz b+- ax = 0 (mod p) bestimmt 
wird, so folgt 


II 


N(o) =.a (mod pt). 
6. Ist D ungerade, so gilt dasselbe auch noch für 
EA, 
Denn in diesem Falle ist jedes ungerade a Normenrest von 8. 
Man setze also 


No)=at2@b >23, 
[m 
N(o,) = (a + #b) (1 + 2x) (mod 2*+1), 
und wenn man ax +b = 0 (mod 2) annımmt, so folgt 
N(o,) = a (mod tt), 


7. Ist D gerade und a Normenrest von 2 > 8, so Ist 
a auch Normenrest von #t1, 


\ 
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quadratischen Teiler von m, den man wieder in zwei teilerfremde 
quadratische Faktoren zerlegt, von denen der eine zu n, der andere 
zu n’ genommen . wird, und dadurch ändern sich (d, n) und 
(0°, n’) nicht. 

Man kann hiernach einen Charakter x(d,n) einer beliebigen 
zu @ teilerfremden Zahl folgendermaßen bestimmen. 

Man setze: 


(18) NEIEN, 
und verstehe unter e das Produkt der in n aufgehenden Potenzen 


solcher Primzahlen, die zugleich in ö aufgehen; dann ist & relativ 
prim zu 0’ und ’ relativ prim zu Ö, und man setze: 


(19) (6, n) = (0), e) (0, n‘), 
wodurch x(d,n) eindeutig und immer von Null verschieden be- 
stimmt ist. Ist dann (a, db, c) ein Repräsentant der Klasse A, 
so ist 
(20) 1, a0 + bzy+ ey) = 10,4), 
worin &, % beliebige ganze Zahlen mit oder ohne gemeinsamen 
Teiler sind, für die ax? + bxzy — cy? teilerfremd zu Q wird. 
Über das so definierte Symbol x(d,n) gilt eine Reihe von 
Sätzen, die wir noch ableiten müssen. 
6. Sind n, und % irgend zwei zu © teilerfremde 
Zahlen, so ist 


(21) 1(6, n.)2(0,%) = (0, Nın5). 
Denn setzen wir nach (18) 


’ ' 
N, = EN, N = &N5, 
so ıst 
NıNg = E85 NıNa, 
und dies geht in (18) über, wenn man n = nn, E = &&, 


n’ = nım setzt. Also folgt (21) aus $ 103 (8). 
7. Läßt man e die Reihe der Divisoren von n durch- 
laufen, und setzt n = ee, so ist 


(22) FACHES PH ER JE SEE 

Wenn die Formel (22) fürn = n, und n—=n, gilt, so gilt 
sie, unter der Voraussetzung, daß n,, n, relativ prim sind, auch 
für n— nn, [nach (21)]; sie braucht also nur noch für eine 
Primzahlpotenz n — p* bewiesen zu werden, wenn p nicht in © 
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aufgeht. In diesem Falle ist aber (D, p®) = (4, p‘) [8 85 (9)], 
und es ist also zu beweisen: 


4.1099) = Ben = = (0, DO: 


Geht nun p nicht in Ö auf, so ist 


(9, p*) = (9, p*), 
und wenn man rechts jedes Glied unter dem Summenzeichen mit 
(ö, p*=s)2 — 1 multipliziert, so erhält man übereinstimmend mit 
der linken Seite 


(9, pr) (A, p°). 

Geht aber p in ö und folglich nicht in ö’ auf, so ist x (Ö, p*) 
— (6, p"), multipliziert man also ebenso mit (d’, p°)2, so folgt 
das gleiche, wodurch (22) bewiesen ist. 

8. Ist x(d,n) von x(Ö', n) verschieden, so ist 
(23) NEN NO RI 

Denn da sich die beiden Summen nicht ändern, wenn Ö mit 
ö' vertauscht wird, so folgt dies aus (22). 

9. Sind Ö,, d, zwei Stammteiler von D und ö,d, Ihr 
symbolisches Produkt, so ist 
(24) (1, n) 2 (0, n) = X(dı 02 N). 

Diese Formel braucht wegen (21) nur für den Fall bewiesen 


zu werden, daß n eine Primzahl ist. 
Es ist aber symbolisch 


(9,05) = 0,0, — 0105, 
und hiernach ergibt sich (24) leicht aus der Definition (19). 


$ 105. Anwendung des Legendreschen Symbols. 


Will man sich der bekannteren Bezeichnung nach Legendre 
und Jacobi bedienen, so gestaltet sich die Sache folgendermaßen. 

Bedeutet ! eine ungerade Primzahl und a eine durch / nicht 
teilbare Zahl, so ist nach Legendre: 


() F)=+ı 


wenn a quadratischer Rest von | ist, 


Weber, Algebra. III. 2 
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wenn a quadratischer Nichtrest von ! ist, und nach der von 
Jacobi eingeführten erweiterten Definition dieses Symbols ist 


DR DEI /UIGE 


Ist ferner a ungerade, so ist 
67 ER) et 

_—) - (— 2 _—) = (— 8 
®) —)=9°, ()=cV°, 


und daraus, wenn a, d,... relativ prim zu m sind: 


B Eee) 


ist D eine Diskriminante und a eine zu 2D teilerfremde Zahl, 
die durch eine Form @ der Diskriminante D eigentlich dar- 
stellbar ist, ferner / eine in D aufgehende ungerade Primzahl, 





so ist der Wert des Symbols 5) nicht von der besonderen 


Zahl a, sondern nur von der Formenklasse A, zu der @ gehört, 
abhängig. Dasselbe gilt von 


(—) mod D=0,—4 (mod 16), 


(5) | () D=0, $] 


e Bu (mod 32). 


Hieraus lassen sich die Charaktere der Formenklassen 
zusammensetzen. 

Wir werden bei einer späteren Anwendung den Fall be- 
sonders zu berücksichtigen haben, daß D durch 4 teilbar ist. 
Wir setzen daher: 


(6) D-—- —4m}), 


und erhalten für diesen Fall, wenn /,T',... die verschiedenen 
in m aufgehenden ungeraden Primzahlen sind, die folgenden 
Charaktere: 


‘) Nach der Bezeichnung von Gauss: Formen erster Art der Deter- 
minante — m. 
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eh (7) .. . m=3 (mod 4), 
(7) ..  m=]1 (mod 4), 


m=4 (mod 8), 


(—) (7) (7) ... m=6 (mod 3), 
a) ..... m=2 (mod 8), 


>) 
7) DM 
Die Anzahl dieser Grundcharaktere ist, wie man sieht, gleich 
der in $ 104, 3. näher bestimmten Zahl A und die Anzahl der 
Vorzeichenkombinationen ist gleich 2%. 


Die Abhängigkeit zwischen diesen Charakteren kann man so 
darstellen. 


S 


=0 (mod 3). 


Ist 
m—=nm, D= 4 = —4n?m 
und n? die größte in m aufgehende Quadratzahl, so ist 
(8) = — mM, weonmM=3 (mod 4), 
= —4m „ mM’=1,2 (mod 4); 


im ersten Fall ist m’ ungerade und nicht gleich 1, also gleich 
einer der Primzahlen ! oder gleich einem Produkt aus mehreren 
von ihnen, und aus 


S-)-@=: 


worin das Reziprozitätsgesetz der quadratischen Reste angewandt 
ist, ergibt sich eine Relation zwischen den Charakteren. 
Im zweiten Fall ist bei ungeradem m’ 


ar ee 


und dies ist wieder ein Produkt mehrerer der Charaktere (7), 
und ist endlich m’ — 2m’ gerade, so ist 


air) 
a me a m’ I 
wo das Zeichen + so bestimmt wird, daß m’ = 1 (mod 4) wird. 


Also ist wiederum- die Anzahl der Geschlechter höchstens — 2-1. 
3° 
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$ 106. Die Geschlechter der Idealklassen. 


In $ 100 haben wir gesehen, wie wir aus einer Zahlgruppe 
im Körper & Einteilungen der Ideale in Klassen ableiten können, 
und wie für diese Einteilungen die Klassenzahl zu bestimmen ist. 

Wir wollen hier auch die Einteilung in Geschlechter aus 
diesem Gesichtspunkte betrachten. | 

Um unsere Betrachtungen gleich auf die Ordnungen aus- 
dehnen zu können, scheiden wir von dem Gebiet der natür- 
lichen Zahlen zunächst alle Zahlen aus, die mit irgend einer 
beliebig angenommenen Zahl 5 einen gemeinschaftlichen Teiler 
haben. 

Hierauf nehmen wir einen positiven rationalen Modul m, und 
nehmen in 5 unter anderen alle Primzahlen auf, die in m ent- 
halten sind. 

Damit sind also alle Zahlen ausgeschieden, die einen gemein- 
schaftlichen Teiler mit m haben. 

Aus den übrigbleibenden Zahlen und ihren Quotienten 
kann man eine Gruppe rationaler Brüche bilden, die wir mit 
Z bezeichnen wollen. 

Ersetzen wir (nach Gauss) eine Zahl a=-! durch die 
ganze Zahl, die, mit a multipliziert, eine der Einheit 
kongruente Zahl ergibt, so können wir die Lehre von 
der Kongruenz nach dem Modul m ohne weiteres auf 
die gebrochenen Zahlen Z übertragen. 

Sind dann a/b und a,/b, Brüche in Z, so ist a/b = a,/b,, 
wenn ab, = a,b im gewöhnlichen Sinne ist. 

Vereinigen wir also alle untereinander kongruenten Zahlen 
in Z in eine Klasse, so zerfällt Z in @(m)-Zahlklassen, deren 
jede durch eine ganze rationale Zahl repräsentiert werden kann. 

Ist M die Gruppe der Zahlen a aus Z, die der Bedingung 


a=1 (mod m) 


genügen, so sind die Zahlklassen (modulo m) die Nebengruppen 
zu M, und es ist 


(1) (4, M) = p(m). 

Wir betrachten nun, wie im $ 98, die Gruppen O der ganzen 
und gebrochenen Zahlen & des quadratischen Körpers 2, oder 
einer Ordnung [Q] dieses Körpers, von denen wir alle 
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Zahlen ausschließen, die im Zähler oder im Nenner nicht 
relativ prim zu S sind. (Im Falle der Ordnungen müssen 
die Primfaktoren des Führers 0 in S enthalten sein.) 

Wir bilden nun aus M einen Teiler A, in den wir alle 
Zahlen a aufnehmen, die einer Kongruenz 
(2) N(o) = «a (mod m) 
genügen, d. h. für die eine Zahl ® in O existiert, deren Norm 
mit a kongruent ist. 

1. Diese Zahlen heißen Normenr mt für den Modul m. 

Aus der Definition der Normenreste ergibt sich, daß die 
Normenreste der Multiplikation und Division gegenüber eine 
Gruppe bilden. 

Ferner ergibt sich, daß jedes Quadrat und jeder quadra- 
tische Rest (modulo m) zugleich Normenrest ist, daß also 
jeder Normennichtrest zugleich quadratischer Nichtrest 
ist. Aus der Gruppennatur von A folgt: 

Das Produkt aus Normenrest und Normenrest ist 

Normenrest. 

Das Produkt aus Normenrest und Normennichtrest 

ist Normennichtrest. 

Die Gruppe der Normenreste hat stets einen endlichen Index 
(Z, A), denn sie vereinigt in sich ganze Zahlklassen nach dem 
Modul m, deren Anzahl endlich ist. 


N 107. Zusammensetzung der Normenrestgruppen. 


Wir wollen zwei Moduln m,, m, betrachten, die zueinander 
relativ prıim sind, und bezeichnen die Gruppen der Normenreste 
von m, und m, mit A, und A,. Setzen wir für den Augenblick 


(ArA,yil 
und zerlegen 
(1) Z = A, + mA, +: + a4 
so können wir die 4, 4, -.... a„ durch beliebige nach dem 


Modul m, kongruente Zahlen ersetzen. Da m, und m, relativ 
1 a 1 2 
prim vorausgesetzt sind, so lassen sich, welches auch die rationalen 
Zahlen c; seien, rationale x; aus den Kongruenzen 
Y) 
u; tom = (mod m,) 
bestimmen, und man kann also die a; so wählen, daß sie in A, 
enthalten sind. Man kann also jede Zahl z ın Z als Produkt 
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einer Zahl in A, mit einer Zahl in A, darstellen, was wir sym- 
bolisch durch 

(2) DZ ANAE 

ausdrücken. 

Der Durchschnitt A der Gruppen A, und A, enthält alle 
und nur die Zahlen, die zugleich Normenreste von m, und von. 
m, sind, und wir beweisen, daß A die Gruppe der Normenreste m 
(3) Mm = MMs 
1st. 

Ist nämlich a eine Zahl, die zugleich in A, und in A, enthalten 
ist, so gibt es zwei Zahlen ®,, ®@, in OÖ, die den Bedingungen 
(4) N(0,)=.a (mod m,), 

N(o) = a (mod m,) 
genügen. Es lassen sich nun zwei rationale Zahlen x,, x, so be- 
stimmen, dab 
X, 1 (mod m), % =0 (mod m), 
0 (mod ms), = 1 (mod ms), 
und wenn wir dann also 


I 


0 = 4,0, 4 1,0% 
setzen, so ist 
N(o) = N(o,) = a (mod m,), 


0) = N(o,) =a (mod m), 
und da m, und m, relativ prim sind, so ist auch 
(6) N(o) = a (mod m), 


also « Normenrest von m. Umgekehrt ist ein Normenrest von 
m zugleich Normenrest jedes Teilers von m, also auch von m, 
und m,. 
Hieraus ergibt sich nun mit Hilfe der Sätze 13. und 14., 8 100: 
(Z, A) = (A414, A) = (ArAs, AA) = (Ay A), 
(Z, A) == (Z, 4,) (As, A) —— (Z, 4,) (Z, A;,), 
und wir haben die Beziehung: 
(7) (Z, 4) = (Z, Aı) (Z, A)). 
Damit ist die Frage nach den Normenresten auf den Fall 
zurückgeführt, daß der Modul eine Primzahlpotenz ist. 


$ 108. Normenreste der Primzahlpotenzen. 


Es sei O eine Ordnungsgruppe im Körper & (8 98) und P, 
die Gruppen der rationalen Zahlen, die relativ prim zur Diskri- 
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minante D dieser Ordnung und zugleich Normenreste einer Prim- 
zahl p in bezug auf diese Ordnung sind, d.h. der Zahlen a, 
die der Bedingung 

(1) N(o) = «a (mod p) 

für eine Zahl © der Ordnung O genügen. Es gilt zunächst 
der Satz: 

1. Wenn p nicht in D aufgeht, so ist jede Zahl win 
Z Normenrest. 

Es braucht dies nur bewiesen zu werden für den Fall, daß 
a ein quadratischer Nichtrest ist, da ja jeder quadratischer 
Rest zugleich Normenrest ist. 

Es sei also p ein in p aufgehendes Primideal des Körpers 2. 

Ist dann D quadratischer Rest von p, so ist p vom ersten 
Grade ($ 92), und jede Zahl ist nach dem Modul p mit einer 
rationalen Zahl kongruent. 

Da p nicht in D aufgeht, so ist das zu p konjugierte Ideal p’ 
von p verschieden, und wir können eine Zahl ® in OÖ finden, die 
den Kongruenzen: 

a (mod p), 
l (mod p’)) 
genügt (Bd. II, $S 166). Ist dann ®’ zu ® konjugiert, so ist 


E 
Il 


o=a o'=1 (mod p), 


N(o) = a (mod p). 
Ist aber D quadratischer Nichtrest von p, so ist p = p, und 


Dee ah Er 
D®: = —1 (mod p), folglich YD’ = — YD und für jede Zahl 
in O 


und folglich 


' 


(2) op @ (mod p), 
N (o) oP+1 (mod p). 

Ist nun y eine primitive Wurzel von p im Körper 2, so ist 
c= yP+! (mod p) eine primitive Wurzel von p im Körper der 
rationalen Zahlen (Bd. II, S 167). 

Setzen wir also 


II 


(3) az=yet)e.o= y” (mod p), 
so ist nach (2) N(®) = a (mod p) und unser Satz somit bewiesen. 
!) Setzt man ® = a-+£nQ, wo rn eine durch p, aber nicht durch p’ 


teilbare Zahl ist, so kann man die Zahl & aus der Kongruenz at+!7Q)=1 
(mod p’) bestimmen, und ® gehört wegen des Faktors Q zur Ordnung 0. 
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2. Ist p eine in D aufgehende ungerade Primzahl, 
so ist a dann und nur dann Normenrest, wenn a quadra- 
tischer Rest von 9 ist. 

Das ergibt sich unmittelbar aus der Bedingung für die 
Normenreste: 

(4) x? — Dy = 4a (mod p), 
die sich in diesem Fall auf «2 = 4a (mod p) reduziert. 

Die Primzahl 2 kommt nicht in Betracht, weil 2? = «a (mod 2) 

immer lösbar ist, wohl aber die Moduln 4 und 8. Ist D un- 


gerade, so ist D = 1 (mod 4), und die Bedingung für einen 
Normenrest a ist: 
are ee 





1 = a (mod 4) oder (mod 8), 
und diese Kongruenz ist für jedes ungerade a lösbar (durch 
gerade x, y), also: 

3. Geht 4 in D nicht auf, so ist jede ungerade Zahl a 
Normenrest von 4 und von ®&. 

Ist D durch 4 teilbar, so ist die Bedingung für einen 
Normenrest a die Möglichkeit der Kongruenz: 


(5) Er — = y= a (mod 4) oder (mod 8). 


Da a ungerade ist, so können x und Dy2/4 nicht beide 
ungerade sein. 
Geht man hiernach die einzelnen Fälle durch, so ergibt sich 


=0(mod8, a=1ll(mod 4), a=]1 (mod 8), 

= 1 (mod 8), keine Bedingung für a, 

= 2 (mod-8), a=-+1, —1 (mod 5), 
=3(md8, a=l(md4, a=-+1l, 5 (mod 3), 
=4(md8, a=1l(mdf4), a=-+1, 5 (mod 8), 
= 5 (mod 8), keine Bedingung für a, 

= 6 (mod 8), a=-+1, 3 (mod 8), 


=7(md8, a=el(md4, a=-+]1, 5 (mod 8). 


>) Sr SPS rl IS IS 
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Danach haben wir: 
4. Ist 3D=1 (mod 8), so ist jede ungerade Zahl 


4 
Normenrest von 4 und von 8. 

Ist ıD= 0 (mod 8), so sind nur die Zahlen von der 
Form 4n 1 Normenreste von 4 und die Zahlen der 
Form 8n 4 1 Normenreste von 8. 

Ist zD= 2 (mod 4), so sind alle ungeraden Zahlen 
Normenreste von 4. 

Ist 2D=2, oder =6 (mod 8), so sind im ersten Fall 
die Zahlen Sn +1, 8%» — 1, im zweiten Fall die Zahlen 
8n — 1, 8n + 3 Normenreste von 8. 

Ist zD=35, 4, T (mod 8), so sind alle und nur die 
Zahlen der Form 4n + 1 Normenreste von 4 und von 8. 

5. Ist p eine ungerade Primzahl, und ein durch p 
nicht teilbares a Normenrest von p* (für irgend einen 
positiven Exponenten Ä%), so ist a auch Normenrest 
voran 

Zum Beweis sei 

N (o) =4 
oo =o(l+ xp), 
worin x rational. Folglich 
N(@) = (a+ Pb) (1 +2), 
=a-+p*(b + aa) (mod pt) 

und wenn & aus der Kongruenz b + ax = 0 (mod p) bestimmt 
wird, so folgt 

N(o,) =.a (mod p*t!), 

6. Ist D ungerade, so gilt dasselbe auch noch für 
me. 

Denn in diesem Falle ist jedes ungerade a Normenrest von 8. 
Man setze also 


N(o) = a—+ 2b, k'3, 
en) (1 — x a) 
N (0,) = (a + %#b) (1 2*x) (mod 2*+h), 
und wenn man ax —- b = 0 (mod 2) annimmt, so folgt 
N(o0,) = a (mod tt), 


7. Ist D gerade und a Normenrest von 2* > 8, so ist 
a auch Normenrest von 2*t1, 
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Denn man setze 
N(o) =a- 2b, 
oa. = ol nalkııır), 
worin x rational. Dann ist 2k — 2 >k, und folglich 
N (o,) (a + 2:6) (1 + 2") (mod 2*t1); 
a+ (bb ax); 
ac +b = 0 (mod 2), 
N(o,) = a (mod 2*+1), 
Aus alledem ergibt sich nun folgender Satz: 
8. Ist eine Zahl r in Z quadratischer Rest jeder in 


D aufgehenden ungeraden Primzahl, und ist außerdem 
bei geraden D 


II 


wenn also 


so ıst 


r = 1 (mod 8) falls ge 0 (mod 8), 
Jr = +1 —1 (mod) „ 7 2 (mod), 

\ —= 1,3 (mod 8) = ee 6 (mod 8), 
by) r=—+1,—5 (mod 4) , 3 3, 4, 7 (mod 8), 


so ist r Normenrest von jedem beliebigen zu r teiler- 
fremden Modul m. 

Diese Zahlen r bilden eine Gruppe A, die wir die Gruppe 
der absoluten Normenreste nennen. 

Ist d ein fester quadratischer Nichtrest der ungeraden Prim- 
zahl p, und z eine Zahl in Z, so ist entweder 2 oder b-1z 
in der Gruppe der Normenreste enthalten. Ist also P die Gruppe 
der Normenreste von p*, so ist 

(Z, P) = 1, wenn p nicht in D aufgeht, 
(Z, P) = 2, wenn p in D aufgeht, 
ferner, wenn L die Gruppe der Normenreste von 2% ist: 
(Au): =1 (mod 4), 
D= 4, 20 (mod 32), 
Zi) =2, D= 8,12,16, 24,28 (mod 32), 
(Z,L) =4 D=0 (mod 32). | 

') Es ist nicht zu befürchten, daß das in $ 99 und in Bd. II, $ 21 

erklärte Symbol (Z, P) für den Index eines Teilers einer Gruppe mit dem - 


in $ 85 ähnlich bezeichneten erweiterten Legendre-Jacobischen Symbol 
verwechselt werde. 
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9. Bezeichnen wir also mit v die Anzahl der ver- 
schiedenen ungeraden in D aufgehenden Primzahlen, so 
ist nach $ 98, 12. 

(FIR, DE, = 1 (mod. 4), = 4 (mod 16), 
(ZR=2+H, D=8, 12, 16, 24, 23 (mod 32), 
(Zub) —, 27772202 007104032), 
oder allgemein 
(ZUR) 24, 
wo A dieselbe Bedeutung hat wie in $ 104, 3. 

Diese Zahl stimmt, wie man sieht, mit der Anzahl der 
Stammteiler von D überein, und aus 8. folgt, daß ein absoluter 
Normenrest r diese Eigenschaft behält, wenn r um ein Vielfaches 
von D vermehrt wird. 

Daraus der Satz: 

10. Die absoluten Normenreste sind in einer end- 
lichen Anzahl von arithmetischen Progressionen, die 
nach Vielfachen von D fortschreiten, enthalten. 

Die in D aufgehenden ungeraden Primzahlen und in den 
Fällen a) und b) von Nr. 8 die Zahl 8 oder 4 heißen die charak- 
teristischen Primzahlen und Primzahlpotenzen der Ord- 
nung. 


$ 109. Die Geschlechter der Ideale. 


Nach dem Vorigen können wir die Gesamtheit der rationalen 
Zahlen z, mit Ausschluß derer, die zu D im Zähler oder Nenner 
nicht relativ prim sind, in u Klassen (Nebengruppen) zerlegen, 
wobei 


(1) (Z, R) zm% 
der oben bestimmte Wert ist. Hiernach ist: 
(2) FREIE nd 5 Fk a U ESER m a ATeeR 


Wenn eine Zahl z in eine dieser Nebengruppen gehört, so 
‘ gehören alle mit 2 nach dem. Modul D kongruenten Zahlen in 
dieselbe Nebengruppe. 

1l. Die Hauptklasse R der Normenreste ist bei der 
Multiplikation und Division eine Gruppe. 

Gehört r in die Hauptklasse AR, so gehören zwei Zahlen 2 
und rz in ein und dieselbe Klasse. 

Die Gesamtheit der zu D teilerfremden ganzen "und ge- 
brochenen Ideale a des Körpers & bilden auch eine Gruppe 0. 
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12. Wir teilen die Ideale a in Geschlechter 6,@,,@,,-- 
ein, indem wir alle Ideale a,, deren Normen N(a,) in einer 
Klasse R, enthalten sind, in ein Geschlecht G, vereinigen. 

13. Die Ideale, deren Normen zugleich Normenreste r 
sind, gehören dem Hauptgeschlecht G an, und das Haupt- 
seschlecht ist selbst eine Gruppe. 

Wollen wir gleich die Ordnungen berücksichtigen, so müssen 
wir auch Äquivalenz nach der Ordnung [Q] zulassen ($ 100), 
was ja (für @ —= 1) die allgemeine Äquivalenz einschließt. Dann 
gilt das Folgende: 

14. Die Ideale der Hauptklasse gehören dem Haupt- 
seschlecht an, und äquivalente Ideale haben dasselbe 
Geschlecht. 

Denn ist a äquivalent mit a,, so gibt es eine Zahl 7 in [Q], 
für diea = na, ist; folglich ist N(a) = N(n)N(a,) und N (n) ist 
eine Zahl in R. Folglich gehören a und a, nach 13. in dasselbe 
Geschlecht. Die Geschlechter umfassen daher nicht bloß die 
einzelnen Ideale, sondern die Idealklassen. 

Damit eine Zahl a aus Z Idealnorm sein kann, ist eine 
gewisse Bedingung zu erfüllen. Ist nämlich 


(5) de EN (0), 
und zunächst a ein primäres ganzes Ideal, so ist nach $ 91 
(4) 1—=b? — 4ac, 


worin db, c ganze rationale Zahlen sind, und folglich ist 
(5) (A,aa=-l. 

Ist a nicht primär, sondern gleich ma, mit primärem a,, und 
“ —= N (ia), so ist a —= m?a,, und folglich muß nach $ 85, (15) 
auch hier die Bedingung (5) befriedigt sein, und das gleiche ergibt 
sich auch für gebrochene Zahlen, wenn Zähler und Nenner relativ 
prım zu D sind, wenn man in (5) a als ganzzahligen Repräsen- 
tanten seiner Klasse nach dem Modul D ansieht. 

Da es nun Zahlen a gibt, für die (4,a) = —1 ist, so 
kann nicht jede Zahl in Z Norm eines Ideals sein, und die Anzahl 
der Geschlechter ist also kleiner als u. Sie muß ein Teiler von 
u, d.h. eine Potenz von 2 sein, und folglich haben wir den Satz: 

15. DieAnzahl g der Geschlechter ist höchstens gleich 

| > (AR), 
also der Hälfte der in 9. bestimmten Zahl. 


$ 109. Die Geschlechter der Ideale. 397 


Daß diese Zahl wirklich die genaue Anzahl der Geschlechter 
ist, werden wir später beweisen. Wir bemerken hierzu noch 


folgendes: 
Die Tatsache, daß es für jedes / Zahlen a gibt, für die 
(I, a) = —1 ist, folgt aus dem Reziprozitätsgesetze der quadra- 


tischen Reste. Kann man, ohne dieses Gesetz vorauszusetzen, die 
Existenz solcher Zahlen a nachweisen, so läßt sich umgekehrt 
dadurch ein Beweis des Reziprozitätsgesetzes ableiten. In dieser 
Weise hat Gauss seinen zweiten Beweis dieses Gesetzes her- 
geleitet. (Vgl. Dirichlet-Dedekind, $ 152 ff.) 

Ist r ein Normenrest und Ö irgend ein Stammteiler von D), 
so ist 


(6) N(o) — ei — r (mod 6) 
und folglich, wenn r relativ prim zu Ö ist, 
(7) N) = +. 


Für ungerade ö ist dies evident, für die geraden folgt es 
leicht in den verschiedenen Fällen von $ 108. Wir setzen also 
allgemein, wenn z relativ prim zu D ıst: 

(8) 2@) = (9 2). 

Dann ist (6, r) = 1 für jede Zahl r der Gruppe der ab- 
soluten Normenreste, und allgemein ist 
(9) rd) = 1A). 

Für alle Ideale a des Hauptgeschlechtes, die zu D teiler- 


fremd sind, ist | 
[N (u)] = —1, 
und daraus folgt, daß x[N(a)] für alle Ideale a eines Ge- 
schlechtes einen und denselben Wert y(@) hat. 
Diese Funktionen sind also die Charaktere der Gruppe 
der Geschlechter. 
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Klassenzahl in quadratischen Körpern. 


$ 110. Fundamentale Einheiten in den Ordnungen. 


Die Theorie der Einheiten, die wir allgemein in Bd. II, $ 191 
auseinandergesetzt haben, nimmt für die quadratischen Körper 
eine einfachere Gestalt an, muß aber andererseits erweitert und 
für die Ordnungen ausgebildet werden. 

Die ganzen Zahlen der Ordnung O mit der Diskriminante D 
sind nach $ 96, (6) in der Form x; — x, 6 enthalten, worin 


= 14yD, wenn D=0 (mod 4), 
Ir I TrD „ D=1 (mod 4), 


und %,, &, ganze rationale Zahlen sind. 
Eine solche Zahl & ist eine Einheit, wenn 


(1) N(e) = (a + %9) (0 + 2:0) = +1 
ist. Hierfür ergibt sich die Bedingung 
(2) ee 
Ist D negativ, so kann hier nur das positive Zeichen stehen, 
und es gibt im allgemeinen nur die zwei Lösungen x — +2, 
y = (0 und in den beiden Ausnahmefällen die vier oder sechs 
Lösungen: 
Dr a = 2, =, 
a a ante: 
D=—3, a —=4r2, % —d, 
| gi 


Dr 7 
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Daraus folgt: 
1. Für ein negatives D gibt es im allgemeinen nur 
die zwei Einheiten 


e=4--1, ee —l, 
und für zwei besondere Fälle 
D=—-4e.=-+]1, —l, 4 —i, 
D=—3: ge =-+], —|l, 


1 = 1 Aa ) ‚208 ne 
au Ball sauglare EN ee 


Die von Null verschiedenen Zahlen der Ordnung O0 sind 
dann zu je zwei oder in den beiden Ausnahmefällen zu je vier 
oder zu je sechs assoziiert. 

2. Ist D positiv, so gibt es eine Lösung der Pell- 
schen Gleichung: 

PP Ders 
in der 7T und U positive und möglichst kleine Werte 
haben. Ist dann 
OT+UYD 
9 I 


Ad 


€ 


so sind alle Einheiten in der Form +:*’” enthalten, wo 
v die Reihe der Zahlen 0,1, 2,... durchläuft. 

Ist die Gleichung (2) für das negative Zeichen lösbar, so 
ist N(e) = — 1, und es hat +.*’” für gerade v eine positive, 
für ungerade v eine negative Norm. Ist aber (2) nur für das 
obere Zeichen lösbar, so haben alle Einheiten positive Norm. 
Unter den Zahlen y der Ordnung O, die nicht Einheiten sind, 
gibt es aber immer solche mit negativer Norm. 

Ist N (e) = — 1, so gibt es zu jeder Zahl y in O mit negativer 
Norm eine assoziierte mit positiver Norm. Ist aber N(e) = —-J1, 
so zerfallen die Zahlen y in zwei Klassen, von denen die eine 
positive und die andere negative Norm hat, und keine Zahl der 
einen Klasse ist mit einer der anderen Klasse assoziiert. 

Demgemäß betrachten wir nur die Zahlen y der Ordnung O0 
mit positiver Norm, unter denen y und +e*’y nur dann 
assoziiert sind, wenn 

NeseTyD 
De 


u 
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die fundamentale Einheit mit positiver Norm, also 7, U die 
kleinste positive Lösung von 

(3) T?— UD— +4 

1st. 

Bei positiver Diskriminante gibt es unendliche Scharen asso- 
ziierter Zahlen, und es kommt darauf an, durch eine passende 
Bestimmung von jeder dieser Scharen eine bestimmte auszuson- 
dern. Dazu bieten uns die allgemeinen Betrachtungen von Bd. I, 
$ 195 die Hilfsmittel, die wir jetzt auf unseren speziellen Fall 
anwenden. 

Es sei nach $ 98 


A=alh + 
eine Basisform in der Ordnung ca] eines Ideals a, das wir 
primär voraussetzen wollen und 


Haste, 


2 


iur 


\(4 

Uno 17 Pr %g 

mit ganzen rationalen #,, X, eine er a teilbare ganze Zahl y 
in [@] mit positiver Norm nebst ihrer Konjugierten y’, und da 
wir a als primär vorausgesetzt haben, so ist 

(5) GEN (ER 


Es sei ferner 


Der u 
em —, 
(6) > 
NR D 
w 2 


die fundamentale Einheit in O mit ihrer Konjugierten, die beide 
positiv sind und positive Norm haben. 
Wir bestimmen die Zahlen & und &, aus den linearen 


Gleichungen: 
&,loge + & = log|y], 
log + & — log|y'|, 
€ Yy 
811085 a log mi 
& — zloglyy, 
worin |y| den absoluten Wert von y bedeutet. 


(7) 
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Ersetzt man y durch eine assoziierte Zahl +e®y, so geht &, 
in & — % über, worin k eine positive oder negative ganze Zahl 
ist, und man kann also y unter den Assoziierten immer auf eine 
Weise so wählen, daß 


(8) er] 
wird. Die so bestimmte Zahl y ist dann die reduzierte 
Zahl. 

Beachtet man noch, daß die Gleichungen (7) sich nicht 
ändern, wenn y durch — y ersetzt wird, so folgt: 

3. In einer Schar assoziierter Zahlen gibt es immer 
zwei und nur zwei reduzierte Zahlen, die sich nur im 
Vorzeichen unterscheiden. 


Aus (7) ergibt sich, wenn &, der Bedingung (8) genügt: 


(9) 0<log 4 < loss, 





und daraus 
IE 
(10) 1 = 1y' | = g’ 


und umgekehrt folgen aus (10) wieder die Gleichungen (7) mit 
der Bedingung (8). 

Da wir überdies vorausgesetzt haben, daß y eine positive 
Norm haben soll, so haben y, y’ das gleiche Vorzeichen, und dieses 
ist positiv, wenn x, positiv ist. Denn dann ist y — y' — 2, YD 
positiv, und da |y| > |y'| ist, so müssen y und y’ positiv sein. 

In dem besonderen Falle x, — 0 ist y und y’ positiv, wenn 
wir x, positiv voraussetzen. Damit ist dann die in 3. noch übrig- 
gebliebene Zweideutigkeit beseitigt. 

Da also y und y’ positiv sind, so folgt aus (10): 


(11) ye—y!>0. 
Woraus nach (4) und (6): 
(12) 2aUn, — (T—- bIU) >00, >. 


Und diese Bedingungen, die wir die Isolierungsbedin- 
gungen nennen, schließen bereits in sich, dab y’ und folglich 
N(y) positiv ist. Denn nach (5) ist 

BSAIUMD| 
und demnach folgt aus (12): , 
par PD Der 

Damit ist bewiesen: 

Weber, Algebra. IH. 96 
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4. Ist a ein zu Q teilerfremdes Ideal, so liefert uns 
jedes den Bedingungen (12) genügende Zahlenpaar z,, ; 
eine durch a teilbare positive Zahl y mit positiver Norm 
der Ordnung [®] 


229 


(13) Re= de RreRVD, 


und unter diesen Zahlen sind keine zwei assoziiert. 


$ı1ll. Die Dirichletsche Grenzformel. 


Bedeutet £ eine positive Konstante, so ist durch die Be- 
dingung: 


(1) N(y) = alar +1 m +cr))<t, 
und, bei positiver Diskriminante, durch die Isolierungsbedingungen, 
in einer Ebene, in der &,, &, rechtwinkelige Koordinaten sind, 
ein Gebiet F} begrenzt, das bei negativer Diskriminante durch 
eine Ellipse, bei positiver Diskriminante durch einen Hyperbel- 
bogen und durch gerade Linien begrenzt ist. Die Punkte, deren 
Koordinaten z,, 2, ganze rationale Zahlen sind, heißen Gitter- 
punkte 

Einem ganzen System von assoziierten Zahlen, deren Norm 
positiv und kleiner als it ist, entspricht dann bei positiver Dis- 
kriminante ein Gitterpunkt in 7} und bei negativer Diskriminante 
zwei und in den beiden Ausnahmefällen vier und sechs Gitter- 
punkte. 

Bezeichnet Z; die Anzahl der Gitterpunkte in dem Gebiete 
F, und V die Fläche des Gebietes F;, so ist [Bd. 1I, 8 194, (6)]: 


1 
(2) BZ RT, 
worin A; mit unendlich wachsendem t nicht unendlich wird. 
Bei negativer Diskriminante erhält man V aus dem bekannten 
Flächeninhalt der Ellipse: 
27 


3 aM 
und bei positiver Diskriminante erhält man ihn am einfachsten, 


indem man nach $& 110, (7) an Stelle von x,, x, die Integrations- 
variablen &,, &, einführt, deren Grenzen 0,1 und — »,0 sind: 


2. J0g8i 
9 FD 
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Hiernach ergibt sich aus (2): 


s Lim — = ——, n 0, 
(5) aD = 
It 
—— m——) 7} 0. 
ay— D y 


und es ergibt sich also aus (5): 








h s—]1 1 
6 Lim —— — -—_logs, IEEERU, 
( ) as > (N y): ayD 8 iD. 
IT 
— D 0. 
ar 7 = 


Hier durchläuft y die Reihe der ganzen Zahlen der Ordnung 
[9%], die durch ein zu @ teilerfremdes primäres Ideal a teilbar 
sind, wobei jedoch von einer Schar assoziierter Zahlen immer 
nur ein Repräsentant, der jetzt beliebig gewählt sein kann, beizu- 
behalten ist (bei negativen D zwei oder vier oder sechs). 

Hierbei sind unter assoziierten Zahlen (nach der Ordnung 
[Q]) solche zu verstehen, deren Quotient eine Einheit der 
Ordnung @ ist. 

Wir wollen jetzt von den Zahlen y noch alle die ausschließen, 
die nicht relativ prim zu Q sind. Dann modifiziert sich die 
Summe (6) in folgender Weise: Ist r ein Primfaktor von @, so 
sind alle Zahlen der Ordnung [|], die zu r nicht teilerfremd 
sind, durch r teilbar, weil sie ja nach dem Modul r mit einer 
rationalen Zahl kongruent sind. 

Setzen wir also 
(7) yzryı 
so ist y, durch a teilbar, braucht aber nicht der Ordnung [®|, 


sondern nur der Ordnung B — [@,] anzugehören. Ist bei 


positiver Diskriminante &, die fundamentale Einheit der Ordnung 
[Q,], so ist 

(8) ii 

eine Potenz von &,, und es ist YD -— rYD.. Die Zahlen 

(9) ren. tb — De 


96 * 
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haben alle dieselbe Norm; sie sind ‚assoziiert nach [Q,], aber 
nicht nach [Q]. Demnach erhalten wir nach (6): 
s—1 r loge, 
m I aD a 
um daraus die auf die Zahlen (9) bezügliche Summe zu erhalten, 
hat man, da N(&) = 1, N(r) = r? ist, mit A zu multiplizieren 
und mit r? zu dividieren. Man erhält so: 





ers 1 
Lim —— —— log. 
Sm  voyD 8 
Zieht man dies von der Summe (6) ab und verfährt ebenso 
mit allen Primfaktoren r von @, so ergibt sich: 


(10) Lim I oyyy = II = aD log, D>0, 


und noch einfacher bei negativer Diskriminante: 


1 IT 
= 1 mi ———, D 0, 
Il ( ) a 2 “ 


worin sich die Summe nur auf die Zahlen y erstreckt, die 
zu Q teilerfremd sind, und das Produkt IZ sich auf alle 
Primfaktoren von r bezieht. Nur in den beiden Ausnahmefällen 
D= 4, D= —3 ist die rechte Seite der letzten Formel 
noch use 2 oder durch 3 zu dividieren. 

Zerlest man y in Idealfaktoren 


(11) Jaz=ad it, 
so durchläuft m alle Ideale einer bestimmten Idealklasse nach 
der Ordnung [®], die zu @ teilerfremd sind. Diese Klasse ist, 
wenn a in die Klasse A gehört, | 
Ms3= Ar 
und unter den Zahlen 
N(y) = aN(m) 
kommt im Falle der positiven Diskriminante jedes N(m) nur ein- 
mal, im Falle einer negativen Diskriminante zwei- oder vier- oder 
sechsmal vor. 
Demnach ergibt sich aus (10): 


Sl Sul 
(12) Lin I) ns = III) 2, los; DS) 
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und in den beiden Ausnahmefällen D —= —4, D—= —3 ist der 
letzte Ausdruck durch 2 oder durch 3 zu dividieren. 

Es durchläuft hierin mn die Gesamtheit der Ideale 
einer Klasse (nach [Q]), und man sieht, daß dieser Grenz- 
wert von dieser besonderen Klasse nicht abhängig ist. 

Es ist bisweilen zweckmäßig, in der Summe auf der linken 
Seite der Formel (12) nicht bloß solche Ideale von m auszu- 
schließen, die mit @ einen Teiler gemein haben, sondern auch 
die, die nicht teilerfremd zu / sind. Die Formel (12) gilt unter 
dieser Voraussetzung unverändert, wenn man unter den r der 
rechten Seite nicht nur die Primteiler von @, sondern alle Prim- 
teiler von 2) versteht. 

Ist nämlich r ein in D, aber nicht in @ aufgehendes Prim- 
ideal, so ist N(t) = r, eine in D, aber nicht in Q aufgehende 
natürliche Primzahl, und es ist N (tm) = r, N(m). Nimmt man 
also von der Summe der linken Seite von y die den rm ent- 
sprechenden Glieder noch weg, so kommt rechts der Faktor 


(ı — —) hinzu. 
Y] 


5. Der Grenzwert in der Formel (12) ist nur von der 
Diskriminante D, nicht von der besonderen Klasse M 
abhängig und ist stets von Null verschieden. 


$ 112. Klassenzahl. 

Wir nehmen nun eine Funktion F'(z) an, die übrigens nur 

für ganzzahlige Werte von 2 definiert zu sein braucht, von der 
wir voraussetzen, daß die unendliche Reihe 


(W ZF(Na), 
in der a die Gesamtheit der Ideale des Körpers 2& (oder nur 
einen Teil davon) durchläuft, unbedingt konvergent sei. Wir 
wollen, wenn es sich um Ordnungen [9] handelt, von a alle die 
ausschließen, die nicht relativ prim zu @ sind. 

Irgend eine natürliche zu @ teilerfremde Zahl m kommt 
dann unter den N(a) nach S 93, 4. 


S(A,n) 
mal vor, wenn n die Teiler von m durchläuft, und wir erhalten 
die Formel: 


De EF(No) = 22(4,n)F(m), 
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worin m alle positiven ganzen Zahlen, die zu Q relativ prim sind, 
und n für jedes m die Teiler von m durchläuft. 

Ordnen wir auf der rechten Seite von (2) nach n, so kommen 
für ein gegebenes n unter den m alle Vielfachen von n vor, und 
wir können auch setzen: 


(3) DV DIA, n) F(mn), 
worin jetzt m und n, voneinander unabhängig, alle natürlichen 


Zahlenwerte annehmen, die mit & keinen Teiler gemein haben. 
Ist im besonderen F' so beschaffen, daß 


(4) F(mn) = F(m) F‘(n) 


ist, so können wir (3) auch so darstellen: 


(5) EF(Na) = EF(m)&(4,n)F(n). 

Bei den Summen nach m und n sind die Zahlen aus- 
geschlossen, die mit @ einen Teiler gemein haben. 

Ebenso sind auf der linken Seite die Ideale ausgeschlossen, 
die zu Q nicht relativ prim sind. 

Die Formel (5) können wir zunächst anwenden, um aus den 
Formeln des vorigen Paragraphen die Klassenzahl zu bestimmen. 
Man erhält auf diese Weise auch das Verhältnis der Klassenzahl 
im Körper zu der Klassenzahl nach der Ordnung [9]. Da wir 
dieses Verhältnis aber schon auf anderem Wege bestimmt haben 
(8 100), so wollen wir uns hier auf die Klassenzahl des Kör- 
pers beschränken, d. h. wir wollen ® = 1 setzen. 

Setzen wir in (5) F(z) = 27°, so findet die vorausgesetzte 
. unbedingte Konvergenz statt, solange s > 1 ist. Multiplizieren 
wir aber mit s — 1 und lassen s in 1 übergehen, so können wir 
von $ 111, (12) Gebrauch machen. 

Diese Formel wenden wir in der ersten Fassung an, bei 
der m die zu @ teilerfremden Ideale der Klasse M durchläuft 
und r die Primfaktoren von ® bedeuten. Diese fallen also für 


Q —= 1 ganz weg, und m ist in der Summenformel: 
Se 1 
6 le le E05 
(6) my Tz lg, 41>0 
= IT EN 4:26 





ler 
keiner Beschränkung in bezug auf Teilbarkeit mehr unter- 
worfen. 
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Jeder Teil der Summe auf der linken Seite der Formel (5), 
der sich auf eine Idealklasse bezieht, gibt dann denselben Beitrag 
zu der Summe, und wir erhalten: 


(7) Lim (e — 1) I I) — Rn loss, 4>0 





7 

en De HER0. 
Hier ist A die Klassenzahl des Körpers 2, und um 
nicht immer wieder die beiden Ausnahmefälle 1 = —4, 
4A—=—-3 anführen zu müssen, wollen wir festsetzen, dab 


in diesen beiden Fällen, in denen die Klassenzahl 1 ist, 
unter k der Wert 5 oder % verstanden werden soll. 

So oft » ein volles Restsystem nach dem Modul 7 durch- 
läuft, ist 2(4,n) = 0 [$ 85, (22)], und folglich bleibt die Summe 
&(4J,n), wenn die n der Größe nach geordnet sind, wie weit 
auch n wächst, immer endlich. Danach ist der Satz Bd. I. 
$ 196, 1. anwendbar, nach dem 

ne ar (F,n) ne 
Tre 


ist. Andererseits ıst 








1 
Lim (s — ir et 
(Bd. II, $ 196, S. 723), und es ergibt sich aus (7): 
Be (A, n) 
hloge — YA Se RE 
©  ,(4,n) | 
ch er 
hx = y—4>) . A<O. 
Die Summe 
EENEED) 
N 
läßt sich in endlicher Form darstellen. Es ist nämlich nach 
S on 2): ve k _2nkri 
(9) Ve 221, I) en 
worin k ein vollständiges Restsystem nach dem Modul 4 durch- 
läuft und bei negativer Diskriminante YA = iYy— 4 zu setzen 


ist. Danach folgt: 
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und da 6 reell ist: 
1 


BIN. u: 1 SA h) SI + cos 
| En 
LEE) a da ‚h) D)- sin 


Die beiden unendlichen Reihen nach n haben aber bestimmte 
Werte, die Abel in der Abhandlung über die Binomialreihe aus 
der Potenzwickelung von log(l1 — z) abgeleitet hat, und die sich 
auch aus der Theorie der Fourierschen Reihen ergeben. Wird 
dann % positiv und zwischen O0 und +.S genommen, so ergibt sich: 


1 Ink ka 
Nr A ee e 9 . te 
a ar | 108 ( sin zu) 


Sana 237 5. - ) 
n —_A, = ,3 | 


Also ergibt sich aus (8) [mit Rücksicht auf 2(4,k) — 0]: 














k 
hloge = — &(4,k) log ee IE al): 
A 
(10) F 
De gz(4:h)k, Zu 


Für den Fall der negativen Diskriminante kann man den 
Ausdruck für h so umgestalten, daß er die Form einer ganzen 
Zahl annimmt. | 

Ist zunächst 7 ungerade (= 1 mod 4), so kann man die 
Zahlenreihe % so zerlegen: | 


v, —AI1-—v, A 


re RE en 
und erhält also, da hier (4,—v) = —(J,v) ist ($ 85), zwei 


Formen des Ausdrucks A: 


Re E(I,v)v + E(4,), 


2 
A 
h— SZ 2(420)v + E(a,n), 

woraus, wenn man - erste mit 2, die zweite mit (9,2) multi- 
pliziert und subtrahiert: 

(11) 2 — (4,2))h = &(4,»). 


Wenn also (4,2) = —1 ist, so muß die rechte Seite 
durch 3 teilbar sein. 
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Für den Fall eines geraden 4 zerlegt man %k in 
2 A 
Le 5% IE v, 0 = v 3 2 
und wendet die Formel an: 
AI 
(4 5 + v) — — (4,9), 


die sich aus den Sätzen des $ 85 leicht ergibt. 
Dann findet man zunächst: 


h—=12(A»), 


und wenn man die v nochmals zerlegt in 


A —4 


(Ay): 
Die Formel für positive Diskriminanten läßt sich mit Hilfe 


der Kreisteilungstheorie umformen, worauf wir hier nicht eingehen 
wollen. 


-$ 113. Die Anzahl der Geschlechter. 


Die Formel (5) des vorigen Paragraphen gestattet die Be- 
stimmung der genauen Anzahl der Geschlechter nach Dirichlet. 
Wir verstehen unter Ö irgend einen Stammteiler von D) und setzen: 


(1) N A Kal wo 2 relativ prim zu D ist, 


INA wenn z und Deinen gemeinsamen Teiler haben. 


Dann ist (6, Na) einer der Charaktere des durch a bestimmten 
Geschlechtes. Bezeichnen wir diesen Charakter also mit (6, A), 
so folgt aus 3 112, DE 


d,m ö,n 
e 35 > — Ze - m’ > —. 


Darin ist 9° — 07 und kann, da n relativ prim zu D ist, 
auch durch den Stamm von 0.1 ersetzt werden (nach der sym- 
bolischen Multiplikation in $ 104. Ist ö=1,o ist" = 4, 
a aan er AT Re 
Von den beiden Fällen d — 1, 6 — 4 abgesehen, behalten 
also die Summen auf der rechten Seite von (2) für s—= 1 einen 
endlichen Wert (die nach dem vorigen Paragraphen durch Klassen- 
zahlen der Diskriminanten d, 0° ausdrückbar sind). 

Auf der linken Seite von (2) durchläuft in der Summe nach a 
das Zeichen a die Gesamtheit der Ideale der einzelnen Klassen. 
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und die Summe Som über eine Klasse A ausgedehnt, hat 


für s—= 1 einen bestimmten von Null verschiedenen Grenzwert, 
der nach $ 111, 5. für alle Klassen der gleiche ist. Daraus folgt 
nach 2.: 


A 
(3) PIE IF 
außer wenn Ö = 1 oder = 4 ist, 

A 
(4) DHU YA) Fe, 


wenn 0 = 1 oder = 4. ist [weil (4,4) = 1, 8:104, (10)]. 

Ferner ist für jede Klasse A, des Hauptgeschlechts (d, A,) = 1, 
während es für jede Klasse A, die nicht dem Hauptgeschlecht 
angehört, wenigstens ein d, gibt, so dab (6, AA) = —1 ist. 
Daraus folgt, wenn 2% eis Anzahl der Stammteiler ist, 


(5) 20, A)=r, 


(8,4), = 5.(6 es y 
und da dd, zugleich mit Ö die Gesamtheit der Stammteiler 
durchläuft (wenn man Ö06, nach der symbolischen Multiplikation 
$ 104 reduziert): 


6,4) 20,4) = 2(,4), 


und wenn also (6,4) — —1 Ist: 
0) 
(6) ee 
Hiernach können wir die Doppelsumme 
A 
22(6,A) 
auf zwei Arten bestimmen. Es ergibt sich nach (3), (4): 
dA 
(7) 21 22(0, A) ran, 
und nach (5), (6): f 
A 
(8) 2 23(6, 4) — 29, 


wenn g9 die Anzahl der Klassen des Hauptgeschlechtes (und folg- 
lich jedes Geschlechtes) bedeutet. Die Vergleichung gibt: 
(9) = 9-19, 
also den Satz: 

6. Die Anzahl der Geschlechter ist genau gleich 
28,s0..h. gleich 2(7.5),S 10820 
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Elliptische Funktionen und quadratische Formen. 


$ 114. Singuläre Perioden der doppelt periodischen Funktionen. 


Bezeichnen wir mit (wu) eine doppelt periodische Funktion 
mit den Perioden ®,, @,, so besitzt, wenn n eine ganze Zahl be- 
deutet, g(nu) dieselben Perioden, und hierauf beruht die Multi- 
plikation der elliptischen Funktionen, die im sechsten Abschnitt 
betrachtet wurde. Es entsteht nun die Frage, ob sich nicht noch 
auf andere Weise ein Multiplikator u so bestimmen läßt, daß 
p(uu) die Perioden @,, ©, besitzt, ob also eine Multiplikation 
auch mit nicht ganzzahligem Multiplikator existiert. Dies wird 
dann und nur dann der Fall sein, wenn für ein System ganzer 
Zahlen a, b, c, © die Gleichungen bestehen: 


uo, = ao, + bo, 
U = co, + 00.. 
Setzen wir, um die darin enthaltene Forderung näher zu 
ergründen: 
[69] 
a 22 
09] 
und nehmen an, daß © einen positiven imaginären Bestandteil 
habe, so folgt: 


u—=a-+ bo, 
ICH; 30 ) 
& =; be | 
Solange » als variabel betrachtet wird, ist diese Gleichung 
nur möglich, won db =c = 0, a = 0 und u also eine ganze 


Zahl ist. 
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Ist dagegen die Gleichung (1) nicht eine identische, so ist ® 
die Wurzel einer ganzzahligen quadratischen Gleichung: 
(2) bo? + (u — 0) —c—=(, 


also, wenn wir 


a—be—=n 
m = —4be — (a — 6? = 4n — (a- 09) 
setzen, so ist 
m=0 oder =—.1 (mod 4), 


und es ergibt sich: 


ee 
bb 


ad 


(I), 
_ a+d+Y- m 
9 I 
Goran —m ha ea 
iu mw: Aare N ae 2 
u — (a+oO)u+n=0. 


Damit ® einen positiven imaginären Teil habe, muß m und 
umsomehr also n positiv sein, und u ist eine komplexe, ganze, 
algebraische Zahl. Daher erklärt sich die Bezeichnung komplexe 
Multiplikation. 

Wenn nun umgekehrt ® einer quadratischen Gleichung 


(3) A®tBotCl=0 
genügt, worin A, BD, Ü ganze Zahlen sind, und die Diskriminante 
(4) D= DB —4AC 


negativ ist, so ist © nicht reell, und in einer der beiden Wurzeln 
von (3) ist der imaginäre Teil positiv. Diese soll für © genommen 
werden. Es heißt dann & eine Wurzel der quadratischen Form 
(AB 
Unbeschadet der Allgemeinheit können A, .B, Ü ohne gemein- 

samen Teiler und A, C positiv angenommen werden. Es lassen 
sich dann für © unendlich viele Relationen von der Form (1) [oder 
(2)] aufstellen. Man hat nur, wenn x eine ganze von Null ver- 
schiedene Zahl ist, zu setzen: 

DESKAR; 
(5) en HOR, 

a—0—= Ba. 
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Setzt man noch 





(6) a #5 0= Y, 
so folgt: 
ahyn Ba 
IF ARE, 
(7) b— As, 
e=— (x, 
_y4— Bi 
= ai: 


woraus sich, wenn 
ao—be—n 
gesetzt wird, ergibt: 
(8) 4n — y? — Di. 
Die Zahl n wird also in die beiden komplexen ganzzahligen 


Faktoren vi Ei 
_y+alD y-ayD 
TA 


n 


zerlest. Für & und u findet sich noch: 


BEN Don 20 
SErEET Te Fen 
/N 
v=a-bo —. 


Die hier eingeführten Zahlen x, y sind nur an die eine Be- 
dinsung geknüpft, daß y—- Bx und folglich auch y — Dx 
gerade Zahlen seien, damit a, © nach (7) ganze Zahlen werden. 
Ist also D gerade, so muß y gerade sein, während x beliebig 
ist; ist D ungerade, so sind x und y beide gerade oder beide 
ungerade anzunehmen. Nach (4) kann man diese Unterscheidung 
auch so ausdrücken: | 

1) It D=0 (mod 4), soisty=0 (mod 2), 
2) It D=1 (mod 4), soist y=x (mod 2). 

Sollen bei gegebenen A, B,C die Zahlen a, b, ce, © ohne 
gemeinsamen Teiler sein, so kommen noch andere Bedingungen 
hinzu: 

Aus (5), (6) folgt, daß jeder gemeinsame Teiler von a, b, 
c, © auch Teiler von & und y ist; umgekehrt ist jeder gemein- 
same Teiler von & und y auch Teiler von 5, c, 2a, 20. Sollen 
also a, b, c, © ohne gemeinsamen Teiler sein, so können x und y 
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keinen größeren gemeinsamen Teiler haben als 2. Haben x und 
y den größten gemeinschaftlichen Teiler 2, so sind d und c gerade 
und a, b, c, © sind dann und nur dann relativ prim, wenn a und &, 
also auch n —= ud — bc ungerade sind. 

Die Gleichung (8) hat, wenn wir von dem interesselosen Fall 
n — 1 absehen, keine diesen Bedingungen genügende Lösung, in 
der x = 0 ist. Ändern wir aber die Vorzeichen von x, y zugleich, 
so gehen a, b, c, © nach (10) in —a, —b, —c, — 0 über, und die 


Gleichung (1) ändert sich nicht. Die Transformation (# ) bleibt 


p) 
also ungeändert. 


Wir nennen jetzt der Kürze wegen eine Lösung der Glei- 
chung (8) eine eigentliche Lösung und n = +(y? — Dx?) eine 
eigentliche Darstellung von n, wenn x und y den folgenden 
Bedingungen genügt: 

x ist positiv. 

Der größte gemeinschaftliche Teiler von x und y ist 
1 oder 2 

Ist er = 2, so ist n ungerade. 


Wenn nun ® einer gegebenen Gleichung (3) genügt, so ist 


durch jedes System = 3 eine eigentliche Lösung von (8) ein- 
>, ; 
deutig bestimmt. Denn nach (5) ist x der größte gemeinschaft- 
liche Teiler von db, c, «a — 6, und durch (6) ist y bestimmt, und 
andererseits ist aus einer eigentlichen Lösung von (8) durch (7) 
das System a, b, c, © vollständig bestimmt. Es ist aber noch 
die Frage zu entscheiden, ob zwei verschiedene eigentliche 
an: b 7 
Lösungen x, y und &', y' zu äquivalentem System “ ar ie: m 
= I I 
führen können. Unter äquivalentem System sind hier nach $ 28, 
S 55 zwei solche zu verstehen, bei denen 


abi a, a,b 
0) (e c) “ e 2) ” ) 
0, P 
y,Ö 
(10) eo — By —=|l. 
Wenn wir beide Seiten der Gleichung (9) von rechts mit 


ist, wenn ( ) eine lineare Transformation ist, also 


0, —b f 
( s zusammensetzen, so ergibt sich: 
re 
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Wr — bo, —ab—- EN Ri ve 
ec — 0, — db-+0a) \ny, nö)’ 
oder, wenn wir für a, d, c, ö die Ausdrücke (7) und für a’, b’, c', © 
die entsprechenden 
’ B ac’ 
‚_Y a er 


U 


(Ahe e 
(0 ' — 3 = 
setzen: 
yy — DxxX® + Day — y«) aryzV® 
4 i 2 a ee a: 
BA? Ark ru Eu 2% n0 


Daraus folgt: 


4na — yy — Dax + B(&'y— yx), 
2np = Aldy— yo), 

any = -C&y— yo), 

4nö — yy' — Dxx' — B(ay — y'e), 








2n(a — 6) = Bay — y'x), 
2n(& +6) = yy' — Dax. 
Da nun A, B, Ü ohne gemeinsamen Teiler sind, so folgt, daß 
xy — y’x durch 2n teilbar sein muß, und nach der letzten 
Gleichung ist auch yy’— Dxx’ durch 2n teilbar. Also setzen wir 


(11) 


und erhalten: 


ey—- yre=2n}, 
yy — Dx« = 2nn 


Me N! 


a 


I 


2 
woraus nach (10) folgt: 
(12) — DE? —=4. 
Lösen wir die Gleichungen (11) nach & und y’ auf, so 


folgt: 
Aa — &y a N%, 


13 
13) 2y=ny+ Dia. 
Ist — D> 4, so hat (12) nur die beiden Lösungen 


Weber, Algebra. III. 97 
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und daraus ergibt sich, da x und x’ positiv sein sollen: 
ua, y=y, n=+2) 
Ist aber — D = 4, so hat (12) außerdem noch die Lösung 
e=t+l, N), 
und es folgt aus (13): 


y—= 72%, 
Y 

ae —— 

#% em; 


und das Zeichen von n ist so zu bestimmen, daß x’ positiv wird. 
Ist endlich — D — 3, so haben wir außer (14) die Lösungen 
een tl vi: 
worin zunächst beide Zeichen beliebig sind. 
Dann folgt aber aus (13): 
U, 
+2 =y7F3n, 
und man kann die Vorzeichen auf zwei Arten so wählen, daß x’ 
positiv wird. Wir haben also den Satz: 
I. Bei gegebener Gleichung (5) führt jede eigent- 
liche Lösung der Gleichung (8) zu einer Trans- 


a,b 
formation vs s) von der nten Ordnung. Verschie- 
I 
dene Lösungen von (8) führen im allgemeinen zu 


nicht äquivalenten Systemen ( >) In den beiden 


I 


Ausnahmefällen D = —4 und D—= —3 führen je 
zwei oder je drei verschiedene Lösungen von (8) 
zu äquivalenten Systemen. 

Bezeichnen wir mit % eine Zahl, die im allgemeinen gleich 
der Zahl der eigentlichen Lösungen von (8) ist, für D= — 4 
und D—= —3 aber die Hälfte oder ein Drittel der Zahl 
dieser Lösungen, so können wir das Theorem I. so fassen: 

II. Aus einer Gleichung (35) können wir k nicht äqui- 


8: e) ableiten, die der Gleichung 


valente Systeme (& } 


(1) genügen. 


$ 115. Die singulären Werte der Invariante j(w). 


Die Frage, die zunächst unser Interesse in Anspruch nimmt, 
ist die nach den Werten der Modulfunktionen von ® für die 
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besonderen Werte des Arguments ®, die wir im vorigen Para- 
graphen betrachtet haben. Von diesen hängen die Moduln der 
elliptischen Funktionen ab, die eine komplexe Multiplikation zu- 
lassen. Sie heißen nach Kronecker singuläre Moduln. Wir 
werden dementsprechend auch von den singulären Werten 
der Modulfunktionen, insbesondere von den singulären In- 
varıanten j(®) sprechen, und verstehen darunter die Werte, die 
diese Funktionen annehmen, wenn ® die Wurzel (mit positiv 
imaginärem Bestandteil) einer quadratischen Form mit nega- 
tiver Diskriminante ist. 

Wenn ® der Gleichung (3), $ 114, genügt und a, db, c,0,n 
wie im vorigen Paragraphen bestimmt sind, so folgt zunächst: 


() io) = (2), 


und wenn also 
(2) are 0 


die zum Transformationsgrad n gehörige Invariantengleichung ist 
(8 69), so ist (2) befriedigt, wenn «a, db, c, © ohne gemeinsamen 
Teiler sind und 


(3) fu > Meg) ‚une (oe) Be 


gesetzt wird. Danach gelangen wir zu dem ersten Hauptsatz 
dieser Theorie: 


Ill. Der singuläre Wert 
ie) 
ist eine Wurzel der algebraischen Gleichung: 
(4) REN 


Ist umgekehrt « eine Wurzel der Gleichung (4), so ist, wenn 
o aus der Gleichung j(®) = u bestimmt wird, einer von den der 
Gleichung (2) genügenden Werten von v gleichfalls — u, und es 
besteht also eine Gleichung von der Form (1); diese hat nach 
S 53 zur Folge, dab ® mit er äquivalent ist, und daraus 
ergibt sich eine Gleichung von der Form $ 114, (3). Also haben 
wir die Ergänzung zu UL: 


IV. Jede Wurzel von (4) ist eine singuläre Invariante. 
21 
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Ist r eine Variable mit positiv imaginärem Teil, und v gleich- 
falls eine Variable, so zerfällt F„[v, jJ(r)] nach 8 69 in die 
linearen Faktoren 





worin hi 3) ein vollständiges Repräsentantensystem nicht äqui- 


valenter Transformationen nten Grades durchläuft, und folglich 
kann F,(w, w) in die Faktoren 


6) ia -3() 


zerlegt werden, wenn u — j(r) gesetzt wird. 

Aus dem Theorem IL, $ 114, aber folgt, daß, wenn ir r—=o 
setzen, % von den Faktoren (5) verschwinden. Wir können aber 
auch .noch folgern, daß der Quotient 


.([e + Or 
3) — 3@) 
für J(r) = jJ(o) endlich und von Null verschieden bleibt. Denn 


differentiert man Zähler und Nenner nach r und setzt dann 
t — ©, so ergibt sich der Grenzwert: 








N EA YDx 
(a +50? y-+YyDz' 
der von Null verschieden ist. 

Die Invariante j(o) bleibt unverändert, wenn ® durch eine 
äquivalente Zahl ersetzt wird, hat aber für jede andere Zahl » 
einen anderen Wert. Sie gehört also nicht zu der individuellen 
Form (A, B, C), sondern zu der ganzen Klasse äquivalenter 
Formen, und wird darum die Klasseninvariante genannt. 

Ferner ist die Zahl % nicht von den Koeffizienten A, BD, C, 
sondern nur von D und n abhängig, und ist daher für alle primi- 
tiven Formen der Diskriminante D dieselbe. Wir führen nun die 
folgende Funktion der Variablen « ein: Es bedeute @,, @3, ..., @n 
ein vollständiges System nicht äquivalenter Zahlen der Diskrimi- 
nante D, also das System der Wurzeln eines Systems nicht 
äquivalenter Formen (A, B, ©) der Diskriminante D. Wir setzen 


MD) Hu) = [u — 5(01)] [u — 5(@3)] -.- [u — son) 


1 
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worin, wie wir jetzt öfter tun werden, 
(8) m — —D 
gesetzt ist, so daß m eine positive ganze Zahl bedeutet. 

Diese Funktion, die für die Folge sehr wichtig ist, heißt die 
Klassenfunktion. Die Wurzeln der Gleichung 
(9) FR) UV 
sind die Klasseninvarianten der Diskriminante D —= — m, und 
diese Gleichung heißt darum die Klassengleichung. 

Der Grad h der Klassengleichung ist gleich der Zahl primi- 
tiver Klassen der quadratischen Formen der Diskriminante D. 
Wenn man nun die Quotienten (6) betrachtet, so ergibt sich aus 
alledem: 

V. Die Funktion F,(w, w) ist durch [H„(w)]* teilbar, und 

der Quotient ist relativ prim zu H„(u). 

Hiernach läßt sich die Funktion F„(w, «) in Faktoren zer- 
legen, und es ergibt sich, wenn © eine Konstante ist, die gleich 
den Koeffizienten der höchsten Potenz uY von u ist: 

(10) Boeay OHEU Hr AUG (WU) re 

wenn sich das Produkt auf alle die positiven ganzen Zahlen m, 
m’, m’, ... erstreckt, für die Gleichung $ 114, (8) 

(11) 4n = y? + ma? 

eigentliche Lösungen zuläßt, und k, k', k”,.... jedesmal die Anzahl 
dieser Lösungen bedeutet (mit der dort angegebenen Modifikation 
in den beiden Ausnahmefällen D—= —4,D— —3B). 

Es ist zunächst der Grad N der Gleichung F,„(u, u) zu be- 
stimmen. 

Wenn wir die Repräsentanten in (5) wie in $ 69 auswählen, 
so wird 


(12) R.UO JO) = |; er ok 


Hierin bedeutete a, © alle der Bedingung «0 — n genügen- 
den Paare positiver ganzer Zahlen, und c durchläuft ein Rest- 
system nach dem Modul a, mit Ausschluß solcher Werte, die zu 
dem größten gemeinschaftlichen Teiler e von a und 9 nicht relativ 
prim sind, so daß die Anzahl der Werte von c, die zu einer Zer- 
legung von n in die beiden Faktoren « und 0 gehören, gleich 
a@(e):e ist. Ist nun N der Grad von F„(w, u) und C der Koeffhi- 
zient der höchsten Potenz von «, so beginnt die Entwickelung 
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von P„[3(®), j(r)] nach Potenzen von q = e*'@ mit Cq 23 
[$ 69, (@)] 

Wenn wir also die Faktoren der rechten Seite von (12) in 
gleicher Weise entwickeln, so können wir sowohl C als N be- 
stimmen. 

Für einen Faktor der rechten Seite von (1) 


ia) 


haben wir folgende Anfänge der Entwickelung 

20 _2ric 

1. eg 0% 

2. ra 0<a, 
2TrÜIcC 

De lı oe } Du 


Nehmen wir zunächst an, n sei kein Quadrat, so kommt der 
Fall 3. nicht vor, und es ist 


N=z% Ns, 9 (e), 
ae ee 











oder, was dasselbe ist, 


(13) N—-22/ 270) 
2>a® 
C ist nach 1. jedenfalls eine nte Einheitswurzel, und da es 
zugleich eine rationale Zahl ist, so muß es —= +1 sein. 
Ist sodann n ein Quadrat, so kommen p(Yn) Faktoren von 
der Form 3. vor und es ergibt sich: 


(14) N=22%9)+ PM). 


C ist hier zwar auch von Null verschieden, aber nicht gleich 
+1. Den Wert von © brauchen wir in diesem Falle nicht näher 
zu bestimmen. (Er ist, wie aus der Kreisteilungstheorie folgt, 
immer ein Teiler von Yn). 

Wenn im besondern n eine Primzahl ist, so ist 
(15) Nenn. 

Man kann über & und y immer so verfügen, daß unter Ein- 
haltung der Bedingungen 8 114 n — 1(y2 +4 mx?) kein Quadrat 
wird. Zu dem Ende nehme man x durch 4, y durch 2, aber nicht 
durch 4 teilbar, und überdies y ohne ungeraden gemeinsamen 
Teiler mit mx? an. Ist dann i(y?2 + mx?) ein Quadrat M?, so 
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hat es einen ungraden quadratischen Primteiler p?, der nicht 
in y2 aufgeht, und es ist 
(y— 4Ap)? + mx2 = 4M?-- 8Ayp —+ 1642 p3, 

und diese Zahl ist, wenn A nicht durch p teilbar ist, zwar durch 
p, aber nicht durch p? teilbar, und kann also kein Quadrat sein. 
Überdies kann man über A noch so verfügen, daß y + 4Ap mit 
x keinen ungeraden gemeinsamen Teiler hat, daß also die Be- 
dingungen $ 114 erfüllt sind. Demnach genügt j(®) für jedes m 
einer Gleichung F, (wu, u), nder C=+1 ist, und daraus folgt 
nach. Da. Il, 8149: 


VI. Die Klassenvarianten sind ganze algebraische 
Zahlen. 


$ 116. Klassenzahlrelationen. 


Wenn man den Grad, wie er sich hiernach für beide Teile 
der Gleichung (10), $ 115 ergibt, gleich setzt, so erhält man die 
Formel 


(1) N—=hk+-Wk" NK" — ---, 
(2) Zhk == 2x. yp(e) At p(Yn), 


worin p(Yn) — 0 zu setzen ist, wenn n kein Quadrat ist, und 
N durch (13), (14) oder (15) des vorigen Paragraphen bestimmt 
ist. Dies ist die Kroneckersche Klassenzahlrelation, der 
wir noch eine etwas bequemere Form geben wollen ?). 

Wir fassen neben n alle Werte n’ ins Auge, die aus » durch 
Fortheben eines quadratischen Faktors entstehen, bilden für sie 
die Gleichung (2) und addieren alle so gewonnenen Resultate. 
Dabei ist nur, falls n ein Quadrat ist, der Wert nv" —=1 aus- 
zuschließen, weil F\ (u, u) —= 0 ist. 

Es sei also Ö2 irgend ein von n selbst verschiedener quadra- 
tischer Faktor von n und 

nu ==n402, 

Zerlegen wir n’ in zwei Faktoren »n’ = a’6’ und bezeichnen 

mit e' den größten gemeinschaftlichen Teiler von 0’ und a’, so ist 


!) Die Klassenzahlrelationen, von denen die hier abgeleitete nur der ein- 
fachste Fall ist, sind von Kronecker entdeckt (Crelles Journal, Bd. 57) und 
von Gierster (Mathematische Annalen, Bd. 21, 22) und Hurwitz (ebenda 
Bd. 25) bedeutend verallgemeinert. 
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? oe v d n' I 
@) zu = 22.2 So) +&r(m), 


wenn Ö? alle quadratischen Faktoren von n (mit etwaiger Aus- 
nahme von n selbst) durchläuft. 
Setzen wir nun 

NOS eR HEINO a a ChOIT— Te, 
so ist a0 —n, und e ist der größte gemeinschaftliche Teiler von 
a und 0; zugleich hat 0’ > a’ zur Folge, daß 9 > a ist. Um- 
gekehrt erhält man aus jeder Zerlegung «0 von n und jedem 
Teiler e' von e eine Zerlegung «a’0’ von n’, wobei 


e 4 de’ ae 
0 u o Fr a’ — 
e e E 


wird. Demnach ist 
N a 0 n o 2 
(4) ZN Ze Zu 


Hierin machen wir nun Gebrauch von der zahlentheoreti- 
schen Relation: &@(0) —= n, worin sich die Summe auf alle Divi- 
soren von n bezieht. Nehmen wir zunächst an, daß n kein Quadrat 
sei, so sind auch alle n’ keine Quadrate und op (Yn’) —/02 >Als0 
erhalten wir wegen Zg@(e) = e 
(5) DEN 22 D: 

0» >VYn 

Wenn dagegen n ein Quadrat ist, so durchläuft e noch 
immer die sämtlichen Divisoren von e, Yn’ aber die sämtlichen 
Divisoren von Yn, mit Ausnahme von 1; danach ergibt sich für 
diesen Fall: 

(6) ZN —=229+Yn—1. 
8° >Yn 

In beiden Fällen durchläuft 0 die sämtlichen Divisoren von 
n, die größer als Yn sind. 

Wir haben nun noch die Summe der Ausdrücke Zkh für 
die verschiedenen Werte von n’ oder ö zu bilden. Setzen wir 
aber n — Ö?n’, so erhalten wir aus jeder eigentlichen Lösung von 
(7) 4n’ — y? —+ ma’? 
durch Multiplikation mit Ö? eine (wenn ö6 > 1 ist, uneigentliche) 
Lösung von 
(8): 4n — y? + ma2, 
nämlich 

VOR 
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Ist umgekehrt irgend eine Lösung x, y von (8) gegeben, so 
ist 4n durch das Quadrat eines jeden gemeinschaftlichen Teilers 
von x und y teilbar. Wir bezeichnen mit ö den größten gemein- 
schaftlichen Teiler von x, y, dessen Quadrat zugleich Teiler von 
n ist, der also entweder gleich dem größten gemeinschaftlichen 
Teiler von x, y oder gleich der Hälfte desselben ist, und setzen 


NEON MN == Oh 


und erhalten so eine eigentliche Lösung von (7). 

Wenn wir also für —m alle Diskriminanten setzen, für die 
die Gleichung (8) überhaupt Lösungen hat, und mit % die Anzahl 
dieser Lösungen (mit positivem x) verstehen, ferner mit h(m) 
die Klassenzahl primitiver Formen der Diskriminante — m, so 
ergibt sich die Formel 


(9) Zkh(m) = 220, 


wenn n kein Quadrat ist, 
— 93394 mn —ı], 
wenn n ein Quadrat ist. 

Hier ist noch daran zu erinnern, daß in den beiden Aus- 
nahmefällen m = 3, m =4 unter k in $ 115 nur der dritte 
Teil oder die Hälfte der Zahl der eigentlichen Lösungen von (8) 
verstanden war. 

Diesem Umstand wollen wir jetzt dadurch gerecht werden, 
daß wir unter k die Gesamtzahl der Lösungen von (8) ver- 
stehen, aber 

hö)=y IY)=; 
setzen [statt (3) = 1, h(4) =1]. 

Es ist ferner zu bemerken, daß bei der Bildung der Summe 
(9) die zu dem Wert n’ —= 1 gehörigen Lösungen nicht mitgezählt 
sind. Dies kommt nur für den Fall in Betracht, daß n ein 
Quadrat ist. Es hat dann die Gleichung (7): 


4 — y’? 4 ma? 


nur die folgenden eigentlichen Lösungen: 


U 


er 
N Er lR a 


I 


Dim wm 


’ 


und es würde also, wenn man diese Ausnahme beseitigen wollte, 
zu (9) noch zu addieren sein: 


- 
u 


Zkh, aufn —=1 bezogen, =5+3 =. 
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Demnach lautet jetzt die Formel 
(10) Zkh(m) = 220, 

n kein Quadrat, Yu 
—220-+ yn ar? 
n ein Quadrat. 

Die Summe auf der linken Seite von (10) zerlegen wir in 
ihre einzelnen Bestandteile, indem wir jede Lösung der Gleichung 
(8) besonders nehmen. Dann bekommen wir eine Summe von 
Ausdrücken h(m), wo aber dasselbe m so oft vorkommt, als (8) 
Lösungen hat. Eine der Lösungen ergibt aber 


4n — y? 
ee 


und diese kommt, wenn y — 0 ist, einmal, wenn y von Null 
verschieden ist, zweimal (mit + y und — y) vor. Es ist aber 
die Anzahl der primitiven Klassen der Diskriminante — m gleich 
der Anzahl der nicht primitiven Klassen der Diskriminante — x? m 
vom Teiler x, und wenn wir also jetzt (zum Unterschied von der 
vorigen Formel) mit (m) die Gesamtzahl der Klassen von der 
Diskriminante — m (primitiven und imprimitiven) verstehen, so 
erhalten wir aus (10): 


(11) h(an) + 2h(an—1) + 2h(an—4) + 2h(an—9) + --- 


ZANER, (n kein Quadrat), 
»>YVYn 
== = o+ yn+!, (n ein Quadrat). 


Darin ist links die Summe der h(4n — y?) so lange fortzu- 
setzen, als 4n — y? positiv bleibt, und rechts durchläuft 9 alle 
Divisoren von n, die größer als Yn sind. 

Dabei ist jedoch zu beachten, daß die Formen (%,0,&) 
nur je mit 3 und (x,x,x) mit 3 in Rechnung zu setzen 
sind, weil sie aus den Darstellungen von 4n durch die Dis- 


kriminante m —= — 4, — 3 hervorgehen. 
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Wir kehren jetzt wieder zurück zu der Gleichung (10), $ 115, 
um daraus die Natur der Koeffizienten der Klassengleichung 
H,„(w) = 0 abzuleiten. Zunächst aber betrachten wir die beiden 
speziellen Fälle: m —= 4 und m —=3. 
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Setzen wir wie in $ 54, (4) 


Y2(@) = Yj(@), 93(0) = Vj(w) — 1728, 
so ergibt sich aus $ 54, (14): 


Ya GM) = —9() also »lÜ) = 0. 

Es ist ferner nach derselben Formel, wenn wir 
EIERN e 

Zu tr, e+1= To 


setzen: 
ri 


ER 1 
»erl)=e He =nl-,)= ro) 
folglich 9, (0) = 0, und wir erhalten 


An H,(W = u, io) = 0, 

H,(w) = wu — 1728, 2 el 728: 
Es haben also die beiden Funktionen H,(w) und H,(w) 
ganze rationale Zahlenkoeffizienten. Diese Eigenschaft können 
wir nun durch vollständige Induktion allgemein für alle A, 
nachweisen. 

Zunächst bemerken wir, daß, wenn bewiesen ist, daß H,(w) 
rationale Koeffizienten hat, sogleich folgt, daß die Koeffizienten 
ganze rationale Zahlen sind (der erste = 1). Denn diese Koeffi- 
zienten sind ganze algebraische Zahlen (nach $ 115, VI.) und folg- 
lich, wenn sie rational sind, ganze rationale Zahlen. Nun 
betrachten wir die größten unter den Werten von m, die in der 
Gleichung (10), $ 115 vorkommen; das sind 

m—4n, HE kezzul, 
mie eine Re Zi ya more. 2 

Es enthält hiernach F(u, vw) die beiden Faktoren H,,(w), 
H,n-ı(u)?, und sonst lauter Faktoren H,„(u), in denen 
m<4n—1 ist. Nehmen wir an, daß von den letzteren schon 
bewiesen sei, daß sie rationale Koeffizienten haben, so folgt, daß 

Fun (a) DH. lu) =D) 

rationale Koeffizienten hat, und man hat also, um H,„_-ı (u) zu 
finden, den größten gemeinschaftlichen Teiler von ®(u) und ®'(w) 
zu suchen, was durch rationale Rechnung geschieht. Damit ist 
aber auch H,„(u) auf rationalem Wege gefunden, und da A, (w) 
und H,(u) rationale Koeffizienten haben, so folgt allgemein: 

VII Die Klassenfunktionen H„(u) haben ganze ratio- 

nale Zahlenkoeffizienten. 
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$ 118. Komposition der quadratischen Formen. 


Da wir uns in der algebraischen Theorie der Klassengleichung 
auf die Theorie der Komposition der quadratischen Formen stützen 
müssen, so schicken wir darüber die folgenden Bemerkungen 
voraus: 

Zwei primitive Formen 9, = (a,, bi, G1), Pa = (Aa, Da, 65) 
der Diskriminante — m heißen einhellig (einig, concordantes), 
wenn A, dg, 3(d, —+ b,) ohne gemeinschaftlichen Teiler sind; 9, 
und 9, sind also gewiß einhellis, wenn schon a,, a, ohne gemein- 
samen Teiler sind, und da man, wenn nur die Klassen k,, ky, 
von 91, $, gegeben sind, @,, 9, in ihren Klassen immer so wählen 
kann, so folgt, daß man in irgend zwei Klassen (die auch identisch 
sein können), immer zwei einhellige Formen finden kann. Wenn 
also diese Voraussetzung zutrifft, so folgt aus 


+(d, —y b;}) 33 5 (b, —b,). (db, Sn b,) = 4,6, — (gl, 


daß 5(d#, —b,) durch den größten gemeinschaftlichen Teiler Ö 
von d,, 4, teilbar ist, und daraus, daß man die beiden Kongruenzen 


(1) b’ =b, (mod 2a,), b#’ =b, (mod 2a,) 
immer befriedigen kann. 
Denn aus der ersten von ihnen folgt ’ —b, + 2Aa,, und 


man hat also A aus der Kongruenz 
sb bb) FTumi=0 (mod o,) 


zu bestimmen, die immer lösbar ist. Ist u das kleinste gemein- 
schaftliche Vielfache von a, und a,, also a,d, = ud, so kann 
b' nach (1) noch durch 5 = b’ + 2uh ersetzt werden, wenn h eine 
beliebige ganze Zahl ist. Da nun 3(b?—+-m) durch a,, $(b} + m) 
durch a, teilbar ist, so ist 3(D’2 + m) durch u teilbar, und wenn 
wir h aus der Kongruenz 

/ 

NEE A — 0 (mod ) 

u 
bestimmen, die immer lösbar ist, da d’ nach Voraussetzung relativ 
prim zu Ö ist, so wird 2 + m = 4a,a,c durch 4a,a, teilbar. 
Die zwei Klassen k,, k, sind dann repräsentiert durch 
ai — (a, b, a; c), ae — (A3, b, aı c), 
und die Form 
pP = 919 = (dd, b, c) 
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ist aus 9, 9, komponiert. Die Form @ gehört in eine Klasse X, 
die aus %Ä,, ig komponiert heißt. 

Nehmen wir = (a,b, c) so an, daß a relativ prim zu m 
ist, so ist auch Öd relativ prim zu «a (wegen m = 4ac—b2). Ist 
4 = 4A, 4,, So sind auch (a,, d, CAy), (ds, d, ca,) einhellige primi- 
tive Formen, und man erhält die Komposition 

ade) (Q, D, 6.05),.(02,.0, 00), 
und durch wiederholte Anwendung dieses Satzes gelangt man zu 
dem Resultat: 

I. Die Form 9 =(a,b,c) läßt sich, wenn a relativ 
prim zu m ist, aus solchen Formen zusammen- 
setzen, deren erste Koeffizienten Primzahlen, 
nämlich die Primfaktoren von a sind. 

Eine dieser Komponenten, etwa 

| (D, b, acp), 
läßt sich durch eine äquivalente Form (p, b’, c'p9) ersetzen, 
deren dritter Koeffizient c’'p9 durch eine beliebig hohe Potenz 
von p teilbar ist. 

Um dies zu beweisen, brauchen wir für die Äquivalenz das 
Zeichen , und haben 

(p, db, ep) vw (mb + 24p8, d' pP), 
worin c’ wegen der Gleichheit der Diskriminanten aus 
pe =c-tib+ 129 
zu bestimmen ist. Da nun 5 durch p nicht teilbar ist, so kann 
A aus der Kongruenz ce + Ab = 0 (mod p) bestimmt werden, und 
c' ergibt sich als ganze Zahl. Damit ist mit Rücksicht auf (].) 
bewiesen: 

I. Man kann in jeder Klasse k von primitiven 
Formen der Diskriminante D einen Repräsen- 
tanten g finden, der sich aus Formen 

P= (P, b, p® c), 
worin p eine in D nicht aufgehende Primzahl, 
und g ein beliebiger Exponent ist, zusammen- 
setzen läßt. 

Die Form P läßt sich leicht mit sich selbst zusammensetzen, 
denn es ist im Sinne der Kompositionen, wenn g > v ist: 

(2", 6, PP" c) (m) 6b, Pe) = (p’t}, b, pP ="—tc), 
und folglich durch den Schluß von v—1 auf v: 
(2) et} 
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In der Kette der Kompositionen 
(3) PrBAIRB 2: 
kann eine Form vorkommen, die in die Hauptklasse gehört, 
die also mit (1, 0,1m) oder [1, 1,2(m + 1)] äquivalent ist. 
Wenn dies bei P® eintritt, so ist p® durch die Hauptform dar- 
stellbar, und es gibt eine eigentliche Darstellung 
(4) 4p® — y? — Dar. 

Ist umgekehrt eine solche Darstellung möglich, so gibt es in der 
Hauptklasse eine Form (p‘, b, ce). 

Ist & der kleinste positive Exponent, für den die 
Gleichung (4) eigentlich lösbar ist, so heißt & der Index 
von p, und p gehört zum Exponenten e. 

Ist 
(5) P= (P, D, PEO), 
so ist 

b?=D (mod 4p‘), | 
und wenn diese Bedingung erfüllt ist, so ist in der Form (p», b, c') 
der Diskriminante D der dritte Koeffizient durch p®-! teilbar. 
Die Form (5) bleibt erhalten, wenn wir 5 durch irgend eine nach 
dem Modul 2p® kongruente Zahl b’ ersetzen. Ist also «a nicht 
durch p teilbar und 
pa 2,0) 
irgend eine mit P einhellige Form der Diskriminante D, so lassen 
sich die beiden Kongruenzen 
x=b (mod 2p), z= DB (mod 2u) 
zugleich befriedigen, und wenn man dieses « also an Stelle von 
b und 5 setzt, folgt: 
III. Ist 7 die Klasse von P und % eine beliebige Klasse 
der Diskriminante D, so kann man in ! und % die 
Repräsentanten wählen: 


(6) (p, db, acp'7!), (a, b, cp‘), 
und in der komponierten Klasse !% erhält man 
einen Repräsentanten 


(7) (ap, b,. pic). 


Ist also un 
Pal] —b--Y—m 
2a 


eine Wurzel der Klasse k, so ist ©:p eine Wurzel 
der Klasse /!k. 
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$ 119. Die Diskriminante der Invariantengleichung. 


Wir stellen uns jetzt die Frage, wann eine Invarianten- 
gleichung 
() I, (wo u) = 0, 
worin p eine Primzahl ist, für u —,j(®) zwei oder mehrere 
gleiche Wurzeln » hat, oder wann unter den p 4 1 Größen 


(2) (po), se), e= 0, a 


zwei oder mehrere einander gleiche vorkommen. Dies findet 
dann und nur dann statt, wenn unter den p 4 1 Größen 

0 — cC 
(3) AH » 
zwei äquivalente vorkommen. Es muß also jedenfalls © einer 
ganzzahligen quadratischen Gleichung mit negativer Diskrimi- 
nante D — — m genügen, die wir in der Form annehmen: 
(4) A®+Bo+C0=0, 44A0— B—-m>0, 
worin A, D, C ohne gemeinsamen Teiler sind. 

Ersetzen wir @ durch eine äquivalente Zahl, also (4) durch 
eine äquivalente Gleichung, so werden die Größen (2) nur unter- 
einander vertauscht. Die Frage nach der Anzahl der gleichen 
Wurzeln von (1) wird also davon nicht berührt, und wir können 
daher annehmen, daß A durch p nicht teilbar sei. Ist nun zu- 


0 —c 
p 











nächst p@ äquivalent mit „‚so.isb: 


P o+c _ y-+öpo | a 
(5) a mn, oe — Py—l. 
Schreiben wir diese Gleichung so: 
(6) Br + (+ PBep —Ip)o Hea— yp—0, 
so folgt durch Vergleichung mit (4) (da A durch p unteilbar 
sein sollte), daß & durch p teilbar, also = p«' sein muß, und 
daß eine ganze Zahl x existiert, die den Bedingungen genügt: 
(DER Ar WB IP —= DR NCa rue nl, 
Setzen wir noch 
(8) «Bet —y 
so folgt: 
20 = Bx-+y, 
6) 2 (ße —6p) = Ba — y, 
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und aus 

(10) pad—By—1 
folgt sodann 

(11) y? + ma? — 4. 


Der Wert x = 0 ist auszuschließen, weil sonst ß —= 0 sein 
müßte, was der Gleichung (10) widerspricht, und wir können 
unbeschadet der Allgemeinheit x positiv annehmen. Da überdies 


m nach dem Modul 4 entweder = 0 oder = 3 sein muß, so 
bleiben zur Erfüllung von (11) nur folgende zwei Möglichkeiten 
übrig: 
il; mL Ale ar 
Da es für die Diskriminante — 3 nur eine Formenklasse 
gibt, so können wir A=1, B=1, C—= 1 annehmen, d. h. für 
Ari 


© die imaginäre dritte Einheitswurzel e 3 setzen, und erhalten 
unter den Größen (3) drei äquivalente, indem wir y—=--1 und 
— — 1 annehmen: 








0 © l 
(12) Po, p’ r ) 
wie auch aus den Gleichungen 
o__—l e+l1_-1 
EN Ta I 


erkannt wird, aus denen die Äquivalenz der drei Größen (12) 
evident ist. 

A 1 ad A 

Weil es auch hier nur eine Formenklasse gibt, so können wir 
B=-0,A=-(C=1],d.h. @ =: annehmen, und finden die zwei 
äquivalenten Werte: 





@ 
Po, p 
wie auch aus der Gleichung 
po = Fr 
folgt. 
Es seien ferner zwei der Werte (3) 
o+c @o-+dc 
DALE 
äquivalent, so daß eine Gleichung besteht: 
(13) © 17 CE PETE EDER eh 


paper): 
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oder 

(14) Bo + (Be + Be + up — öy)o + 
Bed tucp -öcp — yP? —=(, 

. woraus durch Vergleichung mit (4): 


—ı+ A 
(15) Be +PßPce+oup—6sp —= Dr, 
Bed +ucp -dcp — yp = Ür, 


und wenn man wieder 


(16) Be —Petzep dp —=y 
setzt: 
am 2(Bd + ap) = Be ty, 
2(Be —sp) = Bar — y. 
Daraus 
(18) y? 4 mx2 — 492. 


Ist & durch p teilbar, so muß auch y durch p teilbar sein, 
und wir kommen durch Wegheben des Faktors p? auf die Glei- 
chung (11) zurück, die, wie wir gesehen haben, nur für die Fälle 
m —= 3 und m — 4 lösbar ist. Wir nehmen also weiter an, & sei 
durch p unteilbar. 

Ist m durch p teilbar, so ist auch y durch p teilbar, ß ist 
nach (15) nicht durch p teilbar. Dann aber folgt aus (16): 

= c' (mod p), und beide entsprechen also der nämlichen Wurzel 
von (1). 

Es gehe jetzt also p weder in x noch in m auf. Dann geht 
es auch nicht in y auf, und nach (17) werden ce und c’ aus den 
Kongruenzen 


(19) Bic = 


bestimmt, und wenn c, ce’ bestimmt sind, ergeben sich aus (17) 
« und Ö als ganze Zahlen. Damit sind die beiden ersten 
Gleichungen (15) befriedigt, und y erhält man aus der letzten 
Gleichung (15) gleichfalls als ganze Zahl. 

Es ist nämlich 
(20) yp? = Bed +lwe —dc)p— Cx=0 (mod p?). 

Denn wir haben aus (17) und (15) 

B?2cc' + Blue — dc)p — adp? — Aa? 
— ß[ßeed + (we — de)p — Ca] — «dp: 


2 —+-mx? 
= ee ae 


Sn Be = ee (mod p) 


Weber, Algebra. III. 98 
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folglich ist das zweite Glied von (20) durch p»? teilbar, und wenn 
man yp? dafür einsetzt, so folgt | 
eo — pPy—l. 

Wir kommen also zu dem Resultat: 

IV. Die Invariantengleichung F,(v, vw) hat immer dann 
und nur dann mehrfache Wurzeln, wenn w=j(o®) 
ist, worin @ die Wurzel einer quadratischen Glei- 
chung ist, deren Diskriminante nicht durch p 
teilbar ist, aber eine Lösung der Gleichung (18) 
gestattet. 

Es gibt für ein gegebenes p nur eine endliche Anzahl von 
Werten m, die dieser Forderung entsprechen, da m < 4p? sein 
muß. Die Werte m = 3, m —=4 sind darunter als spezielle 
Fälle enthalten. 

Da nach (18) —m quadratischer Rest von p ist, so ist p 
durch eine Form der Diskriminante — m darstellbar; p2 ist aber 
durch die Hauptform einer Diskriminante darstellbar. Die 
Formenklasse, durch die p darstellbar ist, ist also selbst entweder 
die Hauptklasse oder sie gibt, mit sich selbst komponiert, die 
Hauptklasse, ist also zweiseitig. Wir können das Theorem IV. also 
auch folgendermaßen aussprechen: 

V. Die Wurzeln der Diskriminante der Invarianten- 

gleichung F,(v, w) sind die singulären Invarianten 
J(»o), worin ® die Wurzel einer quadratischen 
Gleichung von negativer Diskriminante D ist, für 
die die Primzahl p den Index 1 oder 2 hat. 
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Galoissche Gruppe der Klassengleichung. 


$ 120. Relationen zwischen den Klasseninvarianten derselben 
Diskriminante. 


Es ist für die Folge eine Bezeichnung zweckmäßig, durch 
die die Abhängigkeit der Klasseninvariante von der Formenklasse 
einfacher ausgedrückt wird. Wir setzen daher, wenn k eine be- 
liebige primitive Klasse der Diskriminante — m bedeutet, die 
nach $ 118, III. durch (a, db, cp‘) repräsentiert wird: 

Be) = io). 

Wenn eine oder mehrere der (k) unter einem Funktions- 
zeichen auftreten, so werden wir die Klammern auch weglassen, 
also z. B. f(k, k,...) für f[(k), (X), ..:] schreiben. 

Ist also 
(1) (k) = j(®), 
und / eine durch (p, b, acp‘=!) repräsentierte Klasse, so ist nach 
SSL1S 11: 

ai 3 N 
& =;(S): 
und es genügen also die beiden Größen 
U elle VER) 
der Invariantengleichung 
(3) VD: 

Die Größe v —= (lk) ist aber außerdem eine Wurzel der 
Klassengleichung 
(4) Hua), 
und es ist zunächst festzustellen, wieviele Wurzeln die Gleichung 
(3) mit (4) gemein hat. 

28* 
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Die sämtlichen Wurzeln von (5) sind aber nach $ 69: 
3 ./® 4 
5) wo) 3 =) 
wenn 4 ein Restsystem nach dem Modul » durchläuft. Die erste 
von diesen gehört nicht zu den Wurzeln von (4), denn @ —= po 
genügt der Gleichung: 

aa? + pbo + pt?e—=(, 

die primitiv und von der Diskriminante — mp? ist. Wenn wir aber 
po’ —= @-- 4 setzen, so erhalten wir für ©’ die Gleichung: 


(6)  apo? 4 p(b — 2aA)w — (aA? — bA + cp) —= 0, 
und diese Gleichungen sind ebenfalls von der Diskriminante 
— mp2. Es sind aber zwei darunter, die imprimitiv vom Teiler p 
sind, nämlich die den Werten 
(7) A=0, aA —b=0 (mod p) 
entsprechen. Die erste ist die Wurzel der Form (ap, b, ce p*—!), die 
zweite die der Form 
(ap, b — 2aA, C), 
und dab — 2aA=b (mod 2a) und [nach (7)| = —b (mod 2») 
ist, so ist diese Form komponiert aus (a,b, cp*) und (p, —b, acp'—)), 
die in die zu  reziproke Klasse I”' gehört. Daraus ergibt sich: 
I. Die Gleichungen (3) und (4) haben nur zwei Wur- 
zeln miteinander gemein, nämlich die Klassen- 
invarianten (lk) und (2 'k), und wenn die Klasse / 
zweiseitig ist, so haben sie nur eine Wurzel 
gemein. 
Setzt man also in (3) u —= (k), so ist der größte gemein- 
schaftliche Teiler von (3) und (4) vom zweiten, und wenn | 
zweiseitig ist, vom ersten Grade. Im ersteren Falle sind (!k) und 
(!”'k) die Wurzeln einer quadratischen Gleichung, deren Koeffi- 
zienten rational von « abhängen, und deren Form im übrigen 
nur von der Klasse !, nicht von k abhängig ist. Dem hiermit 
bewiesenen können wir den Ausdruck geben: 
II. Es ist 
(8) +") = fi) 
oder, wenn / zweiseitig ist, 

(9) (I) — fılh) 
worin fı(k) eine rationale Funktion von (k) be- 
deutet, deren rationale Zahlenkoeffizienten nur 
von der Klasse /!, nicht von der Klasse k abhängen. 
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Wir betrachten nun die Reihe der Klasseninvarianten 
(10) rn ERRR (Fk), (k), (Ik), (U’k), (Ü Keen, 


die beliebig nach vorwärts und nach rückwärts fortgesetzt werden 
kann. In dieser Reihe ist, wenn ! zum Exponenten & gehört, 
(”’k) mit (’+e%) identisch, während alle zwischenliegenden Glieder 
davon und untereinander verschieden sind. Ist ! zweiseitig, so 
enthält die Reihe (10) nur zwei verschiedene Glieder, von denen 
jedes durch das andere rational ausdrückbar ist. Anderenfalls 
schließen wir nach (8), daß jedes Glied der Reihe (10) rational 
ausdrückbar ist durch die beiden vorhergehenden (oder auch durch 
die beiden folgenden) in der Form 


(11) (HI) = — (Pik) + fıll’R). 

Durch eine wiederholte Anwendung dieser Formel gelangt 
man zu dem Satze, daß jedes Glied der Reihe (10) rational 
ausgedrückt werden kann durch irgend zwei aufein- 
anderfolgende Glieder derselben Reihe. 

Ist aber ! zweiseitig, so sind alle Glieder der Reihe 
(10) rational durch eines ausdrückbar. 


$ 121. Trennung der entgegengesetzten Klassen. 


Es kommt nun darauf an, auch im Falle eines nicht zwei- 
seitigen ! die beiden Wurzeln der quadratischen Gleichung von- 
einander zu trennen, was durch Adjunktion von YD möglich ist. 

Ist die Klasse / nicht zweiseitig, so sind die beiden Klassen- 
invarianten (1%), (l'k) voneinander verschieden und daher 


($ 118, II) 
ee (2) 


p 
eine einfache Wurzel der Transformationsgleichung 
ARE. 


(8 119, V.). Setzen wir also 


ni) 24 
a (2) 
p 
1 un i 
” | o) 
so folgt nach $ 72, daß M rational durch 


j@) und j (2): 
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also rational durch (%) und (l%) ausdrückbar ist, und aus $ 72 
ergibt sich, daß M eine ganze algebraische Zahl ist. 
Diesen Satz wenden wir an auf je zwei aufeinanderfolgende 
Glieder der Reihe (7) und erhalten, wenn wir 
a 
setzen, und wenn @ eine durch die Klasse / vollständig bestimmte 
rationale Funktion bedeutet: 


- (N) = ph), 


(2) Mm =) = pühen, 





24 
RT n(@) ) = Kr ik ik): 
ı=(; et ) 
Durch Multiplikation aller dieser Gleichungen folst: 


n (@.) Em In In a 1 el ha 
(3) ee) — p(k, Ih) (ik, eh)... p(le-ık, ih). 


Nach $ 120 kann aber die rechte Seite dieser Gleichung als 
rationale Funktion ® (k, 1%) von (k) und (lk) (mit rationalen Zahl- 
koeffizienten) dargestellt werden. 

Andererseits ist, da ! zum Exponenten & gehört, !® mit der 
Hauptform, also !®k mit %k und o, mit & äquivalent, also besteht 
eine Gleichung: \ 

(4) 0. = 18, A Pr 
und es ist n(o.):n(o) nach $ 35 zu bestimmen. Genügt, wie 
wir angenommen haben, ® der Gleichung 


(5) aa bo +cp —(, 
so erhält man aus (4), da o. — o/p* ist: 


Po? + — po)a + yp — 0, 
was durch Vergleichung mit (5) gibt 


B=an a Hppebn y——er, 
und wenn man « 4 p!d — y setzt: 
(6) we ve) 
Per re ki ee 





y) I 
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also 
4p: — y? + ma. 

Daraus sind x und y bis auf die Vorzeichen bestimmt, und 
x kann positiv angenommen werden, und das Vorzeichen von % 
ergibt sich aus der Kongruenz 
(7) y=bx (mod p!). 

Betrachtet man dagegen die Komposition I”'%k, so hat man 
die Form (a, b, cp‘) mit (p, —b, acp‘-!) zu komponieren; man 
bestimmt b’ aus den beiden Kongruenzen: | 

'=b (mod 2a), b’=—b (mod 2p‘), 
und es ist alles ebenso durchzuführen, nur daß an Stelle von 
(7) der Kongruenz 
(8) y= —bx (mod p‘) 
tritt, d.h. y bekommt das entgegengesetzte Zeichen. 
Nach (5) und (6) ist aber 


_y+lRao+b)e _y+Y—me 
(9) aß Year Arte Me. DT Far am: 


worin, wenn a und & und folglich 5 positiv angenommen sind, 
y— m positiv imaginär zu nehmen ist. 
Es ist aber nach $ 38, (4) 


(ae (va) 


n(@), 2 
und folglich erhält man nach (3) 


FE 
(10) D(k, Ih) — ann) | 
Auf die gleiche Weise ergibt sich wegen (16): 
De a N ee v2); 
(11) O(k,V K)— ( 5 


und die Gleichung (10) ist daher nicht erfüllt, wenn (l%k) durch 
(I7'k) ersetzt wird, außer wenn 


a 5 


2 
1st. 

Dies ist aber nicht möglich, wenn, wie wir angenommen 
haben, p nicht in m aufgeht. Denn zerlegt man p im Körper 
2 — NR(YD) in die zwei voneinander verschiedenen konjugierten 
Primideale p, p’, so geht das eine in 3s(y—+ Y— ma), das andere 
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in 4(y — Y—mx) auf, und diese beiden Größen müssen also 
relativ prim sein. Folglich kann die Gleichung (12) nicht bestehen. 
Die quadratische Gleichung, deren beide Wurzeln (Ik), (I7'k) 
sind, hat also mit (18) nur eine Wurzel gemein, und daraus 
ergibt sich der wichtige Satz: 
III. Nach Adjunktion von YD ist (Ik) rational aus- 
drückbar durch (k) in der Form: 
(13) (= fılk, VD), 
wo fi eine rationale Funktion ist, deren Form 
durch die Klasse ! allein bestimmt ist. 
Die Änderung des Zeichens von YD hat den Erfolg, daß (Ik) 
in (1°'%k) übergeht, also: 
fı(k, YD) = fr (k, —YD). 
Ist ! zweiseitig, so gilt nach I. dieselbe Formel, nur daß 
\D in fı dann nicht vorkommt. 
Ist ’ eine zweite Klasse von derselben Beschaffenheit wie /!, 
so kann man die Formel (13) auf ’%k anwenden und erhält: 
(tk) = fı(t%k, YD), 
was mit Anwendung von 
("k) = fr (k, Y.D) 
in eine Gleichung der Form: 
(Ik) = firlk, YD) 


übergeht. Da man auf der linken Seite ! mit !’ vertauschen 


kann, so folgt He = 

fr (k, YD) = fr (k, YD), 
so daß fiv nur von der zusammengesetzten Klasse ll’ abhängt. 
Ebenso läßt sich ableiten 


(U U’ R) = firm(k, Y—-m), 

und da nach $ 118, II. jede beliebige Klasse s der Diskriminante 
]D aus solchen Klassen ! zusammensetzbar ist, so ist die Formel 
(13) nebst den daraus gezogenen Folgerungen nicht mehr an die 
über -Z gemachte besondere Voraussetzung gebunden, daß der 
erste Koeffizient eine Primzahl sei. 

Wir haben also, wenn s, k zwei beliebige Klassen der 
Diskriminante D bedeuten, die Formeln: 


(14) (sh) = Fk VD) 
(15) (s'%) —= fell, —YD). 
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Ist % die Hauptklasse, so ist 
20—=YD oder 2a —= —1-+YD, 
und da YD rein imaginär ist, so ist k — j3(o) nach $ 69 (4) 
reell. Demnach ergibt sich aus (14) und (15), da jetzt (sk)—= (5) 
wird: 

Die Invarianten entgegengesetzter Klassen sind kon- 
jugiert imaginär, die Invarianten zweiseitiger Klassen 
sind reell. 

Kehren wir zu einer beliebigen Klasse %k zurück und setzen 
in der Formel (15) sk an Stelle von k, so folgt: 


(16) (k) = fs(sh, —YD), 

oder, indem man sk = % setzt und f für f, schreibt, nach (21) 
Be @) = f@ VD), 

(k) I ri, —YD), 

worin nun %k, % irgend zwei Klassen der Determinante D sein 
können. 

Hiernach sind wir imstande, die Galoissche Gruppe der 
Klassengleichung, oder zunächst wenigstens eine Gruppe von 
Permutationen zu bestimmen, in der die Gruppe der Klassen- 
gleichung als Teiler enthalten ist. 

Nehmen wir zunächst an, es sei die YD dem Rationalitäts- 
bereich der rationalen Zahlen adjungiert, und wenn (k), (A), (k")... 
die sämtlichen Klasseninvarianten der Diskriminante D bedeuten, 

TAROT 
irgend eine rationale Funktion dieser Größen. Nach unserem 
Satze läßt sich diese Funktion rational ausdrücken durch eine 
der Größen (k), also etwa: 
Bulk ku Jean), 

Bedeutet ferner (s) eine beliebige Klasseninvariante der Dis- 
kriminante D, und hat die Funktion AR die Eigenschaft, durch 
die sämtlichen ) Permutationen 


( a 
SIRENSURSETEN, 8 ') 
deren Gesamtheit wir mit & bezeichnen wollen, ungeändert zu 
bleiben, so ist R’(k)—R’(sk), und daher rational ausdrückbar. 


Die Galoissche Gruppe der Klassengleichung nach 
Adjunktion von YD ist also in dem System S enthalten, 
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und da © eine Abelsche Gruppe ist, so ist die Klassen- 
gleichung eine Abelsche. 

Nehmen wir an, die Funktion R habe reelle (rationale) 
Koeffizienten, so wird gleichwohl ihr rationaler Ausdruck die 
Form a + b YD haben, worin a, b rationale Zahlen sind. Der 
imaginäre Teil wird dann und nur dann wegfallen, wenn R auch 
durch die Vertauschung sämtlicher Klassen %, %, k”, ... mit ihren 
entgegengesetzten ungeändert bleibt. Daraus folgt, daß ohne 
Adjunktion von YD die Galoissche Gruppe der Klassengleichung 
enthalten ist in dem System von 2% Permutationen, die man 
erhält, wenn man in © jede Klasse in ihre entgegengesetzte ver- 
wandelt. Nur in dem besonderen Falle, in dem alle Klassen 
zweiseitig sind (der nur für eine endliche Anzahl von Deter- 
minanten stattfindet), ist dies letztere System mit © identisch, und 
die Klassengleichung ist ohne Adjunktion von YD eine Abelsche. 

Der algebraische Körper, der aus den rationalen Funktionen 
einer Klasseninvariante gebildet ist, ist daher, von dem zuletzt 
erwähnten Ausnahmefall abgesehen, kein Normalkörper, sondern 
ist von seinen konjugierten Körpern verschieden. Dagegen erhält 
man einen Normalkörper, wenn man die Quadratwurzel yD dem 
Körper der Klasseninvarianten adjungiert. Denn jede rationale 
Funktion sämtlicher Wurzeln der Gleichung kann durch eine von 
ihnen und YD rational ausgedrückt werden. 


$ 122. Irreducibilität. 


Wir betrachten jetzt den algebraischen Zahlkörper 
(1) 2 Rh, YD), 
der aus einer Klasseninvariante (k) der Diskriminante D und YD 
zusammengesetzt ist; in diesem Körper sind nach dem vorigen 
Paragraphen alle zu derselben Diskriminante gehörenden Klassen- 
invarianten (k), (A), (k”), ... enthalten. Diesen Körper nennen wir 
den Klassenkörper der Diskriminante D. Den quadratischen 
Körper R(YD) bezeichnen wir wie bisher mit &, der, wenn 
D — Q@4 und 4 der Stamm von D ist, mit R(Y7) identisch ist. 
h sei die Klassenzahl der Diskriminante D. 

1. Es sei (k) irgend eine der h Klassenvarianten und 
(2) D(k) — (k)’ + u, (kt 0, (k)"2 ... 4 0, — 0 
die Gleichung niedrigsten Grades in &, deren Wurzel (k) ist. 
Da (k) eine ganze Zahl ist, so müssen auch die &; ganze Zahlen 
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des Körpers & sein (Bd. II, $ 149). Es ist dann, wenn £ eine 
Variable bedeutet, ®(t) ein Divisor der Klassenfunktion A, (t), 
und folglich ist auch die Diskriminante von ®(t) ein Teiler der 
Diskriminante von A, (t). 

Ist & eine beliebige ganze Zahl des Körpers $, so ist die 
Relativspur in bezug auf 2& (Bd. I, 8 175): 


Ss ?0)=- +0 


eine ganze Funktion von t, höchstens vom Grade v — 1, deren 
Koeffizienten ganze Zahlen von 2 sind. Lassen wir also £ in (k) 
übergehen, so folgt: 

_ Pk) 

und daraus: 


055 Bo =, Bulk)er Pal) ee Da (WW), 
worin Bo Bu; --» P»—ı ganze Zahlen in 2 sind, und db eine ganze 
rationale Zahl bedeutet, für die man die Diskriminante der 
Gleichung (2): 

5 —= N[®(k)] 
nehmen kann. Die Körperdiskriminante geht dann in b auf, und 
keine der in 5 nicht aufgehenden Primzahlen ist in & 
oder in 8 durch das Quadrat eines Primideals teilbar 
(Bd. II, $ 174). Die Zahl db hängt nicht von der besonderen 
Zahl & ab. 

Eine ganze Zahl & ist nur auf eine Weise in der Form (4) 
darstellbar, weil sonst (k) einer Gleichung von niedrigerem als 
dem vten Grade genügen würde, was der Voraussetzung wider- 
spricht; und daraus folgt, daß & nur dann durch eine 
ganze Zahl « des Körpers 2 teilbar ist, wenn alle Koeffi- 
zienten ß,, Pı, ---; »—ı durch «& teilbar sind. Denn stellt 
man &/& in der Form (4) dar, so müssen die Koeffizienten in 
dieser Darstellung ebenfalls ganze Zahlen sein. 

Ersetzen wir (k) in (3) durch eine andere Wurzel der Glei- 
chung (2), so geht & in einen konjugierten Wert über, der eben- 
falls eine ganze Zahl ist. 

2. Nach dem Fermatschen Satze ist für jede beliebige 
Primzahl p, wenn a eine ganze rationale Zahl bedeutet: 


(5) ar = a (mod p). 
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Ferner ist, wenn p nicht in 2 D aufgeht, nach $ 85 


p—1 
D: =(D,p) (mod p), 


also: 
(6) YD’=(D,p) YD (mod »). 
Bezeichnet daher « wie oben eine ganze Zahl des Körpers 2: 
Ey NA, 
— 5 


also, wenn man mit 2Q multipliziert, x für Qx schreibt und mit 
o' die zu & konjugierte Zahl bezeichnet: 


20 =a ty VD, 2Q0u — x — yyD, 
und daraus folgt nach dem Fermatschen Satze und nach (6): 


%.JD, Pr) = +1, 
ae 22 


aP 


Ill 


(7) nn: 
Daraus folgt nun, wenn f(k, Y— m) irgend eine Zahl von 
der Form (4) ist, mit Anwendung des polynomischen Lehrsatzes: 


(8) f(k, YDr= Ray Da (Dip) 
f(k, YD) = f(hP, — YD), D,p)=—] 
worin kP für (Ak)? steht, also die Bedeutung einer wirklichen 
Potenz hat. 
3. Wenn ® ein in p aufgehendes Primideal in S ist, so ist 
die Norm von ® eine Potenz von p: 


(9) N(B) > pr. 
Der Exponent f ist der Grad des Primideals ®. Für jede 
beliebige ganze Zahl & des Körpers $ ist 


(10) mod RP), 
und wenn umgekehrt pf die niedrigste Potenz von p ist, bei der 
die Kongruenz 
(11) ef = € (mod P) 
durch jede Zahl & befriedigt wird, so ist f der Grad des Ideals B 
(Bd. II, $ 167). 

Es sind nun die Grade der Primideale zu ermitteln, die in 
der Primzahl p enthalten sind. 

Da p nicht in der Grundzahl des Körpers S} aufgeht, so ist 
p nicht durch das Quadrat eines Primideals teilbar. 


(mod p), 
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4. Bedeuten (k), (X), ..., (k*=») die sämtlichen Wurzeln der 

Gleichung 
RR) =. 0; 
so Ist für ein variables t 
HG) = It — (k)) E — (R)] ... [E — k9=D)], 
und diese Funktion hat ganze rationale Koeffizienten. Es ist 
also nach (5): 
[A„(t)P = H„(t?) (mod p), 
also, wenn wir t — (k) setzen: 
Lk)? — (k)] IR)? — (W)] ... [)P — (kO=D)] = 0 (mod »). 

Bedeutet also B ein in » aufgehendes Primideal in 8, so muß 
wenigstens einer der Faktoren der linken Seite durch ® teilbar 
sein, und daraus folgt eine Kongruenz 
(12) (> = (I) (mod P), 
worin (%') irgend eine der Klasseninvarianten ist, die auch mit 
(k) identisch sein kann. 

5. Ist zunächst 


BORRI=RST 
so kann ® jedenfalls nicht vom ersten Grade sein, weil ja schon 
We 
13 Er = mod ® 


ist. Ist aber in (12) (nach $ 121) 
() = fh, YD), k= fl, —YD), 
so folgt aus (13) | 
(= fl’, —yYD) = fl, —yD) = 1, 
(k)P#" = k (mod '%P), 
und mithin ist für alle ganze Zahlen & des Körpers N 
(14) Be (modh 


und ®B ist vom zweiten Grade. 


6. Ist zweitens 

D,p)=-H|I 
so gibt es, wie in $118 bewiesen ist, zwei entgegengesetzte Klassen 
1,17" (die, wenn 1 zweiseitig ist, miteinander identisch sind), die 
durch Formen mit dem ersten Koeffizienten p repräsentiert 
werden können, und wenn (k) eine beliebige Klasseninvariante 
ist, so ist nach $ 120 die Invariantengleichung für den Trans- 
formationsgrad p: 
(15) | N 
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befriedigt für 
v—(k, vi) und v—= (I). 
Nach dem, was am Schlusse des $ 69 bewiesen ist [Formel 
(32)], folgt aber hieraus die Kongruenz 


(16) [&)" — (iR) [ET — (k)] = 9 (mod pP). 

Wenn nun ®B ein in p aufgehendes Primideal ist, so muß 
einer der beiden Faktoren auf der linken Seite von (17) durch ® 
teilbar sein. Welche der beiden hiernach möglichen Annahmen 
wir weiter verfolgen, ist gleichgültig, da die eine in die andere 
übergeht, wenn % mit I”'k und I! mit 77" vertauscht wird. Sei 
also 
(17) (k)" = (lk) (mod ®P). 

Wenn die Kongruenz (17) für irgend einen der konjugierten 
Werte (k) befriedigt ist, so gilt sie auch für jeden anderen. 
Denn es ist nach $ 121: 


(X) = f(k, YD), (ik) = f(lk, YD), 
END) Fl VDE LO mode. 


Es folgt also aus (14), wenn man k durch I”'%k ersetzt: 
(18) (m? = (k) (mod), 
d. h. je nachdem für / die eine oder die andere der beiden zu » 
gehörigen Klassen / gesetzt wird, ist der eine oder der andere 
Faktor von (16) durch ® teilbar. 

Durch wiederholte Anwendung von (17) ergibt sich für jeden 
beliebigen positiven Exponenten x 


(19) (k)P” = (1”%) (med $) 
(Schluß von z auf z +1). 

Wenn nun / zum Exponenten &g gehört, oder & der Index von 
p ist, so ist nach (19): 


(20) (k)P = (k) (mod P), 

und p* ist die niedrigste Potenz von p, die dieser Bedingung 
genügt. Denn wenn noch eine niedrigere Potenz von p die Kon- 
gruenz (19) erfüllt, so folgt aus (20), daß zwei verschiedene 
Klasseninvarianten (%), (RX) nach dem Modul ® kongruent sind. 
Es wäre also ihre Differenz (k) — (k') durch ® und mithin -die 
Diskriminante von H, durch p teilbar, gegen die Voraussetzung. 


also 
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Daraus ergibt sich nun wieder nach (7), daß die Kongruenz 


(21) = £ (mod RP) 
für jede ganze Zahl & in R erfüllt ist und daraus also der Satz: 

Eine Primzahl p zerfällt im Körper $t in lauter von- 
einander verschiedene Primideale, deren Grad gleich 
dem Index von p ist. 

Wir wollen noch beweisen, daß es unter den verschiedenen 
in p aufgehenden Primidealen $ immer eines gibt, für welches 
von den beiden aus (16) folgenden Kongruenzen die Kongruenz 
(17) besteht. 

Dazu bemerken wir: Wenn wir die sämtlichen Zahlen des 
Körpers $t in die konjugiert imaginären verwandeln, indem wir 
VD mit — YD und jede Klasseninvariante (k) mit der entgegen- 
gesetzten (k') vertauschen, so gehen die sämtlichen Zahlen eines 
Ideals X in die Zahlen eines konjugiert imaginären Ideals W über, 
das auch mit X identisch sein kann, und die Norm des Ideals U 
ist gleich der Norm des Ideals W. Ist A ein Primideal, so ist 
auch WU ein Primideal. 

Ist nun die Kongruenz (17) nicht erfüllt, so muß nach (16) 


(Ik)” = (k) (mod ®) 
sein, und auch diese Kongruenz bleibt bestehen, wenn % durch 


eine andere Klasse A’ ersetzt wird. Setzen wir also I7'k7" an 
Stelle von %k, so folgt: 
| Kenia (mod BP). 

Da also (k7")P— (I7'k7") eine Zahl in ® ist, so ist (k)?— (Ik) 

in dem zu ® konjugierten Ideal ®’ enthalten, und es ist 
(k)P = (lk) (mod P), 

was aus (17) durch Vertauschung von ® mit ®’ hervorgeht. 

7. Aus diesen Sätzen ist die Irreducibilität der Klassen- 
gleichung auch nach Adjunktion von YD eine einfache Folge. 


Sind k, % zwei beliebige Klassen der Diskriminante D, so 
können wir k nach $ 118 in der Weise zusammensetzen: 


Ka El 
daß durch die Klassen I, /, !’,... die Primzahlen p, p', p”, ... 


darstellbar sind. Nach dem, was soeben bewiesen ist, können 
wir also die Primteiler ®, ®’, 9’ dieser Primzahlen so wählen, daß 
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(hr = (k) (mod ®), 
(22) (kr = (kl!) (mod P), 
(kle" = (klVl") (mod ®”) 


Nehmen wir jetzt an, es zerfalle die Klassengleichung, es sei 

also für ein variables t 
En) = HA) B;(Ö, 

so können wir, da %k, X beliebige Klassen waren, (%k) unter den 
Wurzeln von A, (t), (X) unter denen von A,(t) wählen. In der 
Kette (22) gehört also das Anfangsglied (k) zu den Wurzeln (k,) 
von H,(t) und das Endglied (A) zu den Wurzeln (k,) von H,;(t). 
Da mindestens an einer Stelle der Kette (22) der Übergang von 
den Wurzeln des einen Faktors zu denen des anderen stattfinden 
muß, so gibt es ein Paar von Wurzeln (k,), (k,), das für irgend 
eine Primzahl p und ein darin aufgehendes Primideal ®B der 


Kongruenz 
(k,)P = (k,) (mod ®) 
genügt. Da nun H,(k,) = ist, so folgt durch den oft an- 
gewandten Schluß 
A, (k))? = H,(kp) = H,(k) = 0 (mod ®). 


Da nun 


kı 
H, (k,) = II[(k,) — (k,)] 
ist, so muß eine der Differenzen (k,) — (k,) durch ® teilbar sein, 
was nicht möglich ist, da p nicht in der Diskriminante von A 
aufgeht. 

Damit ist die Irreducibilität der Klassenglei- 
chung bewiesen; der Grad des Körpers St ist gleich 
dem Doppelten der Klassenzahl h festgestellt, und 
die im vorigen Paragraphen gefundene Gruppe © 
ist als die wahre Gruppe der Klassengleichung er- 
kannt. 

8. Hiernach können wir alle Primzahlen p, abgesehen 
von einer endlichen Anzahl von Ausnahmen (die in 2D 
oder der Diskriminante von HA aufgehen) in ihre Primfaktoren 
im Körper 8 zerlegen. 

Ist (D, p) = +1, so zerfällt p und Körper & in zwei kon- 
jugierte Primideale ersten Grades. Ist p vom Index e, so ist 
jedes in p aufgehende Primideal p vom Grade &. Ist also 


pr = Bı Ba... Pr; 
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so ist wegen 5. N(p) = p?", und folglich 
22h — TE 


Die Anzahl der Primfaktoren, in die » im Körper $ zerfällt, 
ist also gleich 2 h/e. | 

Ist ferner (D, p) = — 1, so sind die Primfaktoren von p 
vom zweiten Grade, und ihre Anzahl ist also — h. 

9. Eine interessante Folgerung ziehen wir noch aus diesen 
Resultaten. Es sei (D,p) = +1 und e der Index von p. Dann 
ist 4p® durch die Form x? — Dy? darstellbar und 


(23) p° = uw, 
wenn zur Abkürzung 


2 —+yYD ß 2 — yYD 


gesetzt wird. Wir wissen nun, daß p in lauter verschiedene Prim- 
ideale vom Grade & zerfällt. Da p ungerade ist, und x, y höchstens 
den gemeinschaftlichen Teiler 2 haben, so haben u, w' keinen 
_ gemeinsamen Primfaktor in $. Jedem Primideal ®, das in u 
aufgeht, entspricht ein davon verschiedenes (konjugiertes) Prim- 
ideal ®’, das aus ® dadurch entsteht, daß man für alle Zahlen 
von % die konjugiert imaginären Zahlen setzt. Es ist also u 
nicht nur durch %, sondern durch ® teilbar. 

Nach 8 121 ist 
’ n(@;)\? (nla)\? (_n(@) N” _ 

2 1) & ©) (G >) ara er 

und nach $ 72, 4 genügen die Faktoren P? auf der linken Seite 
dieses Ausdrucks einer Gleichung P?gp(P?, y, y3) = pP, worin 
p(P?2, y,, y) eine ganze algebraische Zahl ist. 

Daraus folgt aber, daß P? nicht durch eine höhere als die 
erste Potenz von ® teilbar sein kann, während doch u durch ®:® 
teilbar ist. Wir schließen also aus (25), daß jede der Zahlen P? 
durch die erste Potenz von ® teilbar sein muß, daß mithin alle 
diese Zahlen assoziiert sind. DBezeichnet also o irgend eine 
algebraische Einheit, so ist 


— A sh o Pas, 








also ist u wirklich als &te Potenz einer im Körper $ existieren- 
den Zahl dargestellt, und P? selbst ist eine Darstellung eines 
Primideals im Körper 2 durch ein Hauptideal im Körper $. 


Weber, Algebra. III. 99 
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$ 123. Beziehungen zwischen Klasseninvarianten in den 
verschiedenen Ordnungen. 


Zwischen den Klasseninvarianten verschiedener Diskrimi- 
nanten D —= Q? 49 mit dem gleichen Stamm 7 bestehen alge- 
braische Beziehungen, die wir jetzt aufzusuchen haben. 

Es sei p eine beliebige Primzahl (auch » —= 2 nicht aus- 
geschlossen) und 


(1) IN 

Es si -—D= m, —D'— m‘, also m’ — p?m, und 
(2) nr; 
(3) FIN OH) 


seien die zu den Diskriminanten —ın, — m’ gehörigen Klassen- 
gleichungen. 
u (0]) 

sei eine beliebige Wurzel der zweiten und 
(4) 4Ao®+- Do +0U'=0, br? —-44C0'—D' 
die primitive quadratische Gleichung, der ®’ genügt. _A’ möge, 
was erlaubt ist, durch p unteilbar vorausgesetzt sein. 

Wir betrachten nun die Invariantengleichung 


(5) Bl DIE 0, 

deren Wurzeln sind: 

9) u=iwe), (TE), e=912%..,p—1. 
Das Argument dieser Funktionen: 





o' + c 

p 
genügt einer aus (4) abzuleitenden quadratischen Gleichung, 
nämlich: 





1) —'n,0' [ae ke 


oao=po, Aa®+BDpo+( pe —(, 


1 ' 
(7) in ME 2 4 
p 
4’pPo? + (B — 2A co)poe+Ae—Pce+l'—=0. 
Die Diskriminanten dieser Gleichungen sind p2D’ — ptD, 


und die erste von ihnen ist immer primitiv, die Diskriminante 
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der zweiten Gleichung reduziert sich nur dann auf D, wenn sie 
imprimitiv ist und 
8 B'’ — 24A'c durch p, 
(8) Arc rc £ CM durch p3 
teilbar ist, und dann genügt die entsprechende Zahl (6) gleich- 
zeitig der Gleichung (5) und der Gleichung (2). Dies trifft aber, 
wie wir gleich zeigen, nur für einen Wert c zu, und folglich läßt 
sich der betreffende Wert « rational durch » ausdrücken. 

Denn ist zunächst p ungerade, so hat die erste Kon- 
gruenz (8): 

24Ac—b=0 (mod p) 

nur eine Wurzel, und für diese ist 
(24ce — Bi — PP D=44A (Ace? — Dce+Ü)=0 (mod p?) 


It p = 2, so ist D' und folglich 5’ gerade und mithin 
B'’ — 24'c immer durch 2 teilbar. Es ist dann 


Bi: 
(#e—z a Arie Oh, 


und da D=0 oder =1 (mod 4) ist, so ist die linke Seite hier 
/ 


durch 4 teilbar, wenn A’ce — = = D (mod 2) angenommen wird. 
Geht man umgekehrt von einer Gleichung j 

(9) A®+Bo+C0—0, BR—-AAC—=D 

der Diskriminante D) aus, nimmt A relativ prim zu p an und 

setzt © — pw, so genügt ®’ der primitiven Gleichung 

(10) Ao?—+ Bpypo +0p —= 0 

von der Diskriminante D’ — p?D, und wenn wir also v = j(w!) 


setzen, so ist u —= )J(o) rational durch v ausdrückbar. Daraus 
folgt also der Satz: 

1. Jede Klasseninvariante für die Diskriminante D 
ist rational ausdrückbar durch eine Klasseninvariante 
für die Diskriminante p2D. 

Um aber die Frage zu beantworten, wie viele Werte von v 
zu demselben Werte von «—=Jj(») führen, bemerken wir, dab 
die verschiedenen Werte von v, die dies leisten, Wurzeln der 
Gleichung (5) und (3) sein müssen, also in einer der Formen 


a) 300), (FE) 
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enthalten sind. Nun haben wir aus (9): 
o— po, Ao®+ Bpo +0 =), 
(12) Br + C. 
P 
Apo®2+(B—24Aco)po +4A® — Be+(l=0, 

deren Diskriminante D’ ist. Unter den Größen (11) werden aber 
nur diejenigen der Gleichung (3) genügen, für die die ent- 
sprechende Gleichung (12) primitiv ist. 

Die erste der Gleichungen (12) ist nach unserer Voraussetzung 
stets primitiv; von den übrigen sind nur die nicht primitiv, für die 
(13) A®— be+0=0 (mod p), 
und von den Größen (11) fallen soviele aus, die nicht Lösungen 
von (3) sind, als die Kongruenz (13) Lösungen hat. Bezeichnen 
wir für den Augenblick die Zahl dieser Lösungen mit ft, so ist 
die Anzahl der Werte von v, die zu demselben Wert von u ge- 
hören, p+1-—.}). 

Nehmen wir zunächst » — 2, so haben wir, da A ungerade 
ist, folgende Fälle: 


Bb=0, e=Ü (mod 2), ih 
B=l, 0=(, ce=0,1 (mod'2), ge. 
Bz=1l, (C=1 (mod 2), ge) 


(weil 2 — c immer gerade ist). Dies läßt sich so zusammen- 
fassen: 
D=0 (mod 4), Be=NL, 
D=]1 (mod 8), Le); 
D=5 (mod), Dal. 
Mit Benutzung des Zeichens (D, p) ($ 85) können wir also 
setzen: 


a) = (Dot 

Ist p ungerade, so ist die Kongruenz (13) gleichbedeutend mit 

(2Ac— B?=D (mod p), 

und diese hat eine Lösung 2 Ac— B=0) wenn pin D auf- 
geht, wenn also (D, p) — 0 ist, zwei Lösungen, wenn D quadra- 
tischer Rest von p, also (D,p) = +1 ist, und keine Lösung, 
wenn 2 quadratischer Nichtrest, also (D, p) = —1 ist. Also 
gilt auch hier die Formel- (14). 

Nehmen wir daher vorläufig an, was wir gleich genauer 
untersuchen werden, es seien unter den p + 1 Größen 
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0 —+c 
(15) po, Fi 
keine zwei äquivalente, so gehören zu jedem Werte von « 
[p — (D, p)] Werte v, und wenn wir die Grade von (2) und (3) 
mit h und h’ bezeichnen, so ergibt sich (in Übereinstimmung mit 
den Formeln $ 100) folgende Beziehung: 
(16) "=|p — (D,p)]h. 

Nach $ 122 sind A und 4’ die Klassenzahlen der Diskrimi- 
nanten D, D'. 

Es handelt sich also noch um die Frage, ob unter den Größen 
(15) nach Ausschluß der wegen (13) wegfallenden, noch äqui- 
valente vorkommen können. Ist zunächst pw äquivalent mit 


{0} 
ERDSISL. 





c 
p 
@-—-c y-6öpo 
17 u A EL 
EN p “ Bpo = 
oder: 


(18) Bpam + +PBep —dpP)o + ca—yp— 0. 

Diese Gleichung muß aus (9) durch Multiplikation mit einer 
ganzen Zahl g hervorgehen, und es folgt also: 

Pppr=9A, a+Pßep—dp—=ygBb, ca— gp—gC. 

Da A durch p unteilbar angenommen war, so folgt hieraus, 
daß 9 und folglich & durch p teilbar ist. Setzen wirg = pe, 
= pw, so folgt: 

19) B=Ar “tt Be —-0p = BDx cu —y=(Ür. 

Setzen wir noch 
(20) u" — Pce+ödp—y, 
so ergibt sich: 





2, HUB Y, 
E een 
und aus 
(22) p#d — Py—=1 
folgt sodann 
(23) y— Di? —4. 


Der Wert & — 0 ist auszuschließen, weil sonst ß —= 0 sein 
müßte, was der Gleichung (22) widerspricht, und wir können 
unbeschadet der Allgemeinheit x positiv annehmen. Da über- 
dies D nach dem Modul 4 entweder =0 oder =] ist, so 
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bleiben zur Erfüllung von (23) nur folgende zwei Möglichkeiten 
übrig: | 


1 Di Fe Ira y ee 
Da es für die Diskriminante — 3 nur eine Formenklasse 
gibt, so können wir A=1, B=1, C—= 1 annehmen, d. h. für 
ri 


© die imaginäre dritte Einheitswurzel e® setzen, und erhalten 
unter den Größen (15) drei äquivalente, indem wir y=-1, 
und — — 1 annehmen: 








0 © 2 
(24) pP®, p’ - ’ 
wie auch aus den Gleichungen: 
Dt o—-1 —]1 
EN NR 


erkannt wird, aus denen die Äquivalenz der drei Größen (24) 
evident ist. 
2. Ds 42 Ze 
Wir können ebenso 5=0,A=(0=1,d.h o=: arn- 
nehmen und finden die zwei äquivalenten Werte: 
(m) 
)) us 
(25) P®, p ’ 
wie auch aus der Gleichung: 
A 
po—=— 
folgt. 
Es seien ferner zwei der Werte (3) 
o—+-c @-+c 
en 
äquivalent, so daß eine Gleichung besteht: 
(a6) Era E ER 
p op + Pla + cd) 





ed — Pr —=l, 
oder 
(27) Po + Bed +Be+up -öpoa—+ 
Bed +ucp —dscp— yp —= N, 
woraus durch Vergleichung mit (9) 
P.= Aa, 

(28) Be +ße+ap—6p—= Br, 

| Bed tucp —Icpyp— y® = 0x, 
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folgt, und wenn man wieder 


(29) Be—Be+tap+öp=y 
setzt: 
(30) 2(ßd top) = Bx-y, 
2(ße dp) = Ba —.y. 
Daraus 
(31) y%2 — Dx2? — 4p2. 


Aus (28) ergeben sich die Kongruenzen 


'=(Ü = = 4x 
E ax un, A en ; 5 (mod p). 


Soll c’ von ce modulo p verschieden sein, so kann hiernach 
weder x noch D durch p teilbar sein und es folgt aus (32) 
Alkc+N)=B, 
(33 Acc=(, 


und dies führt durch Elimination von ec’ für ce auf die Kongruenz 
(13), also auf den auszuschließenden Wert von c. 

Fassen wir dies zusammen, so sehen wir, daß unter 
den Größen (15) nur in den beiden Ausnahmefällen 
D=—3, D= —4 äquivalente vorkommen, und zwar 
sind im Falle D—= —3 je drei, im Falle D— —4 je zwei 
von ihnen äquivalent. 

In diesen Fällen muß also die rechte Seite der Formel (16) 
noch durch 3 oder durch 2 geteilt werden, und die Formel 
bleibt also auch dann noch richtig, wenn man, wie schon früher, 


für D= —35, —4 unter h nicht 1, sondern # und # versteht. 
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Ist D = 0241 eine Diskriminante und / ihr Stamm, so sind 
nach den Resultaten des vorigen Paragraphen die Klassen- 
invariante « der Diskriminante I rational durch die Klassen- 
invariante v» der Diskriminante D ausdrückbar, und zu jedem « 
gehören r Werte von v, wenn r nach der Formel (16), $ 123 bestimmt 
wird. Diese Werte von v sind die Wurzeln einer Gleichung 
rten Grades, deren Koeffizienten rational von « abhängen. Die 
Größen v gehören also einem Körper $(D) über K(f) an, der 
kein anderer ist-als der Klassenkörper der Diskriminante D. 

In bezug auf die quadratischen Körper 2 — NR (YA) sind 
beide Körper Abelsche. Wir wollen, wenn eine genauere Unter- 
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scheidung nötig ist, den Körper S$t(f) den Klassenkörper von &, 
K(D) den Klassenkörper für die Diskriminante D oder 
den Ordnungskörper für den Führer @ nennen. 
Nach den Resultaten von $ 122 ist, vielleicht mit einer 
endlichen Zahl von Ausnahmen, 
ein Primideal p des Körpers 2 im Körper (2) 
dann und nur dann in Primideale ersten Grades 
zerlegbar, wenn p in & vom ersten Grade ist und 
der Hauptklasse angehört, also gleich einer kom- 
plexen Primzahl 


_2+yY4d 
u 0 RE A Ka 

2 
ist. 

Soll p in K(D) in Primideale ersten Grades ® 
zerlegt werden, so kommt noch hinzu, daß z der 
durch @ bestimmten Ordnung angehöre, d. h. nach 
dem Modul Q@ mit einer rationalen Zahl kongruent 
sei ($ 96). 
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Berechnung der Klasseninyarianten. 


$ 125. Die Klasseninvariante y,. 


Wir haben schon oben bemerkt, daß außer der Funktion 
3(®) noch andere Modulfunktionen zur Bildung von Klassen- 
invarianten geeignet sind, und oft zu einfacheren Resultaten 
Anlaß geben. Unter diesen tritt uns zunächst die Funktion 9; (®) 
entgegen, die durch Yj(®) definiert ist. 

Wir haben im $ 71 gesehen, daß zwischen den Funktionen 


(1) u=9(®), v9 (ee), 


falls a0 = n durch 3 nicht teilbar ist, und ce durch 3 teilbar 
angenommen ist, eine Transformationsgleichung 
(2) ®,(4, dv) = 0 
besteht. Die Funktion ®, hängt aber nur von den beiden Argu- 
menten vu", u3 ab, und in ®„(u, u) = 0 kommt also, wenn 
n==1 (mod 3) ist, nur u3, d.h. j(®) vor; in diesem Falle kann 
daher diese Gleichung kein anderes Resultat ergeben, als die 
Invariantengleichung. Anders ist es aber in dem Falle 
(3) n=—l (mod 3), 
den wir jetzt voraussetzen wollen. 

Wenn einer der Werte » —= u werden soll, so muß eine 
Relation bestehen 


vrIdoa _c- 00 Kran 





(4) m 
und zugleich muß [S 54, (15)] 
(5) — oß+aoy+ Pd — "PBd=0 (mod) 


sein. Es ist also jedenfalls & Wurzel einer quadratischen Gleichung: 
(6) Av +Bo+C0=0, D=B?—4AC. 
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Besteht umgekehrt eine solche Gleichung, so folgt durch 
Vergleichung mit (4) in der früher angewandten Art, wenn x, Y 
ganze Zahlen sind: 


ODE = A, 
4 ca —ıuy = 0x, 
(7) Be Br, 
eB— oe —ıud = y, 
woraus: 

200 —= br — y, 

(8) 2(cB — ad) = Br + y, 
4ın —= y? — Di. 

Setzen wir A relativ prim zu 3n voraus, s muß 6 —=|, 


a n angenommen werden; denn nach (7) muß unter dieser 
Voraussetzung «© durch © teilbar sein, und folglich auch c« — ay 
und cß — ad, woraus folgt, daß auch a, c durch © teilbar sein 
müßten, während doch a, c, © keinen gemeinsamen Teiler haben. 
Also ist 

(9) 2e—= br — y, BerAs, 

any =c(Bx—y)— 20x, 2nd =2cAr— Br —y. 

Die Zahlen x, y sind hier außer den in $ 114, 1), 2) an- 
gegebenen Beschränkungen wegen (3) noch der unterworfen, 
daß y2 — Dax?= —1 (mod 3) werde. Dadurch ist aus- 
seschlossen, daß D durch 3 teilbar sei. x muß von Null 
verschieden sein, und wir können es, ohne die Allgemeinheit zu 
beschränken, positiv annehmen. (Eine gleichzeitige Vorzeichen- 
änderung von x und % bewirkt nur eine Vorzeichenänderung von 
&, ß, y, 6, die ohne Belang ist.) 

It D= — 1 (mod 3), so müssen x und y durch 3 unteilbar 
sein; ist D = 1 (mod 3), so ist y durch 3 teilbar, x nicht teil- 
bar. Im übrigen können die Zahlen x, y beliebig angenommen 
werden. Es ist dann c bestimmt aus den beiden (miteinander 
verträglichen) Kongruenzen: 


Ar ae 
B (mod n) 
NEN 7,0 
€ 5 —= (ix 
und kann, da n» durch 3 unteilbar ist, noch der Bedingung 
c= 0 (mod 3) 


unterworfen werden. 
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Nun ist nach (7) ß durch 3 nicht teilbar, und daher reduziert 

sich die Kongruenz (5) durch Multiplikation mit ß auf: 
“«+ö6=0 (mod 3) 

oder nach (7) und (3) auf 

(10) b= 0 (mod 3). 

Ersetzen wir in (6) © durch © + 1, so geht B über in 
b=+2A, und von den drei Zahlen 5, B+2A, B— 2A ist 
eine und nur eine durch 3 teilbar. Wir nehmen also an, es sei 
D selbst durch 3 teilbar, dann folgt, daß von den drei Werten 


ri ri 
11) Al), pnlatl)=e ° (lo), 9%»lw—1)=e? y,(o) 
nur der erste der Gleichung 


(12) Du 0 
genügt. Die Gleichung (12) und 
(13) uw — j(o) = 0 


haben daher nur eine gemeinsame Wurzel, und diese ist rational 
durch (©) ausdrückbar. Damit ist bewiesen: 

l. yg(®) ist eine Klasseninvariante, wenn ® die 
Wurzel einer quadratischen Form ist, deren Diskri- 
minante und erster Koeffizient durch 3 nicht teil- 
bar sind, während der mittlere Koeffizient durch 3 
teilbar ist. 

Wenden wir dies Ergebnis auf den Fall n = 2 an, so er- 
halten wir zunächst aus der Gleichung (5), $ 71: 


(14) B,(u, u) = ut — 2u3 — 495 u? + 2.33.53 — 0. 


Die Gleichung 
y”— Da2—=8 


ist, dd D=0 oder =1 (mod 4) sein muß, nur für drei nega- 
tive Werte von D lösbar, nämlich 
De Ber re, 
(15) el ur, 
A 


Diesen drei Werten von D entsprechend kann man für die 
Gleichung (6) die folgenden wählen: 


D=—S, 0®?+2—=(, 
Denn +30 +4=(, 
D=.—A4, oe —+-1=0 


oder 
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D=8,9 ey, 
Her Ve 
D= 40 1 


Der Wert y, (?) ist aber (nach $ 117) bekannt, nämlich — 12, 
und daher muß die linke Seite von (14) durch u — 12 teilbar 
sein. Da dieser Faktor bekannt ist, findet man leicht die übrigen: 
us — 2u3 — 495 u2 + 24.33.53 — (u — 12) (u — 20) (u + 15)2. 

Da y,(®) ebenso wie jJ(o) für ein rein imaginäres & einen 
positiven Wert hat, so muß der Faktor « — 20 dem Werte 


D = —8 entsprechen, und wir erhalten: 

(16) Y2(t) = 12, 
(17) Ya (Y— 2) er 20, 
(18) Ya (Fe, == 7-75, 


Es existieren außer —7 noch fünf ungerade durch 3 nicht 
teilbare negative Diskriminanten: 


(19) — 11, —19, —43, — 67, — 1631), 
für die es nur eine Formenklasse gibt. Für diese ist also nach 


unserem Satze: 
Be m 


eine ganze rationale Zahl Z. 

Um diese rationalen Zahlen zu finden, wollen wir Grenzen 
aufsuchen, zwischen denen sie liegen müssen, die um weniger als 
eine Einheit voneinander verschieden sind. 

Nach 8 54, (5), (8) ist: 


no) = fl)t hot 


! 16 
— f, (we)! + F,(o)’ 
ferner nach $ 34, (19): 


. (—F-°) fo) = 5%, 


‘) Daß nicht mehr Diskriminanten dieser Art existieren, kann bis jetzt 
nur daraus geschlossen werden, daß, soweit man die Berechnung der 
Klassenzahlen fortgesetzt hat, weitere Zahlen dieser Art nicht gefunden sind 
[vgl. die Tafel der Klassenzahlen von Gauss (Werke, Bd. II, S. 450)]. 
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(m) 
1 — )=f@ z Zap 
Setzt man also: 
(20) g= e-"Vm, 
so erhält man [$ 24, (11)]: 


er 


also 


2 
ee 8 
= u ee 
1,@ II (1 + ge-yıe 
1,00 
Wir machen nun Gebrauch von der für jedes echt gebrochene 
positive x gültigen Grenzbestimmung: 


1 
a rung er >1— 1, 


und erhalten: 





Ben 
a 
woraus 
8q 16q 


g°3 = 3956 g8 < Z< g 3 d-® —_ gie im, 
und indem man die obere Grenze noch vergrößert, kann man 
dafür auch setzen: 


2 5 
2 ae: 
2<; + nn 
Für m —= 11 ist q ungefähr — 2-15, woraus man ersieht, daß der 
Unterschied beider Grenzen: 
8 q3 212 q: 





er, 
bereits für m — 11 und noch mehr also für die größeren Werte 
von m sehr klein ist. Z ist also die zunächst über 
3 — 256. g8 
gelegene ganze Zahl, und dieser Wert, für die größeren m schon 


q 3, kommen einer ganzen Zahl außerordentlich nahe. Daraus 
berechnet man diese Zahlen !): 


!) Man tut gut, sich bei diesen und vielen der später beschriebenen 
Rechnungen ein- für allemal den Briggischen Logarithmus 


log (n log e) —= 0,134 934 184 0 
zu merken, bei dem man übrigens meist mit 7 Dezimalen ausreicht. 
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)= 960 — 64.15, 
Bu (re — 5280 — 32.3.5.11, 


ER Beni), 640320 — 64.3.5.23.29. 


Bei diesen Zahlen ist die Zerlegbarkeit in mäßig 
kleine Primzahlen bemerkenswert. 

Auch für die Diskriminante — 27 existiert nur eine AH 
Da aber diese Diskriminante durch 3 teilbar ist, so ist nicht Y; (@), 
sondern erst j(») eine rationale Zahl. Man findet durch ähn- 
liche Rechnung: 


-. et elle = — 3.215,53, 


$ 126. Die Klasseninvarianten f(w)*. 
Die Wurzeln der kubischen Gleichung 
(1) (u — 16)? — uj(o) — 0 
sind, wie wir früher allgemein gesehen haben ($ 54), 
u— f(o)4, — fı(o)*, — fr (w)%, 
1\24 
& fo fo+1®, fi.) - 
Es sei nun wieder & die Wurzel der quadratischen Gleichung: 
(3) A®+Dbo+C0=0 
mit der negativen Diskriminante: 
(4) D= Bb2 — 4A(, 
worin A, B, C keinen gemeinschaftlichen Teiler haben, und 7(o®) 
sei die Klasseninvariante. Setzen wir 


oder 


1 
o' — 0 | ie 
so ist 


5) Aa LE (BEDAN ol NASE BE 
A+B+C- B+2N)e"Llor—0. 


| 
2 
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Die drei Argumente von (2) sind also die Wurzeln von äqui- 
valenten quadratischen Formen. 

Wir unterscheiden die drei Fälle: 

1. D==0 (mod 4). Hier ist B gerade, und A und C können 
nicht beide gerade sein; von den drei Formen (3), (5) hat also 
die eine zwei ungerade äußere Koeffizienten, die beiden anderen 
haben einen geraden und einen ungeraden äußeren Koeffizienten. 

2. It D=1 (mod 8), so ist B ungerade DB? = 1 (mod 8), 
AC=0 (mod 2), also ist wenigstens einer der beiden Koeffi- 
zienten gerade, und unter den drei Formen (3), (5) ist eine, aber 
auch nur eine, die zwei gerade äußere Koeffizienten hat. 

3. It D=5 (mod 3), so ist AU =4 (mod 8) und die 
beiden äußeren Koeffizienten A und Ü sind ungerade. 

Wenn es nun gelingt, eine ganzzahlige Gleichung aufzustellen, 
der von den drei Wurzeln (2) nur die eine genügt, so folgt 
daraus, daß diese eine Wurzel rational durch j(o®) ausdrückbar 
und also eine Klasseninvariante ist. 

Es besteht zwischen den Funktionen 


ae (ee (e= 0) (mod 2) 


für einen ungeraden Transformationsgrad n (88 73, 74) eine Trans- 
formationsgleichung: 


FA 
und die Gleichung: 
(7) D,„(u, u) = 0 


ist also nach 853 nur dann befriedigt, wenn für eine der 
Größen (6): 


(8) wie Be 
worin | ’ + ßo 
(9) oder “ 3) = (6, 1) az 


Fa 01 

“ ») == en. o (mod 2) 
eine zur ersten oder zur zweiten Klasse ($ 36) gehörige lineare 
Transformation ist. 


Die Vergleichung von (8) mit (3) führt aber, wie oben, zu 
den Bedingungen: 
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Base Az, 
ec —ya—=(Üz, 
Bße—datuao— Ba, 
(10) Be—da—od —y, 
N reg et 
2 2 
4n = y? — Da. 


Nehmen wir A und n ohne gemeinsamen Teiler an, so muß 
oc—=1,a=n sein, denn eine in x und 9 aufgehende Primzahl 
müßte auch in y und folglich inc — ya und Pe — da und, 
wegen &0 — ßy —= 1, auch in a und c aufgehen, während doch 
a, c, © keinen gemeinsamen Teiler haben sollen. Aus (10) wird 
%, ß, y, 6, c ebenso bestimmt, wie im vorigen Paragraphen. Es 


ergeben sich zunächst die beiden Kongruenzen 
En lar! er —= (x (mod n), 


von denen die eine aus der anderen folgt, wenn x teilerfremd 
zu n ist, und die Bedingung 


ce=0 (mod 2) 
ist damit verträglich. Weiter folgt: 


cAxz= 


Bxz —y N 


ee ny = — UÜx + 0 
(11) ” 
Be= Pier, an 


Wenn nun D und mithin 5 ungerade ist, so müssen, da. 
wegen (9) & und Ö. beide gerade oder beide ungerade sind, x und 
y gerade sein; also sind ß und y gerade, und « und Ö müssen 
ungerade sein. Folglich muß von den beiden Zahlen 3x, 3y eine 
gerade, eine ungerade sein. Das ist aber unabhängig davon, wie 
sich A und Ü gegen den Modul 2 verhalten. 

Wenn also von den drei Größen (2) die eine der Gleichung: 
(7) genügt, so tun es auch die beiden anderen, und wir können 
diese drei nicht voneinander trennen. 

Wir müssen daher B gerade annehmen und setzen zur 
Vereinfachung: 


(12) D== —4m, 
worin m eine positive ganze Zahl ist. 
Wir unterscheiden: 
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l. Wenn D=4 (mod 8) ist, setzen wir 


nam —lh YO, 


.— 5, BEA, 
v=—(, en (mod 2). 


Die Kongruenz (9) fordert also, da nicht alle drei Koeffi- 
zienten A, B, U gerade sein können, daß die beiden äußeren 
Koeffizienten ungerade, der mittlere durch 4 teilbar sei, und dies 
findet nur für eine der drei Formen (3), (5) statt; folglich ge- 
nügt eine der drei Funktionen (2) der Gleichung (7), und ist 
also Klasseninvariante. 


2. D=0 (mod 8), 
Nn— Ma ln eye 
D 
ee BA: 
v=—(, ee (mod 2). 


Es müssen also auch hier die beiden äußeren Koeffizienten 
ungerade D = 2 (mod 4) sein, und es verhält sich dann alles 
wie oben. Damit ist bewiesen: 


1. Ist &® die Wurzel einer primitiven quadra- 
tischen Gleichung mit negativer, durch 4 teilbarer 
Diskriminante D und ungeraden äußeren Koeffi- 
zienten, so ist f(w»)?* Klasseninvariante für die Dis- 
kriminante )D). 


Die Annahme, daß A relativ prim zu n, d.h. zum 1 
oder zu m sei, kann nachträglich als unwesentlich aufgegeben 
werden. 

Denn wenden wir auf © eine lineare Transformation (S) an, 
so geht die Gleichung (3) bei ungeraden A, C in eine äquivalente 
Gleichung über, in der die äußeren Koeffizienten dann und nur 
dann beide ungerade sind, wenn (S) zur ersten oder zweiten 
Klasse gehört, also wenn f(®)?* durch (5) ungeändert bleibt. 
Man kann dann noch (S) so bestimmen, daß der erste Koeffizient 
in der umgeformten Gleichung (3) zu einer beliebigen Zahl, also 


auch zu n relativ prim wird. 
Weber, Algebra. III. 30 
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Auf den Fall » = 1 ist dies Verfahren nicht anwendbar, 
weil D,(u, vu) für n= 1, © =: (aber auch nur für diesen Wert) 
identisch verschwindet, für m —= 1 haben wir aber bereits früher 


funden 83): 
gefunden ($ 83) EN 


so daß also auch in diesem Falle der ausgesprochene Satz gilt. 
Wenn m ungerade ist, so ist bei ungeradem A, (U der mitt- 
lere Koeffizient DB durch 4 teilbar; dagegen ist bei geradem m 
unter der gleichen Voraussetzung D nicht durch 4 teilbar. Durch 
die Substitution @ — 1 für © erreichen wir aber auch im Fall 
eines geraden m, daß 5 durch 4 teilbar wird; dann aber wird 
auch Ü gerade. Durch die Vertauschung (®, @ + 1) geht aber 
f(»)* in —fı (w)?* über, so daß wir also unserem Sr auch den 
en. Ausdruck geben können: 


2. Ist @ die Wurzel der quadratischen Gleichung: 
0?+-bDbo+Ü0=0(, 


worin A ungerade, D gerade ist, so ist, je nachdem 

D=%4 oder D=0 (mod 8) ist, f(w»)* oder fı (w)% 

Klasseninvariante. 

Da A und ( nicht beide gerade sein können, so sind nur 
drei Fälle möglich, von denen durch die Vertauschungen 


l 
(@, o a 1), (o -—,) 
der zweite auf den ersten und der dritte auf den zweiten zurück- 
geführt wird. Wir haben also in diesen Fällen: 
A=1 C=1 (mod 2 Klasseninvariante f (®)?*, 
(BA „ ” fı (@)*%, 
Al » ” f2 (@)*. 

Insbesondere ist also, wenn wir die Hauptform der Diskri- 
minante — 4m, (1, 0, m), zugrunde legen, f(Y— m)’* bei unge- 
radem und fı(Y— m)” bei geradem m eine Klasseninvariante. 
Diese beiden Zahlen haben einen reellen positiven Wert, und 
sollen in den weiter unten folgenden Rechnungen vorzugsweise 
berücksichtigt werden. 

Aus der Gleichung (1) schließen wir (Bd. II, S 154, 11.), 
da j(®) eine ganze algebraische Zahl ist, daß auch f(w)?* eine 
ganze algebraische Zahl sein muß, und die Form der Gleichung (1) 
zeigt, daß die Norm dieser Zahl eine Potenz von 2 ist. 
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$ 127. Die Potenzen von /(w) als Klasseninvarianten. 


Nach der Definition von y,(®) ist: 


fo) — 16 
l ee 
() fa) = > 
Ist © die Wurzel einer Gleichung: 
(2) Ao®+2bo+0=0, AC— B=m, 


deren Diskriminante —4m durch 3 nicht teilbar ist, so können 
wir, wenn nötig, durch Übergang zu einer äquivalenten Gleichung, 
A, C als ungerade, A durch 3 unteilbar und D durch 3 teilbar 
voraussetzen. Dann aber sind nach den beiden vorigen Para- 
graphen /(@)?* und y,(®) Klasseninvarianten, und wir erhalten 
aus (1) den Satz: 

3. Ist &© Wurzel einer quadratischen Form von 
negativer, durch 3 nicht teilbarer Diskriminante, 
deren beide äußere Koeffizienten ungerade, deren 
mittlerer Koeffizient durch 6 teilbar ist, so ist 

(@)* 
eine Klasseninvariante. 
Um die Frage zu untersuchen, ob auch noch. niedrigere 
Potenzen von /(w) Klasseninvarianten sein können, machen wir 
Gebrauch von der Formel: 


(3) Diaz Ar) 15070) 
worin r eine ganze Zahl ist; die Werte 
0, — o@ 4 2r 


sind die Wurzeln von äquivalenten quadratischen Gleichungen 
| Ao —+ 2B,0,-+ Cr = 0, 
worin 
(4) DB, = .B—24Ar, 
und hierin läßt sich r nach dem Modul 4 so bestimmen, daß 
bei ungeradem m: 


(5) Bb.= 0,2,4,6 (mod 8) 
und bei geradem m: 
(6) B.=1,3,5,7 (mod 3). 


Wenn es nun gelingt, eine Gleichung mit rationalen Koeffi- 
zienten aufzufinden, der von den vier Werten (3) entweder nur 
30* 
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der eine, der dem Werte r = 0 oder zwei, die den Werten 
r — 0, 2 entsprechen, genügen, so folgt, daß f(®)s oder f(@)!2 
Klasseninvarianten sind. 

Ist außerdem m durch 3 unteilbar, so kann man die B, alle 
durch 3 teilbar voraussetzen, und es folgt dann durch Kombina- 
tion mit dem Satz 1., daß auch 

f(»)° fo) = f(®)? oder F(o)" f(o)* = f(o) 
unter den Klasseninvarianten enthalten sind. 

Nachdem so unser nächstes Ziel bezeichnet ist, machen wir 
von dem Ergebnis des $ 73 Gebrauch, daß zwischen 


3 
(a), u— f(o)s 
eine Modulargleichung: 
(7) Du, 
besteht, wenn 
aa=nm c=0 (mod 16) 
ist. Die hieraus abgeleitete Gleichung 
(8) ka (77) 
ist dann und nur dann befriedigt, wenn 
(9) | ea  y-+06o 
a 6 +Pßo’ 
a, ß 
y, 9 
Klasse ist, die [nach $ 40, (12)] der Bedingung genügt: 
( 2 era? TEN 
“—Pß 
oder der damit gleichbedeutenden: 
(10) 0y—+ Bd -+ 202 — 20uß — 200 =0 (mod 16). 
Aus (9) folgt aber, wenn © der Gleichung (2) genügt, wie 
wir im vorigen Paragraphen gesehen haben, 
n=y: + ma, 
(11) ae—=Bxz—y ny=—Üx-+c(Bx — y) 
DA nd —= —Bxz — y- Aca. 
Nehmen wir zunächst m ungerade an, so können wir n = m, 
also x — 1, y = 0 setzen, und da c durch 16 teilbar ist, folgt: 
«—=Bb, ß=A y=—m(, ö=—mB (mod 8), 


worin ( ) eine lineare Transformation der ersten oder zweiten 
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also ergibt (10): 
(12) B (m, ne) B-+4) —= 0 (mod 8). 

Wenn nun m =3 (mod 4), so ist A+ 0 = 0 (mod 4) und 
der in (12) in der Klammer stehende Ausdruck ungerade, daher 
ist (12) nur unter der Voraussetzung befriedigt, daß 

b=0 (mod 3). 

Wir wollen, um Wiederholungen zu vermeiden, bei den im 
folgenden auszusprechenden Theoremen ein- für allemal voraus- 
setzen, daß © die Wurzel einer solchen Gleichung (3) der Diskri- 
minante —4m sei, in der A ungerade, B durch 8 teilbar sei. 
Damit ist also das Theorem bewiesen: 

4. Istm=3 (mod 4), so ist f(»)® Klasseninvariante. 

Ist ferner m = 5 (mod 8), so reduziert sich die Kongruenz 
(12) auf: 





B Em = 2.5) ee 

und diese Bedingung ist erfüllt, wenn 5 durch 4 teilbar ist, da- 
gegen nicht erfüllt, wenn 5 nur durch 2, nicht durch 4 teilbar 
ist. Daraus folgt: 

5. Ist m=5 (mod 8), so ist f(»)!? Klasseninvariante. 

It m=1 (mod 8), so läßt sich aus der Kongruenz (12) 
nichts schließen. Dies stimmt mit dem Umstande überein, daß 
in diesem Falle ®,„(u, vu) nur von «8 abhängig ist. Um auch 
hier zu ähnlichen Resultaten zu gelangen, wenden wir die Trans- 
formation zweiter Ordnung an. Wir nehmen in (7): 





(13) n=1 (mod 8) 
und setzen: 
uwv—= +Y?, 
d. h.: 
9.0\3 e- 
(=) tor =, 


oder [$ 34, (18)]: 


e-+0@\3 0 — 1\3 
(14) ee) = +1), 
Die Gleichung (7) geht dadurch über in eine Gleichung: 


(15) | od, (m 2 —(, 


U 
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oder genauer gesagt, je nach der Wahl des Vorzeichens in zwei 
Gleichungen, die außer dem Produkt 


Var) 
nur rationale Zahlkoeffizienten enthalten. Letzteres ersieht man 
daraus, daß in der Gleichung (7) nur solche Produkte «*v* vor- 
kommen, in denen  —+ %k gerade ist (vgl. den Anfang von $ 74). 
Die Relation (14) fordert nun, daß ® einer Gleichung 

(16) al npeirhen d(0 — 1) 

«= Ta@H)FF@-]) 
% ß 
y, 0 
hörige lineare Transformation ist. Damit aber eine der beiden 
Gleichungen (14) wirklich erfüllt sei, ist nach $ 40, (12) noch 
erforderlich: 


1)  @-Bla+B+r—)=0 (mod 9). 
Nun folgt aber, wenn © Wurzel der quadratischen Gleichung 
(2) ist, aus (16) wie oben: 


genüge, in der ( ) eine zur ersten oder zweiten Klasse ge- 


o(& + B) = As, 
0(& — ß) > Bx-+y, 
(18) c(a — PB) — al —6) = Cr, 


(or Br aly Fe) Day, 
an = y?+ me. 


Ist nun, wie vorausgesetzt war, 


m=1l (mod 8), 
so setzen wir: 
m 1 al 3) 
5 oder mt 
je nachdem m = 1 oder = 9 (mod 16) ist, so daß auchn=1 
(mod 8) wird, dann ist <= 1,y=+1 oder = +3 zu setzen, 
und wenn wir A relativ prim zu n voraussetzen, so wird 0 —=|, 
an, und aus (18) folgt: 
o+B=4 . np -)=—C+eB+y) 
«—ßBß=BH+ty ny +-9)=—Bb+y-tecA. 
Hiernach ergibt die Bedingung (17), da BP + y ungerade, 
= (0 (mod 16) ist: 





Ne 





AI (mod 8), 


82127: Die Potenzen von f(w) als Klasseninvarianten. 471 


was nur möglich ist, wenn = 0 (mod 4) ist. Um aber zu 
entscheiden, welche der beiden Gleichungen (15) erfüllt ist, kommt 
es nach $ 40, (12) darauf an, ob 
(Be ln B)(e Bd) 
oder, was dasselbe ist, 
Ge ee aD Y) Anl) 

durch 16 oder nur durch 8 teilbar ist. Vermehrt man aber in 
diesem Ausdruck D um ein ungerades Vielfache von 4, so ver- 
ändert er sich um ein ungerades Vielfache von 8, woraus zu 
schließen, daß, je nachdem D = 0 oder = 4 (mod 8), die eine 
oder die andere der beiden Gleichungen (15) befriedigt ist. 

Damit ist bewiesen: 

6. Ist m = 1 (mod 8), so ist Y2 f(w)® Klassen- 

invariante. 

In den Fällen, wo m = 3 (mod 4) ist, können wir noch 
einen Schritt weiter gehen. Wir haben in 8 73 neben den 
Schlaeflischen Modulargleichungen auch die Gleichungen 


(19) °,(u, 9) = 0 
kennen gelernt, die zwischen 

2 e—00oN\ 
Sr her = GT) 


bestehen, und aus $ 73, (10), (15) ergibt sich, daß, wenn n = 17 
(mod 8) vorausgesetzt wird, ®,(u,, v,) rational durch 


U, v1, u, + ur 
dargestellt werden kann. Wenn wir also in (19) 
| C 00\3 
(21) fi ( 7 ) — trh(o), u = fı(e)? 


setzen, so wird 





und u? —- v? kann rational durch f(@)?* ausgedrückt werden 
[8 34, (11)], d. h. es geht 

Da 
in eine oder, nach der Wahl des Vorzeichens, zwei rationale 
Gleichungen für 


12700) 
über, die wir mit 
(22) F+H)- 9 


bezeichnen wollen. 
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Die Gleichung (22) hat aber wieder eine Gleichung der 
Form (21) zur Folge, so daß in beiden die Vorzeichen überein- 
stimmen, und die Gleichung (21) fordert nach $ 40, (7): 


e-H00,., 9 3-00 
(23) a 6-+ßo’ 
»— 1+»02a—6d)=0oder=8 (mod 16), 
und zwar gilt, je nachdem die eine oder die andere Kongruenz 
stattfindet, in (21) und (22) das eine oder das andere Vorzeichen. 


o=0 (mod 2), 


Nehmen wir m —=n, also m = —1 (mod 8), so ergibt sich 
aus (2) und (23) ganz wie oben: 
P= A, ny—=— C+eBb, 
@ —=B nd= —D-cA, 


also aus der zweiten Kongruenz (23): 
0 —+-CB—1=0oder=38 (mod 16), 
woraus "zunächst folgt, daß D jedenfalls durch 8 teilbar sein 
muß; vermehren wir aber D um ein ungerades Vielfache von 8, 
so geht die eine dieser Kongruenzen in die andere über, und 
infolgedessen geht in (21) das eine in das andere Vorzeichen 
über. Für ein bestimmtes & besteht also nur die eine der 
beiden Gleichungen (22) und es folgt: 
7. Istm=17 (mod 8), so ist Y2f(w): Klassen- 

invariante. 

Wenn wir einer durch alle bekannten Beispiele bestätigten 
Induktion vertrauen dürfen, so besteht noch das folgende Theorem: 

8. Istm=3(modB), soist f(»)? Klasseninvariante. 

Indessen fehlt hierfür noch der allgemeine Beweis. 

Ist m = 2 (mod 4), so wenden wir dasselbe Verfahren an, 
wie oben im Falle m = 1 (mod 8). 

Wir setzen: 
(24) 2n—=m—y, 
und nehmen y=0 oder = +2, so daß n = 1 (mod 4) wird. 

Wenn wir dann in der Gleichung (19) 


(2) hl) he 


setzen, so ergibt sich eine Gleichung, die nur Y2 f; (w)* und 
rationale Koeffizienten enthält. (19) ist aber nur dann erfüllt 
[IS 40, (7)], wenn 
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c+0o _2y—+6dw ar 
und außerdem 
(27) „»—1+y(2& —6)=0 (mod 16); 
aus (26) und (24) folgt: 
2 —=b+y 2ny =—Ü 
Ba) 2nöo=—(b — y) medup) 


und daraus schließt man wie oben: 


9. Ist m= 2 (mod 4), so ist Y2f,(w); Klassen- 

invariante. 

Wiederum weisen sämtliche Beispiele darauf hin, daß, wenn 
m = 4 (mod 8) ist, Y2 fı(»)!? Klasseninvariante ist. Aber 
auch hierfür fehlt noch der Beweis... Wenn m durch 8 teilbar 
ist, tritt eine Reduktion nicht ein. 

In den Fällen 4. bis 8. ergibt sich nach 3. eine weitere 
Reduktion auf die dritte Wurzel, wenn m nicht durch 3 teilbar 
ist. Demnach erhalten wir folgende Fälle: 


m=#+t1 (mod 3), 


Klasseninvariante 

l) m=3 (mod 4) f(®)2, 
2) m=5 (mod 8) f(w)%, 
mi , 2 ro), 
ame *, Y2(e), 

))m=3 ,„, f(®), 

)m=2 ,„ v2 fı (@)?, 
Dam 42, y2fı (@)‘, 


wovon freilich die Fälle 5) und 7) nur durch Induktion ge- 
schlossen sind. 

Die Klasseninvarianten f(w) eignen sich ganz besonders zur 
numerischen Berechnung, weil sie unter allen die einfachsten 
Resultate liefern. Wir geben daher zunächst eine größere Reihe 
von Beispielen, die sich auf Grund unserer bisherigen Entwicke- 
lungen leicht ableiten lassen, und die zugleich die Methoden 
kennen lehren, deren man sich auch zu weiter fortgesetzten Rech- 
nungen dieser Art bedienen kann. 

Es wird bei diesen Berechnungen häufig die Aufgabe gestellt, 
reduzible, ganze rationale Funktionen in Faktoren zu zerlegen. 
Eine solche Zerlegung ist, wenn sie gefunden ist, natürlich sofort 


474 Neunzehnter Abschnitt. $ 128. 


zu verifizieren; aber auch das Auffinden der Faktoren gelingt 
leicht, wenigstens soweit die Rechnungen bis jetzt fortgesetzt sind, 
da man häufig in den späteren Fällen früher gefundene Resul- 
tate benutzen kann, und überdies die allgemeine Form der Fak- 
toren kennt. Beispiele werden dies erläutern. 


$ 128. Die ersten Fälle der Berechnung von f (y— m). 


Setzen wir in der kubischen Gleichung: 
(1) u — 9% (o)u — 16 = 0, 
deren Wurzeln nach $ 54 
(0), —fı (0), —f2(@)' 
sind, @ = i, also [$ 125, (16)], 9% = 12, so folgt: 
u — 12u — 16 = (), 
eine Gleichung, deren einzige positive Wurzel u — 4 ist, so dab 
wir in Übereinstimmung mit $ 126 erhalten: 
(2) fo =V3; 
setzen wir © = Y—2, also y; = 20 [$ 125, (17)], so erhalten 
wir aus (1) die Gleichung: 
u — 20u — 16 = 0 
mit der einzigen rationalen Wurzel — 4. Da aber nach den 
Sätzen der beiden vorhergehenden Paragraphen fı y); rational 
sein muß, so ist: 


(3) 2) = V2. 
2ri 
Wir setzen ferner © = e®, also 9%,(w) —= 0 ($ 117) und 
erhalten aus (1): 
ER eR 
Dieser Gleichung genügt [S 34, (19)]: 


2 ri 
= ag, , Wlan 
Bon. 
) 
woraus der reelle positive Wert: 
(4) v3) =V2. 
Um die übrigen Resultate des $ 125 anwenden zu können, 
setzen wir 
m—7, 11, 19, 43, 67, 168, 
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und benutzen die aus $ 34, (19) folgende Formel: 


Pan (te) = en 
Demnach ist, wenn wir 


fy-m)= a 


setzen, «& nach (1) die reelle positive Wurzel der Gleichung 


6) ee ei 
Für m —=1 erhalten wir nach $ 125, (18) 

(6) rn) = 12 

während in den anderen Fällen, nach Einsetzen der Werte für y,, 
sich die Gleichung (5) erst in zwei Faktoren 12ten, diese wieder 
in zwei Faktoren 6ten ünd schließlich diese in zwei ten Grades 
spaltet. Die so erhaltenen Gleichungen sind kubische Gleichungen 
für x°, xt, x2, x, von denen wir jedesmal nur die beibehalten, 
die eine reelle positive Wurzel hat, der schließlich f Ve m) 


selbst genügt. 
Um die erste Zerlegung zu finden, setzen wir die Gleichung 


(5) in die Form: 
(22 — azt)? — (be + 0%! —=0, 
und haben die ganzen Zahlen a, b, c aus den Gleichungen: 
29. b2—= —n, 2be=aR, er — 28 
zu bestimmen, also c = +16; die Gleichung 12ten Grades mit 
positiver Wurzel lautet also: 
a2 — ba8 — act — 16 =. 

Die Zahlen a, 5 bestimmen sich aus den obigen Gleichungen 
leicht, und so findet man schließlich die gesuchten kubischen 
Gleichungen. Man erhält z. B. für m — 11 successive 

2 —_ 8254 1602 — 16 —= 0, 
gs — 4a —4—=N, 
a —- 22207722 — 2 —=0. 

In den fünf Fällen des $ 125 findet man folgende Gleichungen: 
(7) z=f(y—- 1, # —- 2m 22 —2—=0, 

(8) z=f(y—- 19), 8 —2rı —2=0, 
(9) = fy- 43), #2 —22—-2—=0, 
(10) <= fY- 67), 822-220, 
al) = — f(Y—-163), 8 — 68 H412r —2—= 0. 
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$ 129. Anwendung der Transformation zweiter Ordnung zur 
Berechnung von Klasseninvarianten. 


Die Transformation zweiter Ordnung läßt sich, wenn nötig 
in mehrmaliger Wiederholung, auf alle solche Diskriminanten 
— 4m anwenden, für die y? + mx? eine Potenz von 2 ist, also 
2... B. auf: me 2 

Diese Rechnungen sind aber beschwerlich, und wir werden 
einfachere Wege finden, um in diesen Fällen zum Ziele zu kommen. 
Bessere Dienste leistet die Transformation zweiter Ordnung, um 
aus einer bekannten Klasseninvariante eine neue zu finden, die zu 
einer Diskriminante gehört, die das Vierfache der ersteren ist. 

Dazu führen folgende Formeln: 

Nach $ 34 ist: 


h (oe) + f(o)' = F(e)}, 


i A 16 
h (oe) (lo) = os’ 
woraus 
x . \ o)24 — 64 
fh (o)‘ — f,(w)’ = Vf Han 
Das Vorzeichen der Wurzel wechselt nur für f(»)?: — 64, 
also für © — ti, und ist, solange — io reell und größer als 1 


ist, positiv zu nehmen, da die linke Seite für ein verschwindendes 
q positiv unendlich wird. Es ergibt sich daraus: 


„3 — Flo) — Von — na 
u Fo): 
fs (@)’ Flo) |f lo)? + Yf(@)* — 64] = 32, 
und auf dieselbe Weise: 
fs (@)° fı (@)* 8 (Bl YA (ee 64| — 32. 
Ferner ist nach $ 34, (16): 
h (20) fı(o) = Y2, 
woraus 


(1) 2 fı (20) — F(w)t |f (©)? + Yf(@)* — 64], 
— fı (o)* If ko) zig YM (@)2 + 64. 
Diese Formeln können dazu dienen, wenn f(®) oder f; (®) 
bekannt ist, f,(2®) zu berechnen, also f, (Y—4m) aus f (Y— m) 


oder 
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oder  (Y— m). Auf diese Weise findet man sehr leicht, wenn 
man aus den Formeln des vorigen Paragraphen f(), 1 (Y—2), 
fy—3), f(y—T) entnimmt: 
2) fı (Y— 4) = 8, 
@) 1-16" —= 8Y2(1 +92), 
a AI = SH PR) 
9 H1- 9’ = 32(ı + + By2Ysa+ 2) +(+Y2) 
Setzen wir: 
fı (y— 32) — 81, 
so ist x Wurzel der biquadratischen Klassengleichung: 
(6) (02 — 242 — 2)? — 882: + 1) — 0, 
die durch Adjunktion von Y2 in zwei quadratische Gleichungen 
2 — 81 + PR)” = —2(i+Y2) = 0 
zerfällt. Ferner finden wir so: 
() h v— 12) = 2V2(1+ 93), 
(8) hy 238) = 272 (8 + 7). 
Auf andere Fälle werden wir diese Methode später noch 
anwenden. 


$ 130. Berechnung von Klasseninvarianten aus den 
Schlaeflischen Modulargleichungen. 


I. Wenn wir in einer der Gleichungen zwischen «u — f(®) 
und v — f(no) oder zwischen u —= fı (wo), v = fı (no) ($ 73), 
für u einen der bekannten Werte von f(Y—m) oder f, (Y— m) 
einsetzen, so erhalten wir eine Gleichung, welcher f(Y—n2m) 


oder fı (Y—n?m) genügt. 

Diese Gleichung enthält unter Umständen noch fremde 
Faktoren, die man aufzusuchen und zu beseitigen hat. 

Ist n eine Primzahl, so erhalten wir nach $ 123 vollständigen 
Aufschluß über diese überflüssigen Faktoren. Geht n in m auf, 
so ist in der betreffenden Gleichung ein zur Determinante — m 
gehöriger Linearfaktor abzusondern, ist — m quadratischer Nicht- 
rest von n, so sind überflüssige Faktoren überhaupt nicht vor- 
handen, ist — m-quadratischer Rest von n, so ist ein zur Diskri- 
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minante — 4m gehöriger quadratischer Faktor abzusondern, und 
wenn m — 1 ist, so ist die nach Absonderung der fremden 
Faktoren übrig bleibende Gleichung ein Quadrat. 

Als Beispiele für diese Fälle nehmen wir: 


1. m =3, n—=3, Absonderung eines Linearfaktors. 
9. m—=2 n==5, . kein fremder Faktor. 


Absonderung eines quadratischen 
Faktors. 


Ana ee Stada 


(Quadrat nach Absonderung eines 
quadratischen Faktors. 


3. mM 


l 


N 


| 


Da en a, 
Dem een Tarouadtal 


Im Falle 1. hat man in der auf den Transformationsgrad 
n — 3 bezüglichen Formel des $ 73 zu setzen: 


UST ee Au Ar) = I 
also 


und folglich: 
x — 423 +22 +1=(e — 1))(® —32 —-5e—)=(, 
so daß man für m = 27 erhält: 
(1) [VI 22 032 ar N 
Im Falle 2. setzen wir im System II. des $ 73 (n = 5): 


u = fı (V—2) _ v2, v=fı (Y— 50) == V2z, 


1 1 
A B=2(2+45), 


so daß man (ohne fremden Teiler) die Gleichung 6ten Grades: 


1 1 = 
2 53-"+2(@4z)=0% 1-8) = Y2r 
erhält, die sich für 


Ye 


auf den dritten Grad reduziert: 


(3) +2P H3y+4=0. 
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Im Falle 3. setzen wir im System II. des 8 73 (n = 3): 


“18, d= Rt = Vs 
2 A 
Ar Ver Ir — Zmane 
ı —_ 4? — Se —t— a 
also 
(4) 2 —47—2—=0, A(Y—- 18) = 2a. 
Die Auflösung von (4) ergibt: 
(5) el 
Im Falle 4. ist: 
u=fQ=/%, » = fly) = Y3n, 
A= u du 2 Ber. 4 
2 Ba 1 


a Be Be a ZH ey RE 


also 
(6) aa rl, — VD 
() = 1+Y. 
Im Falle 5.: A ai E 
Va rl) Var, 


re ed (2); 
% x 


+32) (+)(-4-1)=0 





(8) ee > -1=0, fVY—-3) = We, 
(9) | „—— IB 
Endlich setzen wir für n — T: 


u— V2, ze) a 


und finden 
0 = (03 — 4x7 + 28x: — 32x + 16) 
— (#4 — 203 — 202 — 4x + 4)2, 


woraus leicht durch Auflösung einer quadratischen Gleichung: 


(10) +2 =1+M, z= are) 
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Auf dieselbe Weise sind die in der Tabelle am Ende auf- 

geführten Klasseninvarianten für 

m — 75, 36, 100, 63, 175 
berechnet, und diese Rechnungen lassen sich auch noch weiter 
fortsetzen. 

II. Aus den Schlaeflischen Modulargleichungen läßt sich 
noch auf verschiedene andere Arten für die Berechnung von 
Klasseninvarianten Nutzen ziehen. 

Setzen wir 


so wird 


(11) fo) = (u) = FU m): 
wenn also in der Modulargleichung für den Transformations- 
grad m 

A 
gesetzt wird, so ergibt sich eine Gleichung, unter deren Wurzeln 
u — f(y— m) vorkommt. In dem System I. des $ 73 ist dann 


immer A = 2 zu setzen, und es ergeben sich die Formeln: 
me, EN en) 
us 
mg: ee, A 
: u# Ä 
en en 
men, — us — eh 
Mall B-w— B5s — B:—2B=2, 
4 
m —sls Be — Ur 2 
12 
ee nr 
m. el. SI ee Euer — — 544 —=(, 
8 R 
m: —ilIMeERE us Sg B3 — 58. b? + 252 B — 648 — 0. 
Die Fälle m —= 3, 7, 11, 19 ergeben keine neuen Resultate, 
können aber zur Verifizierung der früher gefundenen verwandt 
werden; aus m —= 5, 13 erhalten wir durch Auflösung einer 


quadratischen Gleichung: 
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(12) rv-5’=1+9%, 
(13) ry— 13" = 3+ Yı3. 


Für m — 17 ist die Klassenzahl 4, also die oben angegebene 
Gleichung, die in bezug auf u® vom 4ten Grade ist, die Klassen- 
gleichung. Löst man sie in bezug auf BD auf, so erhält man: 


“+, — 34 + 10 yı7, 
4 —— 
u rd yı17, 


2  Lelhlr): 
nz 
Wenn man also 
Y2= = fy— 17)’ 
setzt, so erhält man für x die quadratische Gleichung: 
Be ulg 
(14) + Fe DER 
II. Wir setzen für ® die Wurzel der quadratischen 
Gleichung: 
20? +2 ron —=(, 
worin n eine ungerade ganze Zahl bedeutet und r eine ganze 
Zahl, deren Quadrat kleiner als 2n ist, also: 


(15) 2er =—-, 
(16) a = a ai m —2n — rt. 


Es ist dann nach S 34: 


rri 


(17) ho) @o +2r)=e = y2, 

und nach (15), (16): [P 

(18) konz) =e "2, 
Aaecaı 

he) ,„(@a) = m 

ne aa 


setzen wir also, je nachdem r und folglich auch m gerade oder 
ungerade ist, 


(20) = Yon), «= fllom), 


Weber, Algebra. III. 91 
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so wird 
er 
er. V2 0) I 
(21) f2 (®) = Eur fa =) Fr SCH, 


und diese Werte hat man für «,, v, in das System Il., S 73 zu 
substituieren, um eine Gleichung für x zu erhalten. 

Indem man für r die verschiedenen zulässigen Werte setzt, 
bekommt man aus (16): 
3m 


> 
= 
Rh 
S 
— 
aan 
oo 
oo 
m 
ed 


— , m— 14,13, 10, 5, 
1l, m —= 29, 21,/18, 13,6, 
—13, m — %, 3, 2% 17, 10,1, 


= 
ESS) 


n— 17, m — 34, 33, 30, 25, 18, 9, 
n,.=—19, 200 == 38.81, 320, 22, 
Als einfaches Beispiel wählen wir n — 7 und erhalten aus 
Se elle 


Mr 4 Be VI 
ae Hr + 4200. 


Daraus u a für.p al): 
(22) vn + -ı19, ho), 
für r — 1 das bereits bekannte 
(23) ry ZB" —=3+y3B, 
fürr = 2: 2 
1 5 
(24) 1 y— 10)? = LEER, 


y 
Als zweites Beispiel nehmen wir noch n —= 13 und erhalten: 
Yo 22 Ya 
>); SE 1 Be = a _—: 
(25) A = om 5b, 16 cos 5; 
für r —= 0, 4, also m —= 26, 10 ergibt sich hieraus D, — 16, und 
folglich nach 8 73: 
A-6440 + 16 = 0, 
während für r = 2, also m = 22 in dieser Gleichung A, in 
— A, zu verwandeln ist. 
Man findet aber leicht die Zerlegung: 
AT — 6A? + A} + 20A, + 16 


I = (a + 12a DA + 2A + A +. 
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Ist —io > Y2, so ist auch f?(o) > Y2, denn f, (w)? geht, 
während — io von Y2 bis © geht, ebenfalls, und zwar stets 
wachsend !), von Y2 bis ©, und folglich ist A, negativ für 
RE E 

Der erste Faktor A, —+ 1 verschwindet, wie aus dem schon 
bekannten Resultat (24) hervorgeht, für r — 4; daher verschwindet 
der dritte Faktor A? + 2A? + A, +4 für r= 0, während 
A, +2 für r = 2 verschwindet. 

Wir erhalten also nach (25): 


ARE z 1 
Grey 10), 2 4, 
(28) fı Y— 22)” = Y2y% v—. — 9, 


29) 1.8) = 12 v2 —2y +2 2y—1—0. 





IV. Als Beispiel für eine andere Art der Verwendung der 
Schlaeflischen Modulargleichungen, die zu der sonst schwer zu- 
gänglichen Klasseninvariante f(y— 41) führt, möge das Folgende 
dienen. 

Wir setzen: 


(30) 2noa +2 ron —(, 
= A 
(31) le Aut a bhnd m ImRZEr.: 


Es kann hierin r jede Zahl bedeuten, die m positiv macht, 
die aber mit n keinen Teiler gemeinschaftlich hat [weil sonst 
(30) imprimitiv ist. Es wird dann nach $ 34: 

rrüi 
e 2 y2 


Rate En) nn: 


hBRe+nli= her tim —=e % 


(32) 


!) Aus $ 54, (11) folgt nämlich durch die Substitution (0, 1 —n): 


af = — 9, [FCo)" + Alo]dm. 
31* 
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also: 
rri 


fa (+) = ea, 


rri 


(no) — en 


wenn, je nachdem r gerade oder ungerade ist, 


(33) »=fh(ly—m) oder — f(Y— m) 


gesetzt wird. Nehmen wir also in der zu n gehörigen Modular- 
gleichung IL, S 73: 
uU = fa (®), 


= Arena) 


RER A 
I fa (2) aa 


n 


oder 


so ergeben sich zwei Gleichungen, aus denen man durch Elı- 
mination von u, eine Gleichung für x herleitet. 


Um für n — 5 diese Rechnung durchzuführen, setzen wir: 
srrni 
lo) 2 ee 
(34) x _Örri 





ENT 
Ts (©) N; 
woraus man, entsprechend den beiden Annahmen für v,, für ein 
ungerades r die Gleichungen erhält: 


ER en, 
(35) ze n) h 
»+,+2(&-5)=0 


Diese EN, gelten für 27° 1,° 3, 1,..die zu 2den 
Werten m — 49, 41, 1 gehören. 

Subtrahiert man die beiden Gleichungen (35), so kann man 
den Faktor &— n abwerfen, der nur für m — 1 verschwinden 
kann: 


- 


e+m- (ll - 55) 2 ++ 5m) 
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und wenn man die beiden Gleichungen (35) addiert: 


[E+ m — 3 + ml (14 5) 


+ 2[E + 2811-55) = 0 
Es ist aber nach (34): 
Y2En =, 
und man erhält also eine Gleichung für x2, wenn man (& + n) 


eliminiert. Diese Gleichung wird nach dem gewöhnlichen Elimi- 
nationsverfahren, wenn man 





pP 
Ste 
setzt, in der Form 
(36) 26 — 925 + 202 + 62° — 1922? — 112 —6 = 0 
gefunden. Hierin ist aber noch der auf die Determinante -— 49 
bezügliche Faktor enthalten. Für diesen ist [nach Formel (10)]: 


z=23- fl. 
Es muß also die linke Seite von (36) durch 
22 — 42 — 3 


teilbar sein, und die Ausführung der Division ergibt den für die 
Determinante — 41 gültigen Faktor: 


2 — 52.435243: +2=0, 
(37) ae iR 
a Lie an), 


$ 131. Berechnung von Klasseninvarianten aus den irrationalen 
Formen der Modulargleichungen. 


In außerordentlich einfacher Weise führen vielfach die irra- 
tionalen Formen der Modulargleichungen zur Aufstellung von 
Klassengleichungen. 

1. Im 8 75 haben wir gesehen, daß, falls m = —1 (mod 8) 
ist, zwischen den beiden Funktionen: 


m+1 
24 = f(o)f(mo) +1) > Ho) (mo) + f(o)f,(me)}, 


m+L1 
3 2 2 (—1) 8 2 
B = zajf,mo) " Ko) me) " Fo)fme) 
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eine algebraische Gleichung besteht, und diese Gleichungen sind 
dort für m = 7, 23, 31, 47, 71 aufgestellt. 
Setzen wir darin: 


‚ mo—Y—-m f(iY—m) = Y2a, 


y— m 
so wird nach $ 34: 


I  —— 








m-+1 m+1 


Am an UL, Bein IL. 








Daraus ergibt "sich z. B. für m —= 23, wo A —= 1 ist, .dıe 
(Gleichung: 
(1) fY—-233) =Ya- 8-0 — 1-0 
und tureme 31. 
x — 416 +33 — 10. | 
Dies ist zunächst eine kubische Gleichung für x; man spaltet 
daraus aber leicht die kubische Gleichung für x selbst ab: 


(2) yv-31)ePr ae 10 

Ähnlich ergeben sich die Gleichungen: 

(3) r Va) = Y2a, 
a3 — 23 — 20? — 2r — 1=($, 
(4) ry—n)=Y2a, 
x — 20% ++ 0934-02 — cc — 10. 

Im letzten Falle, m —= 71, ist von der unmittelbar erhaltenen 
Gleichung 9ten Grades der der Aufgabe fremde Faktor (x 4 1)? 
abgesondert. 

2. Um zu einer weiteren Berechnungsart zu gelangen, wenden 
wir die Transformation zweiter Ordnung an. Wir haben zunächst 
allgemein [für ein veränderliches ®, $ 34, (17)]: 


f (2 ®)8 —- f2 (2 ®)' = er LRON 
16 


f(2») — fa(20) — Fo)’ 
woraus: 
ten, 8 
(2 ) = iR (@)* r fs fs (@)8’ 
ha) m) BEER 
sro ro, 
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daraus 


fo) f2o" + ho RRQO—= 5 + Fer TReH, 


was sich nach $ 34 leicht in die Form bringen läßt: 

For F@o + ALT = 16 + Ho + 
und hieraus kann die Wurzel gezogen werden: 
9) FT) + or ho) = Frl) + gay 


Es genüge nun ® der quadratischen Gleichung: 


(6) 202 +?2ro nn —0 
mit ungeradem n, also: 
(7) 0 — u m n=—=9n — r 


Wenn dann 
(8) v2 & if (ga m), oder = fi (ları m)” 
gesetzt wird, je nachdem r ungerade oder gerade ist, so wird 
®) kr =emD. 
Ferner folgt aus 


Ion ee )r 
[60] 


nach den Formeln des $ 354: 


Re o) —=f (2) Aacz 
(10) 20) = f(*) = 
r@o)=n(@)e *, 


so daß die Gleichung (5) ergibt: 


(a1) fe r(2) + NV ort (2) 
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Aus (10) folgt noch weiter: 


rri 


(12) f(@) f: (2) eigen 
(13) for) Aon(?) = en. 


Wenn wir n —= 23 und r — 0 annehmen, so gibt die Glei- 
chung $ 75, (8) mit Benutzung von (12): 
@ () 
a) FWr@)-h@hlt)=2+1, 
woraus durch zweimaliges nuadneren mit Benutzung von (11) 
und (13) folgt: 
+ = 36 426 Y3; 
hieraus leitet man die einfachere Gleichung ab: 
1 a pe en 
1)  :++=-3+%, Pe= AR) 


3. Wir machen endlich noch eine Anwendung der Trans- 
formationsgleichungen des $ 76 für einen zusammengesetzten 
Transformationsgrad auf die Determinante — 39. 

Setzen wir 


u—=f(y39), | = en, 


so ist in der auf n = 39 bezüglichen Gleichung (22), S 76 zu 
setzen: 





Jet Bee 
9 uw’ 75 ya Sig 


und die erwähnte Gleichung gibt: 

2+2—52—6 —=(, 
woraus nach Abwerfung des Faktors 2 + 2 die folgende her- 
vorgeht: 


Zwischen u und » besteht aber andererseits eine Trans- 
formationsgleichung dritter Ordnung ($ 75): 

6 96 Di 8 wı2 m ka ‚is BER 

TI TTTT TE Re 


ee 
= —._—— 


was sich mit Hilfe von (16) auf die Form z2 — 2 


bringen läßt. 
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Daraus erhält man 
wo —=4(3+ Y13), 
ws+v—=4(17+5Y13), 
u — vo = Y2 (8 + Y13), 


so daß, wenn u3 — Vs x gesetzt wird, für x die quadratische 
Gleichung folgt: 


an a a4 y=0, Um 1Be 


Wir wollen unsere Resultate jetzt noch anwenden auf zwei 
Probleme, die in die allgemeine Transformationstheorie des 
siebenten Abschnittes gehören. 


$ 132. Die Schlaeflische Modulargleichung für den 
23sten Transformationsgrad. 


Jede Klassengleichung tritt als Divisor in einer großen Zahl 
von Transformationsgleichungen auf und kann daher, wenn sie 
auf andere Weise bekannt ist, zur Berechnung von Transforma- 
tionsgleichungen benutzt werden. Wir nehmen als Beispiel den 
23sten Transformationsgrad. 

Nach 8 73 besteht, wenn 

C-+0 


d) v=flo), v—=f(23 0), ( en ) e=0 (mod 48) 


gesetzt ist, eine Gleichung zwischen 


Ale! 


J- 
B= uv A 
im SE 





(2) 


und es ist schon in S 74, (14) gezeigt, daß diese Gleichung die 
Form hat: 

(3) A—.pu ZEmı BIN An nn Da in 

worin die Koeffizienten m,, My ..., M,ı rationale Zahlen sind. 
Statt nun diese rationalen Zahlenkoeffizienten wie dort aus den 
Entwickelungen von « und v nach Potenzen von q zu berechnen, 
suchen wir die Wurzeln der Gleichung (5) für «—=v aus der 
komplexen Multiplikation zu bestimmen. 
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Durch Multiplikation mit «12v12 geht die Gleichung (3) in 
eine Form über, welche «, v nicht im Nenner enthält, die wir 
für den Augenblick mit 


(4) Fu) —. 0 
bezeichnen, so daß für ein unbestimmtes x und o: 
6) FIf@), 2] = le r@o)) I|e rn) 
Wir untersuchen nun, für welche Werte von & die Funktion: 
(6) Fu, u) = F|f(o), f(@)} 
= If) - @&o) II [fd 1 (H®)] 


verschwindet. Es verschwindet zunächst offenbar der Faktor: 
2 [09] 
o)-1(5) 


— 23 
— f(y 3) are = 
Verstehen wir ferner unter r eine der Zahlen +2 oder +4, 
und dementsprechend unter 
m — 23 — r? 


entweder 19 oder 7, so verschwinden von den Faktoren von (6) 


für 





für © = Y— m je zwei, nämlich: 


fo - 15) 
denn es ist et 
ne elle ”) a a — er 2) 
EN 


Wir fügen noch hinzu, daß 


FE) 
FM) 


für © — Y— m einer endlichen Grenze zustrebt, wie man durch 
Differentiation nach ® erkennt ($ 54), und daraus folgt, daß 
F(u, u) durch |u — f(y— m)|? teilbar ist. 
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Wenn man u = v setzt, so wird 
2 
Ar, eins re 


und wenn u = f(Y— m), m = 7, 19, 23 gesetzt wird, so erhält 
man aus $ 128, (6), (8), $ 131, (1) durch Elimination von « die 
Gleichungen für DB: 
Meran 3 -—l,; 
m—19, B—-6B+10B—6 = 0, 
m—=23, D°—5B- 4aB—1 
Die beiden letzten kubischen Gleichungen sind, n sie keine 
rationale Wurzel haben, irreducibel, und daraus. ergibt sich ohne 
Rechnung die gesuchte Modulargleichung (3): 
(7) A-2—=(B—-3)2(B®—6B2- 10 B—-6)2(BB—-5 B®+4B—1). 
In der Abhandlung: „Ein Beitrag .zur Transformationstheorie 
der elliptischen Funktionen mit einer Anwendung auf Zahlen- 
theorie“, Math. Annalen 43, 185, habe ich auf demselben Wege 
auch noch die Transformationsgleichung für den 47sten Trans- 
formationsgrad abgeleitet. 


| 
oO 


$ 133. Die Resolventen 7ten und llten Grades für den 
7ten und 1llten Transformationsgrad. 


Wir haben in $ 82 gesehen, daß für den 7ten und Illten 
Transformationsgrad Resolventen der Grade 7 und 11 existieren. 
Auch bei der Bildung dieser Gleichungen kann die Theorie der 


komplexen Multiplikation nützliche Dienste leisten. 


Wir betrachten, wenn n —= 7 oder = 11 ist, die Trans- 
formationsgleichung 
F, (u, v) == 0, 
deren Wurzeln, wenn u — f(®) gesetzt wird, 





(1) EL )  —— re a *) 
sind, wobei c als Index von v nach dem Modul n genommen 
werden kann, während es unter dem Zeichen f durch 48 teilbar 
vorausgesetzt werden muh. 
Diese Gleichungen sind nach $ 73 
2) n=T, we — uv! + Tue -— Suvu—0, 
(3) n = 11, vi2 — ullvıl + 11u9v9 — 44 u? v7 + 88 u5v5 
— 88u3v3 + 32 uv 4 u — (. 
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Wir haben in $ 73 den Einfluß der drei Vertauschungen 
(cd) — (0, 0 —+- 2), 


(4) GET (0, —-) 


durch die « übergeht in 


zei y2 


er] 
e eu % 


auf die Wurzeln der Gleichungen (2) und (3) untersucht. Dieser 
Einfluß ergibt sich aus den Zusammensetzungen: 


6) Be): 





(6) c=c+2 (modn); 

ur en W 
eo DL) 
(8) ec"=—1 (mod n); 
ee) 
(10) gr = - ze (mod n), 


o—ßB=1—c", y+d=c-H]|, 

«tß=n, ny—d)=(e—1)— c"(c+1]), 
und nach $ 34 und $ 40, (12) geht also durch die Substitutionen 
(ce), (ce), (e”), mit Rücksicht auf 

2=2n? (mod 48), 
die Wurzel v,. über in: 
(11) Ruß Den, () v2 
N, den 
und dies gilt auch für c—= ». Die Vertauschungen der Indices, 
die sich so ergeben, sind: 


(12) nl, CD OT URS EL: 
CE PIRATEN: 
02 0, 
ee IBO EAD 30 


- 
- 


») 
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13) n=l,c=»,0, 1,23,3,45,6, 7, 89,10, 
e—=-o,ı 3,4567,8910,0 1, 
e —0, 0,1, 5,7,8,29,3, 46 1, 
e"—1,10, ,46,5,879, 23 ©. 


Als Wurzeln der Resolventen 7ten und l11ten Grades können 
wir nach $ 82 je eine der beiden folgenden Funktionen betrachten: 


(14) A t 


CZ — d,) (41 — % +3) (dr 42 — Ur eo) (Ur + — Ken), 
iyT us 


(W,— re ET 
VL u® 
(15) Ms] rt 


(v. —v,) (9,41 le Oy+s) (dyrs— Vy+3) (Ur +5 — +10) (Ur +9 — m) 
iyllus 


‚ 


WAR == 


(v, —v,) (%+ı— ®y+6) (dı+3— ®y+7) (U, +4—%r+2) (V,+5—%r+8) (d%y+9— Urt10) 
— iyllus 
worin Y7 und Yl1 positiv genommen sein sollen. 
Es tritt nun zunächst der folgende bemerkenswerte Unter- 
schied zwischen beiden Fällen hervor. 
Durch die beiden Vertauschungen (c’), (C’) werden im Falle 


n — 7 die w, nur untereinander vertauscht, und zwar in folgen- 
der Weise: 


ME 


N 


Wo, W;; Ws, W;, Wy, Ws; We; 
(6) Ws, Ws, W W;; We; Wo; W; 
(c') Wo Ws, W; We; Wy Ws; Ws, 
während [nach (13)] im Falle n — 11 durch die Vertauschung 
(€) die Größen w gleichzeitig ihr Vorzeichen ändern, so dab 
folgende Vertauschungen eintreten: 
WW Un WW Wu Ws Wr WU Wr Wr Wy Win 
(€) —Wg Wz, Wn —W, We — Wr —W WW —Wn —Wg — Wr 
(e") Wo, Wg, We; Ws, Ws, W4, Ws, Ws, Wr, w, Wo 
und ebenso verhält es sich mit w”. 


Daraus folgt nun ($ 54), daß die w, Wurzeln einer Gleichung 
Tten oder l1ten Grades: 


(16) w" — 4, wr=1 + A, wr 2 — +. 4 A, = 0 
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sind, daß darin aber im Falle n = 7 sämtliche A, rational von 
f(®)?* abhängen, dagegen im Falle n = 11 die A, mit geradem 
Index ebenfalls rational von f(®)?* abhängen, während die mit 
ungeradem Index das Produkt von f(®)!? mit einer rationalen 
Funktion von f(®)?* sind. Die Zahlkoeffizienten enthalten außer 
rationalen Zahlen nur noch die Irrationalität iY7 bzw. iyll, 
und demnach wollen wir diese Gleichungen bezeichnen durch 
an) ® |w, f(@)*, 7] —(, 

DO |w, f(o)ı:, iyıı] = 0. 

Ändern wir gleichzeitig die Vorzeichen von © und w, so ergibt 
sich, wie wir in $ 82 gesehen haben, eine Gleichung, deren 
Wurzeln die Größen w’ sind. 

Auch bei der Anwendung der Substitution (c’”’) zeigt sich 
für die beiden Fälle ein Unterschied. 

Es ergibt sich nämlich aus (13), mit Rücksicht darauf, dab 
nach (2) das Produkt sämtlicher v, den Wert u® hat, daß im 
Falle n — 7 durch die Substitution (c”’) die w, nur unterein- 
ander vertauscht werden, und zwar in folgender Weise: 

Vo W5 Wg, Wa, Wg, Ws, We 

(br Wz, Wo, Won, Wg, Wo, ) 
und daraus folgt, daß in diesem Falle die Koeffizienten A, 
alle ungeändert bleiben, durch die Vertauschung: 


Überdies kommen im Nenner dieser Koeffizienten 
nur Potenzen von f(®)?* vor (8 73), und die Potenzen von 
f(w®)?* steigen bis zu derselben Höhe wie die von f(w)-*. 

Im Falle n — 11 gehen durch die Vertauschung (c’”) die 
Größen w, in die Größen ı, über, und zwar in folgender Reihen- 
folge: 

W WW WW WW WW Wr We, Wr, Wz, Wy, Wio 
er 10, Wr, WW Wr MG, 10, My, Wo, 11 ) 

Nach (17) können wir diese Eigenschaft durch die in bezug 
auf w identische Gleichung ausdrücken: 


— ® == w, F(o)!2, — VL) = o(w, _ iyi), 


und daraus ergeben sich die folgenden Eigenschaften der Koefti- 
zienten A,: 
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A, bleibt ungeändert durch die gleichzeitige Ver- 
tauschung: 
64 mind 
(10) Tat Ca Bu 
und enthält bei geradem v nur die geraden, bei un- 
gseradem v nur die ungeraden Potenzen von f(w). 

Auch hier treten nur Potenzen von f(®) im Nenner auf, 
und die Potenzen von f(w) steigen bis zur selben Höhe wie die 
von f(w)-t. 

Um über die Grade der Funktionen A, ins Klare zu kommen, 


betrachten wir die Anfänge der Entwickelungen nach steigenden 
Potenzen von q = e”i®. 


1 
Es beginnt die Entwickelung von f(w®) mit q *, die von v, 
n 1 2rzic 1 


mit qg %, von v, mitqg *#*re # », worin aber in der letzten 
Exponentialgröße, wenn wir c auf seinen kleinsten Rest (mod nr) 





} 1 Ye 
reduzieren, auch — nach dem Modul n zu nehmen, also für 


48 
nal: 
1 
48 = —| (mod 7), 
Aitelyüage Aabakı9y 
zu setzen ist. Wenn wir also hiernach 
2701 Gi 
oe=e’ odr =e u 
setzen, so erhalten wir aus (14), (15) als Anfänge der Ent- 
wickelung 
Timm: 
1! 
yo =gq '0”(e — Ele — EN) — 0) + 
Tan 41: 
AR A 
iyllw,—=gq * 05° (0-9?) (g3-9°) (0*-08) (05-9) (g-07) + --- 
Es. ist. aber für n = 7: 


Rn 0 ee 
und dur — Lb: 
INT EL DE ee ZEN) Ze 
a N a et, 
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Da 1, 2, 4 die quadratischen Reste von 7; 1, 3, 4, 5, 9 die 
quadratischen Reste von 11 sind, so können diese beiden Summen 
nach Bd. I, $ 179 bestimmt werden, und ergeben in den beiden. 
Fällen: I: IR 

iy7’ und —iy1, 
so dab | 
a 
(18) U ee ae n—1N, 
w—=—g4 20°... 2 =1l. 

Hierdurch läßt sich eine obere Grenze ableiten, bis zu 
der in A, die Potenzen von f(®) höchstens ansteigen können, 
wenn man noch beachtet, daß die A, als ganze rationale (und 
symmetrische) Funktionen der w, darstellbar sind. 

Für n = 7 ergibt sich so, da alle Exponenten von f(o) 
durch 24 teilbar sein müssen, daß A,, As, As, A, A, As Kon- 
stanten sind, während A, nur die erste Potenz von f(o®)*%, und 
zwar mit dem Koeffizienten —1 [nach (18)], enthält. 

Für n = 11 muß, wenn f(o)!?* die höchste in A, vor- 
kommende Potenz von f(o®) ist, 

Na 

11 
sein, und überdies muß A mit v zugleich gerade oder ungerade 
sein. Daher sind A,, A, konstant, A,, A, enthalten die höchste 
Potenz f(®)**, A,, enthält auch f(w)*. Da die A mit ungeradem 
Index nur ungerade Potenzen von f(®)!? enthalten, so ist A, — 0, 
A;, A, enthalten f(®)!?, A,, A, enthalten bis f(w)®, in A, 

steigt f(®) bis zur 60sten Potenz an. 

Für den Falln = 7 wollen wir nun die Konstanten voll- 
ständig mit Hilfe der komplexen Multiplikation bestimmen, und 
zwar genügt dazu die Betrachtung der Werte der w, für © = i. 


Für © — i wird H 
u=fQ=Y% 


und wenn wir diesen Wert in die Gleichung (2) einführen, und 


VYrer=x 
setzen, so ergibt sich: 
(19) x — 4x7 + 238304 — 322 +16 = 0. 
Die linke Seite dieser Gleichung ist das Quadrat des Aus- 
druckes: 


(20) 4 — 223 — 222 — 4x 44, 
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so daß also die Werte von v für © — i paarweise einander 
gleich werden. Aus $ 119, (15), (17) folgt, wenn & = i{, also 
AN STERN ee Ve DB gesetzt 
wird, daß für cd = — 1 (mod 7) v. — v,„ wird, so dab also: 
(21) Va oe Pas 03. —— 9, "U TED 

Der Ausdruck (20) läßt sich in die beiden quadratischen 
Faktoren: 

12 Man N 2 


zerlegen, so daß die acht Werte von x paarweise je einer der 


vier Größen e* 
(22) 1+Yy7 u I Ya Pt 
FREE En’ 2 = "73 


gleich werden, und es handelt sich noch darum, diese vier Werte 
den einzelnen v, zuzuordnen. Dazu bemerken wir, dab v,, % 
für © =: reell sind, und daß ebenso v,, v, reell sein müssen, 
weil sie gleichzeitig einander gleich und konjugiert imaginär sind. 
Aus v, entsteht v, dadurch, daß man q mit einer gewissen 
Einheitswurzel multipliziert; da aber die Entwickelung von », 
nach Potenzen von q nur positive Koeffizienten enthält [vgl. S 24, 
(11)], so folgt, daß v, größer sein muß als v,, und mithin ist 








e Rn 14/7 4/7 
Ve u ARE ar 
a Y2 

7 


an 


| 


% = 1 /7 
V2v — V2, >= are 


— 
vo 


Für die beiden anderen Wurzelpaare ergibt sich: 
En e- 1 — v7. 7 
99, —V9 —- eig - i-—, 
(24) I; 
- a 


Daß in diesen Ausdrücken das Vorzeichen von ? richtig ge- 
wählt ist, schließt man auf folgende Weise: 

Aus (23) ist zu ersehen, daß für = i{, also für u — Y2, 
die Wurzel ww, verschwindet, und daß also für diesen Wert A, 
verschwinden muß. Nach den oben nachgewiesenen Eigenschaften 
ist hierdurch A; vollständig bestimmt, nämlich: 


(25) u — — (ur — 5), 


Weber, Algebra. III. 39 


498 Neunzehnter Abschnitt. $ 133. 


woraus folgt, daß für keinen anderen Wert von u? als 64 zwei 
der Werte »v, einander gleich werden. Es tritt diese Gleichheit 
also nur für @ = i und gewisse mit  äquivalente Werte von & 
ein, und daher nicht für einen anderen rein imaginären Wert. 
von @. 

Der Anfang der Entwickelung nach steigenden Potenzen von 
q ergibt nun: 


0 — 2.48 0 —+ 2.48 
a) wre ara 
1 
— 2ig TRsn tr... 


so daß für einen hinlänglich großen reellen Wert von — io die 
linke Seite von (26) positiv imaginär is. Wenn nun — io auf 
reellem Wege von ® bis 1 geht, so geht, wie wir oben gesehen 
haben, v, — v, nicht durch Null. Es muß also auch für © =: 
die Differenz v, — v, positiv imaginär sein, wie in (24) an- 
genommen ist. 

Wenn man also die Werte (23), (24) in (14) einsetzt, so 
ergibt sich für © = ?: 

N ) 


(27) NE el al 
ya tim) 
Tu oe Tee ae Tr a 
4 
Danach kann für den Fall n = 7 die Resolvente vollständig 


gebildet werden. Sie lautet: 
er iyTr(1-+iy7) 
(28) ww _— Zr ul) (w + ya + iym) ( z Y a) 


und nimmt eine einfachere Gestalt an, wenn man 
Er R 9 
LEE) Hör cn 
setzt: 


(29) (2 Zul.) (22 su iy7)’ re 64 ! 


u!2 
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Für den Fall »n — 11 ist die entsprechende Rechnung noch 
nicht durchgeführt. Verhältnismäßig einfach erhält man, wenn 
man mit Benutzung der Betrachtungsweise des $ 119 die Werte 
von © aufsucht, für die eine der Größen w, verschwindet: 


ne nr 


wu—=V2, u=Y2, De 2], 


und daraus 


96 \3 912 L 
dı = (m: u me =) (u — = (u: — =) 
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Zwanzigster Abschnitt. 


Die Multiplikatorgleichung in der komplexen 
Multiplikation. 


$ 134. Die Klasseninvariante Y,; (®). 
Wir haben jetzt die Funktion 


ys(@) = Yj(@) — 128 
auf deren Eigenschaft als Klasseninvariante zu prüfen. 
Wir haben zunächst für ein variables © die Multiplikator- 
gleichung 1ster Stufe (8 72, 3), wonach, wenn 
(1) n=3, c=0 (mod 4), 
die v Größe, 


ce + 00\\® 
| Er al (=) 
9) EDER 2 3 ee TE er 2 
(2) M— ( 1) Ö | n(®) Y3 (@), 
durch die linearen Transformationen nur miteinander permutiert 
werden. Setzen wir also 


E Re 00 
Ö “= jo), = 2), 
so besteht zwischen u, v die Invariantengleichung 
(#) iu, — N) 


und es ist 
F(&, u) = IH (ee —v), 


wenn das Produktzeichen sich über die v Wertsysteme von 
a, b, c erstreckt. Die Summe 


(5) F(«, u) >) 22 vd (x, u) 


u }} 





ist für ein unbestimmtes x durch lineare Transformation un- 
geändert und daher eine rationale Funktion von «. Da die Funk- 
tion aber für jeden endlichen Wert von j(®) einen endlichen 
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Wert hat, so ist sie eine ganze Funktion von j(w). Lassen 
wir in (5) x in v übergehen, so ergibt sich 
_ %(w, u) 

worin Y(v, u) eine ganze rationale Funktion von u und v 
ist, mit rationalen Zahlenkoeffizienten. 

Lassen wir nun in (6) © in die Wurzel einer quadratischen 
Gleichung der negativen Diskriminante 

D=B—-A4AC 

übergehen: 
(7) Aoa®+Do+(0=(, 
so können einer oder mehrere der Werte v gleich « werden. Ist 
dies nur für einen der v Werte v der Fall, so wird F’(v) für 
v — u nicht verschwinden, und wir können nach (6) M rational 
durch diesen singulären Wert von u ausdrücken. 

Die Gleichung u — v führt aber die Bedingung mit sich: 


BEA Er. 
a 6-4 Po 
Daraus folgt: 
0B— Aa, ee 
(8) 
cß — ad Werne] ca—ay = (x, 
(9) 4n —= y? — Di, 


worin x positiv angenommen werden kann. 
Wir nehmen A ungerade und relativ prim zu D an. Ist 


D=1 (mod 4), so setzen wir n = — D und erhalten aus (9): 
y2 + n(22 — 4) — (0. 
Der Wert x = 1 ist hiernach nur dann zulässig, wenn — D 


das Dreifache einer Quadratzahl ist. Sehen wir zunächst von 
diesem Fall ab, so bleibt nur 


= y=9 
und aus (8) ergibt sich: 


Ge hl; Bez: 0 Bas 
19 v=2, Ki = 5b (mod 4), 
«+ Bo —=YD, 


und durch die beiden letzten Gleichungen (8) ist ce nach («dem 
Modul n bestimmt. 
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Nach $ 38 (15) ist also 
B+1 
ACH N 
(10) M= (—]) ? yDsy;(o), 


und es wird hier nur einer der Werte v — u, demnach ist M 
und folglich auch YDy,(®) rational durch j(®) ausdrückbar. 
Um auch den Ausnahmefall zu erledigen, setzen wir 


n—=—D = 3m: 
Dann wird (9): 
y2 + 3m2 (22 — 4) = 0, 
und diese hat die drei Lösungen: 
x — 2, = 0, 
222, Y — Im. 
Die Gleichungen (8) ergeben BR x — 2 wieder die Formel (10): 


rc 
M = (—]1) = yD° Y:(@), 
und die beiden anderen Fälle ergeben 


or, FERN, 

em, Bed, 
v=G6, «+0d= bb (mod 4#), 
a Dee 


Daraus erhält man Ss 8 38 (15) für M,, M, die Werte 
3m 
ne en ( Bmzu.iD)) ee, 


a 


Nun sind zwar nicht die Größen M,, M,, M, einzeln, wohl 
aber, wie wir gleich zeigen werden, ihre symmetrischen Funk- 
tionen, z. B. ihre Summe, durch 7(w) rational ausdrückbar, und 
daraus ergibt sich auch für diesen Fall, daß YDy,(o) Klassen- 
invariante ist. 

Von der Annahme, die wir gemacht haben, daß A relativ 
prım zu 2D sei, können wir uns nachträglich befreien, da y;(®) 
durch alle linearen Transformatoren höchstens sein Zeichen 
ändert. Wir haben dann den Satz: 

1. Ist D=1 (mod 4), so ist Dy(o) Klassen- 

invariante der Diskriminante D. 
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Um den Satz vollständig zu begründen, müssen wir noch 
beweisen, daß die symmetrischen Funktionen der M,, M,, M, in 
dem zuletzt betrachteten Ausnahmefall rationale Funktionen von 
j3(®) sind. Dies erfordert, daß wir untersuchen, was aus (6) wird, 
wenn für einen singulären Wert u von v der Nenner F’(v), und, 
da M endlich bleibt, auch der Zähler verschwindet. Wir lassen 
zunächst wieder © variabel und bezeichnen die Wurzeln von 


(4) mit 
(11) VE Us Vater Ds 

Es mögen nun für den betrachteten besonderen Wert von ® 
(12) ER ER 


einander gleich werden, während die übrigen v, +1, ..., %, davon 
verschieden bleiben. Wir nehmen irgend eine symmetrische Funk- 
tion der Größe (12), z. B., für ein unbestimmtes t: 
(13) e—=(t — v,), (t — dv)... (b — dv); 
wenn wir in 0 alle Permutationen der Größen (11) ausführen, so 
bestimmen ‚wir r Werte 
(14) OP Om 
wenn v! 
] 
die Anzahl der Kombinationen von v Größen zu je A (ohne Wieder- 
holung) bedeutet. Über t können wir so verfügen, daß auch für 
den singulären Wert ® nur eine der Größen (14) gleich dem 
ersten 6 wird. Die 6 sind die Wurzeln einer Gleichung 
RR TN 

vom Grade r, und für- den singulären Wert © — 6 bleibt ®’ (6) 
von Null verschieden. 

Betrachten wir nun eine symmetrische Funktion S der (12) 
entsprechenden Größe 

M,, M,, Baar M;, 

so nımmt diese durch die v Kombinationen der Zahlen a, 0, c, die 
zu den Werten (11) führen, gleichfalls r Werte S,, S,, ..., $, an, 
und die Summe 


S 
D (x, ee Gt 9 (x, u) 
ist eine rationale ganze Funktion von x und u. Daraus folgt, 
indem man x in 6 übergehen läßt: 
_ 066, u) 
rer D' (u) 
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Für den singulären Wert werden nun alle die Größen (12) 
einander gleich und gleich «, also 6 eine rationale Funktion von 
a, und damit ist der gesuchte Beweis geführt. 

Als bemerkenswerte Beispiele wählen wir die Fälle des $ 125: 


Eu 


— 237 Y-7, 











Ys ee na ER) — 8.27 y—19, 

Ys = ER — 8. 11.23 y—3, 
ys e er) — 8.7.31) 83, 
4 ei) eu er 


/ 


Ze N u 
Merle) —98.227..72111..19.5127 02102 


Auch hier ist die Zerlegbarkeit der rationalen Faktoren in 
verhältnismäßig kleine Primzahlen auffällig. Wir geben hier 


noch einige Beispiele, in denen nicht YD, sondern Y— D vor- 
kommt. 
Wir haben im $ 128 gefunden: 


= = FUN = 


Darauf wenden wir die Formeln an ($ 129): 











un 
er RE 


und finden 
ra +2) = a2, 

A el 

AY-°- a7) = Sy. 
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Hieraus erhält man x? und »’2 aus den Formeln [$ 54, (3)] 


| x2 fa (@)® gen fı (®)° 








= oje "7 Fly 
also En u 
o—Y—2: ® = (f2—1), 
FR a. 
0 = es; Ka Pak an — dr en 
ee... B—yTr 
0 — Ve 22 ENT en oo 


$ 135. Die Klasseninvariante x? und #. 


Es ist in $ 126 gezeigt, daß, wenn die Diskriminante D durch 
4 teilbar ist, und die quadratische Gleichung, deren Wurzel ® 
ist, ungerade äußere Koeffizienten hat, f(w)?* Klasseninvariante 
für die Diskriminante D) ist. 

Es ist aber nach $ 54 und $ 34 

EIERBDETN BERN 2 
On ONEHOTA: 

Genügt nun ® der Gleichung 
(2) Ao®+- bo +C—0 
mit der Diskriminante 

) —= B? — 4A, 
so genügt &@ — 2» der Gleichung 
Ao® +2 bo 40 —= 0 
mit der Diskriminante 4D, und nach $ 126, (13) ist daher 
fı (2)? Klasseninvariante für diese Diskriminante. Es ist also 
#2x’2 und x% rational ausdrückbar durch Klasseninvarianten der 
Diskriminante D und 4D. 

Die identische Gleichung 
| a2u2 4 ntyt 4 2%6 
(3) Pe Free, . 
zeigt, daß dasselbe auch für den Modul x2 gilt. 

Da #2 durch jede lineare Substitution in eine rationale 
(linear gebrochene) Funktion von x? übergeht, so kann jetzt auch 
die Voraussetzung, daß die Koeffizienten A, Ü ungerade sein sollen, 
fallen gelassen werden, und wir haben den Satz: 

2. Ist die Diskriminante D=0 (mod 4), so ist 
x2(o0) Klasseninvariante der Diskriminante 4D. 


— y?2 
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__ Im $ 134 ist ferner nachgewiesen, daß für D= 1 (mod 4) 
YDy;(®) Klasseninvariante ist. Es ist aber ($ 54) 


rn)? 


(4) 7(0) = 
Genügt © der Gleichung (2), und setzt man: 
a’ — 1 
A u 
(5) WR o' ar 1’ 


so ergibt sich für ©’ die Gleichung: 
(6) (AFBF One rd Goa Bro, 
It D=5 (mod 8), so sind A, B, © ungerade, und ist 
= 1 (mod 8), so können wir A und ( gerade annehmen, und 
folglich ist in beiden Fällen (6) eine primitive Gleichung für o’ 
von der Diskriminante 4D. Es ist daher nach $ 126, 1. f(w')** 
eine Klasseninvariante für diese Diskriminante, und da nun 
nach $ 34 (18) T 
f(o)f(@) = Y2 
ist, so gilt dasselbe für f(w)?‘. Daraus folgt, daß x2x'2 Klassen- 
invariante für 4D ist, und da man nach (4) x? rational durch 
y; und #2x’2 ausdrücken kann, so ergibt sich: 
3. Ist die Diskriminante D=1 (mod 4), so ist 
#2 rational ausdrückbar durch eine Klasseninva- 
riante der Diskriminante 4D und durch YD. 
Ist j(®) Klasseninvariante der Diskriminante D, so sind 
3(20), 3(5®) Klasseninvarianten für 4 D, und es ist: 
ao) — hen +19 _ B56 + Ro} 
1a (2 @)2+ Si z fs (@)*® 
Br et 


#3 x'2 i 


(7) a 14] 
Ä 2) = GE +] N aD 
= = ei 
(3) 
__.. 16(16%2 + x'4)® 
BEN #248 
Hieraus ergibt sich, daß auch umgekehrt die Klasseninvarianten 

der Diskriminante 4 D rational durch x? ausdrückbar sind. 
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Um auch x(») selbst als Klasseninvariante auffassen zu 
können, wendet man die Gausssche Transformation ($ 9, $ 32) 
an. Danach ist: 


(3) = Heap 
woraus: 


42 (5) [1 + x2(o)] | 


4 = 2 (2) 


Es ist also x (o®) rational ausgedrückt durch x? (®) und (3) 


lo) 


Az eh 
undo’ => 


(8) 44A0?+2BbBo+(0—=0. 

Ist C eine gerade Zahl, was wir annehmen können, wenn 
D=0 (mod 4) oder = 1 (mod 8) ist, so kann in (8) der 
Faktor 2 weggehoben werden und die Diskriminante von (8) ist 
gleich D. Ist aber C ungerade, was bei D=5 (mod 8) not- 
wendig ist, so ist die Diskriminante von (8) gleich 4D. Daraus 
folgt nach 2. und 5.: 

4. a) Ist D=0 (mod 4), so ist #x(o) rational ausdrück- 
bar durch die Klasseninvarianten der Diskri- 
minante 4D). 

b) Ist D= 1 (mod 8), so ist «(o) ausdrückbar durch 
YD und durch die Klasseninvarianten der Dis- 
kriminante 4D. 

ce) Ist D=5 (mod 8), so ist x(o) rational ausdrück- 
bar durch YD und durch die Klasseninvarianten 
der Diskriminante 16). 


genügt der Gleichung 


$ 136. Quadratische Transformationsgrade. 


Wenn der Transformationsgrad n eine ungerade Quadrat- 
zahl ist, so ist nach $ 72, 5. für ein variables wo: 


c—+ 00@\\® 
(1) ee NER $ dee 


)) 
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wenn a0 — n und € durch 8 teilbar ist, eine ganze algebraische 
Funktion des Körpers R(v, u), worin 


(2) le), = il) 


Es werde nun darin für © eine Wurzel der primitiven 
quadratischen Gleichung | 


(3) A®+-Bo-+C0—=0, 
mit negativer Diskriminante 
(4) HZ DE AAO 


gesetzt, und wir nehmen ein für allemal an, daß A positiv und 
relativ prim zu 2 Dn sei, was keine Beschränkung ist. Soll nun 


v — u werden, so ist dafür die notwendige und hinreichende 
Bedingung: 
(5) ER n Vaniedl), 
a © —+ Po 
(6) ed — py—=l. 


Vergleicht man (5) mit (3), so folgt (8 114), daß es zwei 
ganze positive Zahlen x, y geben muß, deren erste positiv an- 
genommen werden kann und die den Bedingungen genügen: 


OD NA ceB+-o«w«—ad= bi, 
(7) ca —ay =(x, —cß oa tab = y, 
200240 — Y, 
2(ceß — ad) = Br — y, 
und daraus wegen (6): 
(8) 4n = y? — Da”. 
Ein Primteiler von © müßte, da A relativ prim zu n an- 
genommen ist, in z und in y aufgehen. Dann aber auch in 
ca —ay undin cß —ab, 
folglich in a, ©, c. Da diese drei Zahlen aber ohne gemeinschaft- 


lichen Teiler sind, so muß 9 —= 1 sein, und aus (7) ergibt sich: 
BR N: 
2 
(9) | en 
ca—ny = Üx, eB nd = ——; 


daraus folgt, daß x und y keinen ungeraden gemeinschaftlichen 
Teiler haben, und daß, wenn x und y gerade sind, 1(Bx + y) 
ungerade sein muß. Da wir überdies x positiv annehmen können, 
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so kommen nur eigentliche Lösungen von (8) in Betracht 
($ 114). Jede eigentliche Lösung führt aber nach (9) zu einem 
Wertsystem «, ß, und durch die Kongruenzen 


(10) eo a = er (mod n) 


zu einem bestimmten Wert von c (mod n), der auch noch durch 
8 teilbar angenommen werden kann. Wenn umgekehrt x, y 
diesen Bedingungen genügen, so habe « und ß keinen gemein- 
samen Teiler, wie aus 


„Pe ozy 
2 


hervorgeht. Denn danach müßte ein ungerader Teiler von & 
und ß in n aufgehen, und müßte daher, da A relativ prim zu n 
angenommen war, in x und folglich in y aufgehen. 

Es folgt aber noch, wenn wir von den beiden Ausnahme- 
fällen D = —3, D= —4 absehen, die uns hier überhaupt 
nicht interessieren, weil für diese 7(®) rational ist, daß ver- 
schiedene Lösungen von (8) auch zu verschiedenen Werten c 
führen. Denn nehmen wir an, daß ein und derselbe Wert von c 
zu zwei verschiedenen Systemen («, ß, y, 0) führen könnte, so 
würde aus (5) eine Relation der Form 


1200 

"Ta+ Bo 
folgen, und diese Substitution ist, wenn sie nicht identisch ist, 
nur für die beiden erwähnten Ausnahmefälle möglich. 

Demnach ist die Anzahl der v-Werte in (2), die nach 
(3) gleich « werden, so groß wie die Anzahl der eigent- 
lichen Lösungen der Gleichung (8). 

Hat die Gleichung (8) nur eine solche Lösung, so ist der 
entsprechende Wert von M rational durch « ausdrückbar. Hat 
sie aber mehrere Lösungen, so sind die zugehörigen Werte von M 
die Wurzeln einer rationalen Gleichung: 


(11) DIM.u) —a0: 
deren Grad in bezug auf M ebenso groß ist, wie die Anzahl 


dieser Lösungen (S 134). 
Es genügt ferner « der Klassengleichung 


1:6, (%) ei il: 


— Bl = —n 
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Wir können ®(M,u) als ganze Funktion von «u darstellen 
und können dann diese Funktion durch ihren größten gemein- 
schaftlichen Teiler mit H_» (u) ersetzen. | 

Wir können «& und ß positiv annehmen. Für ß liegt dies in 
den bereits gemachten Voraussetzungen. Für & können wir es 
immer dadurch erreichen, daß wir B um ein Vielfaches von 2A 
vermehren, wodurch wir zu einer äquivalenten (parallelen) Form 
kommen. Dadurch kann Br —- y positiv gemacht werden. 

Bestimmen wir also den Quotienten 


n (255) 


«+ Bo ‚ß 
ae ln) 


nach g 38, (15), so ergibt sich, da ß gerade oder ungerade ist, 
je nachdem x gerade oder ungerade ist: 
\ el 
x =0 (mod 2): M— (2) us 
(12) | pP ri 
— 1 (mod 9: M— (re ehe ee 


Die Quadratwurzeln 
Ya + Bo — year @iR, 


Vera BE: 

haben positiven reellen Bestandteil. Diese Werte von M genügen 
also der Gleichung (11). Kommen unter ihnen gleiche vor, so 
kann der Grad der Gleichung (11) durch Absonderung mehrfacher 
Wurzeln auf rationalem Wege erniedrigt werden. 

Da die Gleichung (11) zur Zerlegung der Klassengleichung 
nach den Vorzeichen von M angewandt werden soll, so ist es 
von Wichtigkeit, zu entscheiden, ob unter den zu demselben o& 
gehörigen Werten von M in (12) solche vorkommen, die sich nur 
durch das Vorzeichen unterscheiden. | 

Wir untersuchen, wann zwei verschiedene von den Werten 
(12), etwa M, M'’, dieselbe Ste Potenz haben. Ist 
(14) Mse=3a IR, 
so muß, wenn o eine zwölfte Einheitswurzel und x, y; &', y’ zwei 
verschiedene Lösungen der Gleichung (8) sind: 


(15) y+#yYD=e(y-+zYD). 


«(y—P) 


Ya+ Bo, 


(13) 
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Daraus folgt, daß o einer quadratischen Gleichung 
genügen muß, also dab ee. 
(16) oe E15 13 
sein muß, weil dies die einzigen nicht reellen zwölften Einheits- 
wurzeln sind, die einer quadratischen Gleichung genügen, und 
e—+t1lzux—=r, y— y führen würd Demnach muß YD 
einem Körper angehören, der durch eine dieser Irrationalitäten o 
bestimmt ist, d. h. es muß 


(17) D= —4m2 odr D= —3m?2 
sein. Im ersten Fall folgt aus (15) 

YA ZIEFIMR 
(18) MEAN, 


also nach (8): 

n — m? (a? + x), 
und da n ungerade vorausgesetzt war, muß auch m ungerade 
sein; nach (18) sind y, y’ und wegen (8) auch &, x’ gerade, und 
aus (12) folgt, da y und ß gerade sind: 


MM: — (o + B w»)® Ka Ze, 
und aus (18): 


LPPRATR / wi y =r 2 m 9 A —(? . N 
M — (& + Boy% = ( 9) ) SITZ 9 ’ 


(19) | Ms ==. M#. 
Es haben also M und M’ nicht gleiche, sondern entgegen- 
gesetzte Ate Potenzen. 
Im zweiten der Ausnahmefälle (17) folgt in gleicher Weise 
aus (15): 
(20) +2y =y—3mt, 
+2mXe —=y- ma. 
Darauf folgt, wenn man die oberen Zeichen nimmt, 
(21) m(Xy— ya) = 2n, 
und hieraus schließt man, daß m ungerade sein muß; denn wäre 
m gerade, so müßte y und y’ gerade sein, und nach (21) wäre 
2n durch 4, also n durch 2 teilbar. Dieser Fall ist also nicht 
weiter zu berücksichtigen, wenn wir ein gerades /) voraussetzen. 
Hiermit ist folgender Satz bewiesen: 
1. Es sei D= 0 (mod 4) eine negative Diskriminante, 
%, y seien zwei Zahlen ohne gemeinsamen un- 
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geraden Teiler und so, daß, wenn x gerade ist, 
y=2 (mod 4), ferner so, daß 
n = 4 — Da?) 
eine ungerade Quadratzahl ist. 
Es sei ferner M durch die Formel (12) bestimmt. 
Dann hat die Funktion H_»n (w) einen Teiler 


(22) ®(M, u), 
der mit keiner der Funktionen 
(23) DD (— M,u), Pi M,u), P(—i,Mu) 


eine gemeinsame Wurzel hat. 


$ 137. Zurückführung ungerader Diskriminanten auf gerade. 


Nach einem von Kronecker ausgesprochenen Satz läßt sich 
die Klassengleichung unter Adjunktion von Quadratwurzeln in 
so viele Faktoren zerlegen, als es für die betreffende Klassen- 
gleichung Geschlechter der Formenklassen gibt, und zwar so, 
daß jedem dieser Faktoren nur die Klasseninvarianten genügen, 
für die die entsprechenden quadratischen Formen (A, B, ©) zu 
einem und demselben Geschlecht gehören. Diese Zerlegung er- 
halten wir aus den im vorigen Paragraphen bewiesenen Satz 1. 

Daß dieser Satz in der Form, in der wir ihn ausgesprochen 
haben, sich nur auf gerade Diskriminanten D bezieht, ist für 
den Beweis des Kroneckerschen Satzes keine Beschränkung. 

Denn wenn D=1 (mod 8) ist, dann ist nach $ 123 der 
Klassenkörper K8(D) identisch mit dem Klassenkörper (4 D). 
Ist aber D=5 (mod 8), dann ist der Grad von 8(4D) dreimal 
so groß als der von K(D), aber der letztere ist in dem ersteren 
enthalten, und die Anzahl der Geschlechter für X(D) und (4 D) 
ist die gleiche ($ 104). 

It u —= j(®) eine Klasseninvariante für D = 1 (mod 8), 
so sind 


van, .[@ .(@ 1 
VD lo ieh ul) 
Klasseninvarianten von 4D, und « ist eine rationale Funktion 
von v: 
(2) u= pl), 
die ungeändert bleibt, welche der drei Größen (2) man auch 


für v setzen mag. Alle Charaktere der Formen, deren Wurzeln 
© und ©’ sind, haben denselben Wert. 
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Ersetzt man in (2) v durch eine andere Klasseninvariante 
derselben Diskriminante 4 D und desselben Geschlechtes, so geht 
auch « ın eine andere Klasseninvariante der Diskriminante D 
über, bleibt aber auch in demselben Geschlecht. 

Läßt man also in (2) v die Klasseninvarianten eines Ge- 
schlechtes der Diskriminante 4) durchlaufen, so durchläuft 
u die Invarianten des entsprechenden Geschlechtes der Diskri- 
minante D [indem es jeden dieser Werte dreimal, bi D=1 
(mod 8) nur einmal annimmt], und die symmetrischen Funktionen 
dieser « sind in dem gleichen Rationalitätsbereich enthalten wie 
die Größen v. Ist daher die Klassenfunktion H_,n(v) nach den 
(Geschlechtern in Faktoren zerlegbar, so gilt das gleiche von 


H_»(wu)!). 


$ 138. Zerfällung der Klassengleichung nach den Geschlechtern. 


Um den Satz 1., $ 136, anzuwenden, setze man 


(1) D= B?—-AAU0U= —4m, 
und zerlege m in zwei Faktoren 
(2) m —= mm, 


wobei vorausgesetzt ist, daß m’ ungerade und ohne 
quadratischen Teiler sei. 
Nun machen wir in dem Satz 1., $ 136, die Annahme: 
(3) x —='4,/'y = 2(4 m’ — m”), 
n —= (4m! + m’’)2. 

— 2b —+ 4m — m", 
(4) om’ = 4AC— (BB — m’), 

= AM. 


«+ Bw = 2: Ym' m’ + Am’ — m’, 
— (2 m’ + iym")”, 


") Die Durchführung der entsprechenden Betrachtungen für ein un- 
gerades D würde zwar auch möglich sein, würde aber zahlreiche Unter- 
scheidungen und Weitläufigkeiten nötig machen. Hier ist ein Punkt, wo die 
Gausssche Bezeichnung und Unterscheidung von Formen erster und zweiter 
Art, deren ich mich noch in der ersten Auflage bedient habe, eine gewisse 
Vereinfachung des Ausdrucks mit sich bringen würde. Es hängt das mit 
der Ausnahmestellung zusammen, die die Zahl 2 in der ganzen Theorie der 
elliptischen Funktionen einnimmt, die in der Weierstrassschen Theorie 
etwas zurücktritt, aber doch nicht ganz verschwindet. Auf der anderen 
Seite ist diese Auszeichnung der Zahl 2 auch wieder die Quelle von großen 
Vereinfachungen, namentlich in den numerischen Resultaten. 

Weber, Algebra. III. 33 


(5) 
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worin die Quadratwurzeln positiv zu nehmen sind. Sodann ist, 
weil PD gerade ist 


om’ = —1 (mod 4), (£) — (2). 


und folglich nach dem Reziprozitätsgesetz und nach (4): 


ee ner) 


also: 


"B nd 4A 
(6) (2) = m) 
(N) B=4, y=4C (modd), «=1 (mod 2) [$ 136, (7)], 
also: 


»_ ei, 





ferner: 
b-+-2mM=2Ü0 (mod 4), 
also: 
na A] 
< 5 pa, (mod 4), 
St m" +1 
Are ee ( DLR 


und demnach endlich nach $ 136, u (13): 
A, ne ” 
u=(#) m +), 
wofür man auch setzen kann: 
m" +1 — m" —1 '—ı 
(8) N (7) (2 i 2 Ym’ + i7 za) » 


Nach dem Satz 1. ($ 136) ist dann H_p»(w) teilbar durch 
eine Funktion 





D(M, u), 

die zu P(— M,u) relativ prim ist. Setzen wir 
m! = 1 

(9) u — (Bi wen : ea), 


so ist für jede Klasseninvariante von D eine der beiden 
Gleichungen 


(10) Du) = 0, Dun) = 0 
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befriedigt, und zwar die erste oder die zweite, je nachdem 


| A RA 
a) (7) — {1 oder (m) by 
ist. 
2. Hieraus folgt, daß das Vorzeichen (7) er 


nicht von der besonderen Form (A, B, ©), sondern nur 
von der durch diese Form repräsentierten Klasse ab- 
hängt, also ein Charakter der Formenklasse ist. 

Nun ist die Invariante einer zweiseitigen Klasse reell, und die 
Invarianten entgegengesetzter Klassen sind konjugiert imagi- 
när. Für zwei entgegengesetzte Formen (A, b, ©), (A,—B, C) 
ist aber das Vorzeichen (11) das gleiche, und daraus folgt, dab 
®(u,u) entweder reelle oder konjugiert imaginäre Wurzeln, und 
folglich reelle Koeffizienten hat, und sich daher nicht ändert, 
wenn u durch den konjugiert imaginären Wert u’ ersetzt wird. 
Nun sind die beiden Fälle m’ = 1, m’ = 3 (mod 4) zu unter- 
scheiden, weil es davon abhängt, welches Glied in (9) imaginär 
ist. Das eine Mal kommt © nur in der Verbindung iYm', das 
andere Mal in ö m” vor, und demnach ist: 


(12) D(u,u) = ![®l(u,u) + Dlw,u)] = Plym’u):m'=1 nd) 
re (Ym, u):m'=3 
Die Funktion 7, und folglich auch ®, hat reelle Koeffi- 
zienten und enthält nur die eine der beiden Quadratwurzeln 
Ym”, Ym’. Die Ym”’ ist nach unserer Voraussetzung immer 
irrational, Ym’ ist nur dann rational, wenn m’ ein Quadrat ist. 
Da H(u) rationale Koeffizienten hat, so muß es, wenn m’ = 
durch # (Ym”, n) und # (km Ym”, n), und wenn m’ = 3, und m’ 
kein Quadrat ist, durch # (Ym’, n) und # (— Ym’, n) teilbar sein. 
Nun ändert M sein Vorzeichen durch die gleichzeitigen 
Vorzeichenänderungen: 


(13) G = (Ym”, vn m’): m” m! (mod 4), 
(i, —i), (Ym', — Ym’):m' = 3 


und folglich ist, wenn nicht m” = 3, und zugleich m’ ein Quadrat 
ist, in beiden Fällen: 

(14) H(uw) = ®(M,u) D(— M,u), 

und diese Zerlegung‘{ist nur dann nicht möglich, wenn m’ = 1 


mod 4) und zugleich m’ ein Quadrat oder m’ — 1 ist. 
= 
93% 
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3. Jedes der beiden Vorzeichen (11) kommt in gleich 
vielen Klassen der Diskriminante D —= —4m’m” vor und 
die Klassenfunktion ist durch Adjunktion von 

Ym”, wenn m" = 1 


(mod 4) 


mM, „wWz= 


in zwei Faktoren vom Grade }h zerlegbar, außer wenn 
m" =3 und m’ ein Quadrat ist. 

In diesem Ausnahmefall ist, wenn wir Q? —= 4m’ setzen, 
— m’ — 49 der Stamm von 

DEE? 21% 
und es ist für jede durch eine Form der Diskriminante D dar- 
stellbare und zu D teilerfremde Zahl A: 
DA (7) Sa 

und H(w) ist mit ®(M,u) identisch. 

Zerlegt man m in einer zweiten Art in zwei Faktoren 
(15) m — mm, 
wo m‘ denselben Bedingungen genügt wie m”, so erhält man in 
gleicher Weise eine Zerlegung 
(16) H(w) = D®(M,,u) D(— M,,u), 
und indem man den größten gemeinschaftlichen Teiler von 
®(M,u) und D(M,,u) aufsucht, erhält man eine Zerlegung von 
H(w) in vier Faktoren: 

H<(u) = ®,(u)P,(u)d; (u) ®, (u), 

vorausgesetzt, daß in D(M, u) eine Quadratwurzel einer Primzahl 
vorkommt, die in D(M,, u) nicht enthalten ist. So fährt man 
fort und zerlegt allmählich (u) in Faktoren, deren Anzahl eine 
Potenz von 2 ist. 

Wir wollen die Anwendung auf die einzelnen Fälle etwas 
genauer betrachten. | 

1) Istm= 3 (mod 4), so sind alle Charaktere in der Form 


(a7) 


enthalten, und die Formel (8) reicht hin, um alle Geschlechter 
voneinander zu trennen. Ist hier m’ = 3, so ist m’ = 1 (mod 4) 
und aus (12) folgt, daß in den Teilgleichungen nur die Quadrat- 
wurzeln aus solchen Zahlen vorkommen, die von der Form 4n +1 
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sind. Bezeichnen wir also mit p, p’, p”,.... die Primfaktoren von 
m von der Form 4n — 1, mit 9, 9’, q’,.... die Primfaktoren von 
m von der Form 4n 4 5, so kommen in den Teilgleichungen 
die folgenden Quadratwurzeln vor: 


oa yn' ... V00, Vaamı..a 

wenn also nur ein q in m enthalten ist, so kommt Yq in den 
Teilgleichungen nicht vor. Da in diesem Fall wenigstens ein q 
in m aufgehen muß, so ist die Anzahl der zur Zerlegung er- 
forderlichen Quadratwurzeln gleich der Anzahl der in m auf- 
gehenden Primzahlen, vermindert um 1, also gleich der Anzahl 
der diesem Fall entsprechenden unabhängigen Charaktere. 

2) Ist 

m=]1(mod4), m= 6,2 (mod 8), m = 4 (mod 16), 
so können nach $ 105 beziehungsweise die Charaktere 


7) a GT 5 


durch die Charaktere von der Form 


kim 
m’ 


ausgedrückt werden, und es reicht also auch in diesen Fällen die 
Formel (8) aus, um alle Geschlechter voneinander zu trennen. 

Die Formeln (9), (12) lehren, daß in diesen Fällen zur voll- 
ständigen Trennung der Geschlechter folgende Adjunktionen 
nötig sind: 

m = 1 (mod 4), Yp, Yp', YP"; --., vg, Ye; Veen? 
RD. VE RE 

m = 2 (mod.3), In, Net Va Va, v2... 


m = 4 (mod 16), Yp, Yp', Yp", --... Ya, Ya, Ve”, ... 
Denn im Fall m = 1 (mod 4) ist die Anzalıl der q jedenfalls 
gerade. Setzt man also m —= qr?m’, m’ —= qr: und versteht 


unter r? die größte in r?m” aufgehende Quadratzahl, so ist 
m" = 3 (mod 4) und die Formel (12) gibt die Adjunktion von Yq, 
also ist in diesem Fall zur vollkommenen Trennung der Ge- 


schlechter EEE ter 
Y», Yo’, Yp",... Ya, Ya) Ya”,... 


zu adjungieren, und die Anzahl der Quadratwurzeln ist gleich 
der Anzahl der in m aufgehenden Primzahlen, wieder in Über- 
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einstimmung mit der Anzahl der unabhängigen Charaktere. Auf 
ähnliche Art ergeben sich die übrigen Fälle von (16). 

In den noch übrigen Fällen, nämlich m = 12 (mod 16) und 
m == 0 (mod 8), ist die vorstehende Zerlegung zwar auch noch 
anwendbar, in den so gewonnenen Teilgleichungen sind aber 
immer noch je zwei oder je vier Geschlechter vereinigt, ent- 
sprechend den Charakteren 


—1 2 
=) (7) 
Wir leiten also noch eine zweite Transformationsformel wie 
(8) her, indem wir die Gleichung 
4n —= y? — Di? 
(8), 8 136, folgendermaßen befriedigen: 
m — m'm' = 0 (mod 4), 
x—=2, y=2l(lm — m’), n = (m 4 m’)2, 
worin wieder m” ungerade und durch kein Quadrat teilbar an- 





genommen ist, aber auch = 1 sein kann, und aus $ 136, (9) 
erhält man 
o—=b+mM—m', ß=2A y=—2(C (mod B), 


am’ —= AU — (4 B — m”), 
Ye + Bo = Ym’ + iYm". 

Nehmen wir der Einfachheit halber P = 0 (mod 8), was 
nötigenfalls durch Übergang zu einer parallelen Form erreicht 
wird, so ergibt sich m’ = ( (mod 8), « = © — m” (mod 8) und 
folglich 


pn a zu a 1 
Mae Lan 


se = 
5 )&) 
= (ee 


und daraus ergibt sich nach $ 136, (12), (13): 


32 Ma (FRE: m"’+1 a RER 
DEEMOTOT- Tanzen, 


Diese Formel ergänzt die vorige für den Fall m = 12 
(mod 16), und zeigt, daß auch in diesem Falle die vollständige 
Zerfällung der Klassengleichung durch Adjunktion von 


Y», Yv, Yp", ... vn vg, Ya", “oe 














geschieht. 
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Ist nun m durch eine noch höhere als die zweite Potenz von 
2 teilbar, so kann man, wenn der Exponent von 2 ungerade ist, 
nach $ 105, (7) alle Charaktere auf solche von der Form 


a) Gr) 


zurückführen. Man setze 


mer, 
indem man wieder unter r? die größte in +m aufgehende Quadrat- 
zahl versteht und wende, je nachdem m’ = 1 oder = 3 (mod 4) 


ist, die Formel (8) oder (18) an. Man erhält dann die vollständige 
Zerfällung der Klassengleichung unter Adjunktion der Quadrat- 
wurzeln aus sämtlichen in m aufgehenden Primzahlen, aus- 
schließlich Y2. 

Ist aber der Exponent der höchsten in m aufgehenden Potenz 
von 2 eine gerade Zahl, so genügt auch (18) noch nicht zur voll- 
ständigen Zerlegung der Klassengleichung. Man kann zwar hier 
wieder durch die Formeln (8), (18) durch Adjunktion sämtlicher 
Yp und Yg die Funktion H zerfällen, die Y2 bekommt man aber 
dadurch nicht hinein, und es bleiben also immer noch je zwei 
(Geschlechter in einer solchen Teilgleichung enthalten. Um auch 
diese noch zu trennen, leiten wir unter der Voraussetzung, daß 
m durch 8 teilbar sei, noch eine dritte Formel her. 

Wir setzen 

m —= mm", 


z—=l y=3;3m — 2m", n= (4m + m"). 


Vie Be) — ec %.@ym +.) 


worin wieder m’ ungerade und durch kein Quadrat teilbar ist. 
Hier folgt aus $ 136: 


Min 4A mel Pr BMI EN 
a I e (G 2 iymi 2 y a). 


Nachdem die Zerlegung nach den Charakteren 5) durch 


m’ 
die Formeln (8) und (18) erledigt ist, handelt es sich nur noch 
um die Zerlegung nach den Charakteren 


RG 
1) (3) 
d.h. nach dem Verhalten von A gegen den Modul 8. Es genügt 


daher, in der Formel (19) m’ —= 1 zu setzen, wodurch man 
folgende vier Werte von M erhält: 


520 Zwanzigster Abschnitt. $ 138. 





1-1 m), AZ=1 (mod), 
Men yee = ER (1—i!n”’ = M', A=3 (mod), 
(20) m 
M=(-y Ita Zi m) = MU", A=5 (mod), 


v2 


ME one 





Die vier Werte von M gehen aus dem ersten hervor durch 
die Vertauschungen: 


Mm, a 7 

a EN 

U VD Dan a al 

Mm", ya, —ü —Ym. 
Ist nun D(M, u) — 0 in demselben Sinne wie oben die 
zwischen « und M bestehende Gleichung, so sind die vier Funk- 
tionen 

D(M, u), D(—M,u), DP(iM, u, P(—iM, u) 

ohne gemeinsamen Teiler, und wenn ®(M, u) in H(u) enthalten 
ist, so sind auch die drei anderen Funktionen ®(—M, u), 
®D(iM,w), D(—iM,u) in H(w) enthalten, da die Vorzeichen 


der Irrationalitäten (20) beliebig geändert werden können. Es 
ist daher 


H(uw) = ®(M, u) D(— M, u)P (iM, wW®(— iM, u), 
und es kommt also jeder der vier Fälle 
AA HM med, Tenode 


in gleich vielen Formenklassen der Diskriminante — 4m vor. 

Eine Ausnahme tritt nur dann ein, wenn m ein Quadrat 
oder das Doppelte eines Quadrates ist, weil im ersten Falle } m 
rational und daher nur die Vertauschung (M, M") gestattet ist, 
im zweiten Falle Y2 und Ym gleichzeitig ihr Zeichen ändern, also 
nur die Vertauschung (M, M’) zulässig ist. 

Aber es genügen auch schon diese Vertauschungen, um die 
Teilgleichung durch Adjunktion von 2 weiter zu zerfällen. 


(21) 
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Im ersten Falle kommen nach $ 105 nur die beiden Kon- 
gruenzen 
A=1, A=5 (mod), 
im zweiten Falle nur die beiden Kongruenzen 
=1, A=3 (mod 8) 
vor, und zwar wieder in gleich viel Formenklassen. Die voll- 
ständige Zerlegung der Klassengleichung nach den Geschlechtern 
erfordert, wenn m durch 8 teilbar ist, immer die Adjunktion der 
Wurzeln aus sämtlichen in m aufgehenden Primzahlen, ein- 
schließlich 2. | 
Man bemerkt, daß in diesen Betrachtungen ein neuer Beweis 
der von Gauss und Dirichlet bewiesenen Sätze über die Existenz 
der Geschlechter enthalten ist, freilich nur für negative Dis- 
kriminanten. 


$ 139. Beispiele. 


Zur wirklichen Ausrechnung der Zerfällung der Klassen- 
gleichung sind die Formeln des vorigen Paragraphen nur ın be- 
schränktem Maße anwendbar wegen des zu hohen Grades der 
Transformationsgleichungen. Wir werden nachher in einem Falle 
eine wenigstens nahe verwandte Methode zur Anwendung bringen. 
Ist die Klassengleichung bekannt, so läßt sich meist leichter die 
Zerlegung direkt finden, indem man einen Ansatz von bekannter 
Form mit unbestimmten Koeffizienten macht; so findet man aus 
den Formeln $ 130, (2), (29), (37) die folgenden Teilgleichungen, 
worin das positive Zeichen der @Quadratwurzel dem Haupt- 
geschlecht entspricht: 


m — 50, rn Y—-50) = V2x, 
j\ Hau fi v5 


73 — 723 — 


(+1), 
m—=2%,  f(Y— 26) = Y2z, 


2 12 
23 — 12 — m = (& + 1), 


rV=- 4) Y2 
az 41, nn 
"Tea 
, eb ut el u), 
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Um aber eine Anwendung unserer allgemeinen Methode zu 
geben, nehmen wir m = 3 (mod 8) an und setzen D = — m. 
Wir befriedigen die Gleichung: 
an — y? + mar, 

m — m'm", 
mw — m" m’ — m’’\? 
ee 
wobei y und folglich n ungerade ausfällt. Es wird ferner nach 


er Hyd) 


Setzen wir unter der Voraussetzung, daß n durch 3 nicht 
teilbar ist, A 
Cr vo n( a ) 
u=(2)i° en IA, 
n e n(@e) 


so läßt sich M mit Anwendung von $ 38, (15) bestimmen und 
man findet, wenn m’ denjenigen der beiden Faktoren m’, m’ 
bedeutet, der modulo 4 mit 1 kongruent ist: 
A N zuizat — Am m) mw" — iVm 
9) U=-(F)- oe Ym’ ml 
Um hiervon eine Anwendung zu machen, setzen wir n — 25, also 
20 — m —+ m, 


indem wir setzen 


EHEN BE 





und folglich - R 
m 


an ER er Zn 
mo —all, ne armen, 
Mid Em aumE el) 
a N Be et 
Legen wir die Form 
m — m!" 
en 
zugrunde, so ist A — 1 zu setzen, und (2) ergibt: 
mM == 19, M — UN 
m—5l, M— Tale, 
(3) — ur 
nal, m ET 
Bill 
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Nun genügt nach $ 72, (27), (28) M einer Transformations- 
gleichung, die, wenn 

= M:+5M+15M+353M?+235M 
Due 5 e 
FA 

gesetzt wird, die Gestalt erhält: 
(4) j(o) = 7,(o)! — nz 


Für m = 19 erhält man hieraus den schon oben ($ 125) 
gefundenen Wert 


en ug 


und für die drei übrigen Werte von m erhält man 


j en — — 214,27 (6263 + 1519 Y17), 
(5) 9. (elle — — 48 (227 +63 Y13), 


j ee — — 212 (4591 804316-+ 799 330532 Y33). 


Hieraus kann man zu kubischen Gleichungen für 


ry—51", Wa), fy— 9)" 


gelangen, indem man von den Formeln Gebrauch macht ($ 54, 


8 54): 


rri 


Aether Mi). EN 4 


rm) 
ee San 
EN Zug; BrmsTen Be Ni ee 
5 r(y— m)" 
wornn 7. — 4.0, 1; m — 51, 91, 99°zu setzen .ist. setzt ‚man 
alsofur #53: 
so erhält man: 
(6) x + Y9,(0)x18 — 162 — 0, 
el 
rV— m)’ — 2%, 


für diese beiden Fälle: 
(7) 74 — [3 — 2° j(o)]aı + 388 — 1 — 0, 
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wo für 9,(o) und j(®) die Werte (5) einzusetzen sind. Diese 
Gleichungen lassen sich noch zerlegen, und man erhält für & 
selbst viel einfachere Gleichungen: 


ry—-51)’=2z, Aa — <— 1=Y11zz, 


&) fen) een 29 —yl3r 

fy-9’—=2x © — 1322 — 4x — 1= Y33(2x2 + 2). 

Die Darstellung der Klasseninvarianten j(®») durch eine 
einzige Quadratwurzel ist immer dann möglich, wenn zwei Ge- 
schlechter und in jedem Geschlecht eine Klasse vorhanden ist. 
Diese Werte von m finden sich in der Gaussschen Tafel der 
Klassenzahlen (Werke, Bd. II, S. 450ff.) unter der Bezeichnung 
Il, 3, von denen die auszuwählen sind, die = 3 (mod 8) sind. 
Ihre Anzahl ist aller Wahrscheinlichkeit nach endlich, wie die 
erwähnte Tafel aufweist; es sind die Zahlen: 

mM = 390 01, nel 
147,, 187, 235, 267,8 A052 3427, 

Wenn die Formenklassen in eine beliebige Anzahl von Ge- 
schlechtern zerfallen, aber in jedem Geschlecht nur eine Klasse 
enthalten ist, dann lassen sich nach dem in $ 138 bewiesenen 
Satze alle Klasseninvarianten durch Quadratwurzeln aus- 
drücken. Von Euler und Gauss ist durch Induktion geschlossen, 
daß es nur eine endliche Anzahl, nämlich 65, solcher Diskrimi- 
nanten gibt!). In der Abhandlung „Zur komplexen Multiplikation 
elliptischer Funktionen“ (Mathematische Annalen, Bd. 33) habe 
ich diese Zahlen alle berechnet. Sie sind auch in der Tafel der 
Klasseninvarianten, die diesem Buche beigefügt ist, enthalten. 


!) Euler, Nouv. Mem. de Berlin 1776, 8.338. Gauss, Disg. art. 303. 
Euler ist auf diese Zahlen auf einem anderen Wege gelangt, nämlich von 
der Aufgabe, große Primzahlen zu ermitteln (Vgl. die Straßburger Disser- 
tation von Peter Meyer: Beweis eines von Euler entdeckten Satzes, be- 
treffend die Bestimmung von Primzahlen, Straßburg 1906). Diese Zahlen 
sind: 

1, 2, 8, 4, 8,.6, 7, 8,.9,.10, 12, 125 12421651321, 22,247 25,228,20.09,.37, 

40, 42, 45, 48, 57, 58, 60, 70, 72, 78, 85, 88, 93, 102, 105, 112, 120, 130, 133, 

165, 168; 177, 190,5210, 232, 240,253, 273,.280,7312, 330, 345, 357, 385, 408, 
462, 520, 760, 840, 1320, 1365, 1848. 
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Die Normen der Klasseninvarianten £(o). 


$ 140. Konvergenz einer unendlichen Reihe. 


Wir betrachten eine beliebige quadratische Form 


(1) y(ay) = Aer+2Bay+ Cy 
mit negativer Diskriminante 
(2) —m—=D—-A(, 


in der vorläufig die Koeffizienten A, DB, C nicht notwendig als 
ganze Zahlen betrachtet werden sollen, nur sollen sie reell sein. 
Nehmen wir x, y als rechtwinkelige Koordinaten in einer Ebene 
an, so entsprechen den ganzzahligen Werten von x, y die Gitter- 
punkte. Die Gleichung 
vay) —t 
stellt für ein konstantes t eine Ellipse dar, und die Anzahl 
Z(t) der Werte von u, für ganzzahlige x, y, die kleiner als t 
sind, ist gleich der Anzahl der im Innern dieser Ellipse gelegenen 
Gitterpunkte. Nach Bd. II, $ 194, (5) nähert sich der Grenzwert 
des Verhältnisses Z(t):t für ein unendlich großes t, dem Flächen- 
inhalt der Ellipse » — 1, nämlich dem Werte x: Ym. Also 
haben wir a 
BALL; 7 
(3) Lim BT 
Lassen wir also in der unendlichen Reihe 
,Y 1 
(4) Sr dv (x, y)' 
die Zahlen x, y alle ganzzahligen Werte, ausgenommen die Kom- 
bination x — 0, y —= 0, durchlaufen, so ist nach Bd. II, S 196, 4 
S für s > 1 konvergent, und es ist 





(5) .bms—)S= 
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Im folgenden soll durch direkte Umformung der Summe S 
nachgewiesen werden, dab 


7 
6 HYm 
für s— 1 einen endlichen Grenzwert hat und dieser Grenzwert 
soll bestimmt werden. 


$ 141. Die Kroneckersche Grenzformel. 
Wir ordnen die Glieder der Fe 


xy 
Dir 
Ta v(2, y)' 
zunächst in der Weise an, daß wir die dem verschwindenden y 
entsprechenden Glieder absondern und von den übrigen je zwei, 
welche entgegengesetzten Werten von © und y entsprechen, zu- 
sammenfassen. 
So erhalten wir: 


() =, +N, 
wenn zur Abkürzung 
1 
2) M=13 2 GaraBay Ton 
1 
(3) N—22 


gesetzt ist. Der Wert N, den N, für s=]1 erhält, läßt sich, 
da die Reihe für s = 1 unbedingt konvergent bleibt, direkt 
bestimmen und ergibt: 


(4) en 


Um das Verhalten von M, für s — 1 zu ermitteln, zerlegen 
wir die Funktion Y (x, y) = Ax? + 2 bxzy + Cy? in zwei kon- 
jugiert imaginäre lineare Faktoren: 


Ar +2Bbxy+ Op = A(x + 0,Y) (& — 0%), 
wenn | ” 
(5) . = B un Ym 0 — a = iym 


09 
so erklärt werden, daß Ym positiv ist. 
Hierdurch wird 
A 1 
6 U 2 
(6) Asık - ou (2 + 0,y)® Get 
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Nun ist nach einem bekannten Satz aus der Theorie der 
T-Funktionen, wenn %k eine beliebige Größe mit positiv imagi- 


närem Bestandteil bedeutet: 
1 en (2 =) 2rikS £s—ı 
ur Zu 107 Kae u 
0 
worin die Potenz (— ?%k)® dadurch eindeutig erklärt ist, daß, wenn 


[e ») 





— ik — 0e® gesetzt, e positiv und der Winkel ® zwischen —5 


7L 
und + 5 angenommen wird, (— ik) = 0°e®: zu setzen ist. 


Ersetzt man hierin <%k durch die konjugiert imaginäre 
Größe — ık’', indem man zugleich einen neuen Integrationsbuch- 
staben n wählt, und multipliziert beide Gleichungen, so folgt: 


1 (2 0)°° ne Du 
(7) 7 ; EIS S m E | | e2 TilkS—k n) (em) ds dn. 
k')s I'(s)I (s 
(kk') OESOFE 
Hierin setzen wir für k, k' die beiden konjugierten Faktoren 
x + @,Y & — @,y von Y) und führen den Integralausdruck (7) 


in (6) ein. 
Dadurch erhalten wir: 
28 Y mn . 2 
(8) M, = Da. | | eariac—M)+ryast+twgn)] (En) de dn. 


0.550 
Wir fassen nun das Produkt der beiden Integrale auf der 
rechten Seite dieses Ausdruckes, das wir zur Abkürzung durch 


(9) Ww= 2 | [rien +vansten (En)-!dedy 
00 
bezeichnen, als Doppelintegral auf, Fig. 2. 


das sich, wenn &,n als recht- 
winkelige Koordinaten in der Ebene 
gedeutet werden, über den positiven 
Quadranten des Koordinatensystems 
erstreckt. 

Um das Doppelintegral umzu- 
formen, teilen wir den Integrations- 
bereich durch eine den Winkel 
halbierende Gerade in die beiden 
Teile I, II (s. die Fig. 2), und sub- 
stituieren im ersten Teil 
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s—- na=u $r1=% 
im zweiten Teil: 
le li Et =m. 
Wenn man dann, wie die Figur andeutet, zuerst bei kon- 
stantem « in bezug auf v integriert, so erhält man: 


v2 — yua\s—1 
e2 rixu au | existent ten Gun ) dv, 


U 


4 


[ro] 

0 

ex 3 
v2 — u\° 1 

+ (errean | eriyl—u(w — wg) + v(wı + @9)] () dv, 

0 


U 


oder, wenn man zur Abkürzung 


[6,0] 


} v2 — u?\8-1 
(10) Y+ (u) — [ertrten Hoazuin >) dv 


U 


setzt, 


(11) We | erizup, (u)du + | e-?"izup (u)du. 
0 0 
Diese nach % genommenen Integrale zerlegen wir in lauter 
solche Bestandteile, deren Grenzen die Reihe der ganzen Zahlen 
sind, wir setzen also, da x eine ganze Zahl ist: 


© a rl 
(12) Net 9(u)du = & | er?”izugp,(u)du, 
0 0,@ y 
R 1 
— 3 | er? riaup, (u v)du, 
0,0 0 


1 
NE er?rizuf(u)du, 
0 
wenn wiederum 


(13) f() = & 9-(u +») 
gesetzt ist. 

Wenn wir nun zunächst die Summation in bezug auf x aus- 
führen, so können wir von der Grundformel aus der Theorie der 
Fourierschen Reihen Gebrauch machen: 


a) 2 [ermfw)du = If) + FÜ) 


a 


= 19:() + 2 9:0), 
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und erhalten also, da nach (10) 


d r ’ \25—2 
(15) 9,(0) = 9-(0) = p(0) = | er ivv(wn + ao) (7) dv 
0 


ist, aus (11), (12) und (14): 


(16) lv) PD) 
Führen wir dies in (8) ein, so zerfällt M, in zwei Teile: 
(17) M, ——_ 122 - Os 
wenn 
ß ER (2 seje2 y 
(18) 1, == AI (s) Tale) rn p (0), 
a 
(19) d. = #AT6)T() = - [9.(v) + 9-(v)] 


gesetzt wird. 
Nach (15) ist, wenn wir für v eine neue Integrationsvariable 
t durch die Gleichung 
ziv(o, +4 ©) = Bee m, 


einführen, und die Summation nach y ausführen: 


00 


Y 2 4°! £°72dt 
ee EL 
20- mm | 
0 
also: 
(20) EN BR 
(4x Ym "Typ ) e—1 


0 


Hieraus läßt sich der Grenzwert P leicht bestimmen. Es 
ist nämlich das Integral 


© 


1 1 
298 —2 n—t er 
(21) K e (; Fr 7) dt, 


0 


da der in der Klammer stehende Ausdruck fürt= 0 unddt =» 
einen endlichen Wert behält, bis s = 1 stetig, und hat daher 
den Grenzwert: 


r 1 1 

ta ehe FR I en — — I!" = "CR 

E ( —— 7) dt T’() = 0,5772 
0 i 

Weber, Algebra. III. 34 
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Zerlegt man also das Integral (21) in seine beiden Bestand- 
teile und setzt 


| Be e-1dt = T(Qs — 2) = 


0 


so folgt: 
ea] 
= \ Le N zum 
0 
und wenn man also die Entwickelung nach Potenzen von s— 1: 


T?2s— 1)=1+2T()e—D)-+--- 


I2s—]) 
2(s — 1) ’ 


einsetzt, 
je 0) 


285 —2 
>|: dt 1 


9 ET Re 
ns S et -—— 1 s—]1 


| 


== 30): 
0 


Man erhält ferner durch Entwickelung nach Potenzen von 
s— |: 
(2 m)? AP" 
23 2 A HERE BEN ER ER SER 
( ) (4 Ym) T (s)? 

7 A ; 
= |! N (109 5, — 27 W) + 
so daß nach (20): 


Ym)2s 47! Fes-2dt 1 
Be | TE - 
(4 Ym) I!(s)? er a. 





0 


7 7 A \ 
U ie th ar 
Hat Tal Em Y)r 
worin die noch folgenden Glieder mit s — 1 verschwinden. 


Daraus folgt: 
“ . D de IT ee BE 22 De ı R 
(25) Lim (P. TE =) = (1os —_— 31 @)) 


Es bleibt noch der Bestandteil Q, zu untersuchen übrig, der 
für s —= 1 einen endlichen Grenzwert Q erhält; diesen können wir 
ohne weiteres durch Einsetzen des Wertes s —= 1 bestimmen. 

Es läßt sich nämlich in (10), solange u und y größer als 
Null sind, nach Einsetzen des Wertes s = 1 die Integration 
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ausführen und ergibt mit Rücksicht auf den Wert 2iym von 
A(o, + ®;): 


A 
9+(v) — Be BEI UEOR 
2x7 Ymy 
worin @ — o, oder = @, zu setzen ist, je nachdem das obere 


oder untere Zeichen in 9+(v) genommen wird. Durch Ausführung 
der Summation nach % folgt hieraus: 


r Yy 
20 +(V) = — 
1,0 1,0 P:(®) In Ym 1% 





35 log (1 Re, SR 


und die Summe nach v läßt sich auf die Funktion 7 (0) zurück- 
führen, da nach $ 24, (8): 


n(®) — e® II(1 Med a) 
1,0 





ist. Danach wird, immer für s =|, 
Ari io 
Z2:p)=-— (lan) - u) 


Führen wir dies ee in rs ein, nachdem "wir dort 


s —= 1 gesetzt haben, so ergibt sich der Grenzwert von Q;: 
27 2 

26 ei 09 Ne TR 

(26) Y en 9n(@,) N (@;) 34 


Hiernach erhalten wir aus (4), (25), (26) die folgende Grenz- 
formel, deren Ableitung das Ziel dieser Betrachtung: war: 


1 7 
27 au 3 ee Ss lee 
nr Tat 2Beu ho, —ı) Um 
FRE 1) 7 A 27 
m ine age ee) Ike; 


Aus (27) ergibt sich in Übereinstimmung mit $ 140, (5): 
Lim (s — 1) 2 — ar 


also nur abhängig von m, nicht von der besonderen Form vY. 
Verstehen wir also jetzt unter A, 2.5, © ganze Zahlen und lassen 
ı» ein vollständiges Repräsentantensystem der zur Diskriminante 
— 4m gehörigen Formenklassen durchlaufen, so folgt 
N ] 

(28) Lim 6-28 == 
wenn Ah die zur Diskriminante — 4m gehörige Klassenzahl ist. 

34” 
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Aus (27) leitet man eine einfachere Formel her für die 


Funktion 
a» an 
fo) =e * = — e* - 


a on, (0) 
Ersetzt man nämlich 


A durch 2A, 
D- ws HA Er, 
Ey nareB0) 
so bleibt m = AU — DB? ungeändert und ®,, @, gehen über in 


0, —+ 1 
y) I 








9 — 1 


2 


Be N 





Setzt man also 
(29) VNA 
PR [2A, 2(A ar B), bt Ze 2.B cz C)], 

so ergibt sich aus (27) 
’ a | ht 2n f(»,) f(®,) 
30 Lim (3° — 2 )= 7% u. . 
2) ei y° u° m I y2 

Wir nehmen jetzt nicht nur A, 2B, C, sondern auch A, B, C 
als ganze Zahlen ohne gemeinschaftlichen Teiler und A ungerade 
an. Dann ist » eine primitive Form der Diskriminante — 4m, - 
und wir betrachten zunächst die beiden Fälle 





m=|], m= 2 (mod 4). 

Nehmen wir, was keine weitere Beschränkung ist, P=m-+1 
(mod 2) an, d.h. 5 gerade oder ungerade, je nachdem m un- 
gerade oder gerade ist, so ergibt sich aus 

m —= AU — B?: 

A—C=0 (mod 4) m ungerade, 

A+-C=O - m gerade, 
und die Form %’ ist primitiv von der Diskriminante — 4m. Es 
ist nach der Komposition der quadratischen Formen: 

v — % v, 
wenn 
m 1 
2 


—— (2 0, 3) (m gerade), 





) (m ungerade), 
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und folglich durchläuft %’ gleichzeitig mit d ein Repräsentanten- 
system der Diskriminante — 4m. Es durchläuft aber ®, die- 
selbe Wertreihe wie ®,, wenn auch in anderer Reihenfolge, und 
demnach ergibt sich durch Summation der Formel (30): 


(31) il 
V2 
wenn sich das Produkt II auf die Wurzeln mit positiv imaginärem 
Teil eines vollen Formensystems mit der Diskriminante — 4m 
bezieht. 
Wir werden in der Folge der Kürze wegen diese 
Wertreihe der ® ein vollständiges Wurzelsystem der 
Diskriminante — 4m nennen. 


$ 142. Die Normen der Klasseninvarianten f (wo). 


Wir lassen ® ein vollständiges Wurzelsystem der Diskri- 
minante — 4m durchlaufen, und setzen voraus, daß in der Form 
(A, 2B, C), deren Wurzel ® ist, A, C ungerade, A relativ prim 
zu m sei, worin keine weitere Beschränkung liegt; dann sind 
nach $ 126 die 24sten Potenzen von f(w) Klasseninvarianten und 
ihre Norm ist eine Potenz von 2. 

In einer zweiseitigen Klasse gibt es stets einen Repräsen- 
tanten von einer der beiden Formen: 


(RUE ARD: BEA], 
worin A ungerade vorausgesetzt werden kann. Im ersten Falle 
ist © rein imaginär und folglich [8 24, (11)]: 


fi») file) 2(o) 


reell und positiv; im zweiten Falle sind ® und 1: konjugiert 
imaginär, folglich: 


()=f(-5) 
reell und 


ka)=h(-5) Rho=h(-5,) 


m) 
konjugiert imaginär, und nach der Formel f(w)f; (®) fs (@) — Y2 
ist auch hier f(w) positiv. 

Wir ‘können also den Repräsentanten (A, 2.5, C) immer so 
gewählt annehmen, daß A und Ü ungerade sind und daß f(o) 
für eine zweiseitige Klasse reell und positiv wird; repräsentieren 
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wir ferner zwei entgegengesetzte Klassen durch (A, +25, ©), so 
sind die entsprechenden Werte von f(®) konjugiert imaginär, ihr 
Produkt daher positiv, und es folgt also nach diesen Bestim- 
mungen, daß das Produkt 

I1f(@) 


einen positiven reellen Wert hat, der eine Potenz von 2 ist. 
Wir setzen, indem wir mit h die Klassenzahl bezeichnen, diese 
Potenz — 2"", so daß 


(1) Hi (0) — 1. 


ad 





Es wird unsere Aufgabe sein, diesen Exponenten z zu be- 
stimmen. Wir schicken aber noch folgende Bemerkung voraus, 
die dieser Aufgabe ein erhöhtes Interesse verleiht. 

Infolge der Gleichung [$ 54, (8)]: 

(2) f(o)*: — 9, (@) f(@)? — 16 = 0 

ist, wenn ® die Wurzel einer zur Klasse % gehörigen Form der 
Diskriminante —4m ist, f(®) eine ganze algebraische Zahl, 
und da f(»)® in (2) auch durch —f,(w)*,;, —fs(w)’ ersetzt 
werden kann, so sind auch f,(®), fs,(®) ganze algebraische 
Zahlen. Mithin ist es auch 


2 = (1) (1) 
7 TE 


Ist p eine ungerade Primzahl, von der — m quadratischer 
Rest ist, und p durch die Formen der Klasse ! (der Diskrimi- 
nante — 4m) darstellbar, so ist bei passender Bestimmung von c 
nach $ 118: 





c—+ 0 
p 
die Wurzel einer zur komponierten Klasse l!k gehörigen Form, 
und es kann (wenn nicht gerade p = 3 ist), e durch 48 teilbar 


angenommen werden. Setzen wir also: 
C [0% 
= flo), = (=), 


so ist sowohl u» als 2:uv eine ganze algebraische Zahl. 
Wenn wir daher nach $ 74 


Be or: 


one) 
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setzen (wo jetzt A, 5 natürlich nicht zu verwechseln sind mit 
‘den Koeffizienten der quadratischen Form), so ist D eine ganze 
algebraische Zahl, und nach 8 74, (14) ist A die Wurzel einer 
algebraischen Gleichung, deren Koeffizienten ganze algebraische 
Zahlen sind. Es ist also A ebenfalls eine ganze algebraische 
Zahl. 

Da aber die beiden Quotienten u”:v" und v":u” die Wurzeln 
der quadratischen Gleichung 

x — Ax+-1=0 


sind, so folgt, dab 
u 


der 

u 
ganze Zahlen, und da sie zueinander reziprok sind, Einheiten 
sind. 

Es sind also « und v assoziierte Zahlen. 

Da man nun nach $ 118 durch wiederholte Kompositionen 
mit Klassen ! (durch die Primzahlen darstellbar sind) von jeder 
Klasse % zu jeder anderen Klasse % derselben Diskriminante 
gelangen kann, und da zwei mit einer dritten assoziierten Zahl 
untereinander assoziiert sind, so haben wir den Satz: 

Setzt man für ® die Wurzeln der Formen eines 
Systems von Repräsentanten der Diskriminante — 4m, 
so sind die A Zahlen f(@®) untereinander assoziiert; und 
daraus nach (1) unmittelbar den merkwürdigen Satz, der sich 
leicht an allen Beispielen bestätigen läßt: 

f(®):2” ist eine ganze Zahl, und zwar eine Einheit. 

1. Die Bestimmung der Exponenten z ist durch elementare 
Hilfsmittel möglich, wenn m = 1 oder = 2 (mod 4) oder m = 3 
(mod 8). 

Machen wir in der Gleichung mit ungeraden äußeren Koeffi- 
zienten 


(3) Av +2 bo +0=0 

mit der Diskriminante 4(B? — AC) —= — 4m die Substitution 
0 —1 an to 

(4) STE TER TE HET: 


so erhalten wir die Gleichung 


(5) ee ei A ee — (, 
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die gleichfalls die Diskriminante —4m hat, und worin, wenn 
m = 1 oder = 2 (mod 4) ist, die beiden äußeren Koeffizienten 
ungerade sind; denn es ist: 
fürm=1(mod4, bB=0 (mod 2, A+CÜ=2 (mod 4), 
fürm=2(mod4, B=1 (mod 2, A+C=0 (mod 4). 


Daraus folgt, dab 
f(®) und lese) 


von 24sten Einheitswurzeln abgesehen, dieselbe Wertreihe durch- 
läuft. Denn ersetzt man ®’ durch eine äquivalente Zahl, so muß, 
wenn die äußeren Koeffizienten ungerade bleiben sollen, die Sub- 
stitution zur ersten oder zweiten Klasse ($ 36) gehören, und 
daraus folgt aus (4), daß auch ® in eine äquivalente Zahl über- 
geht. Wenn aber zwei Formen (5) äquivalent sind, so sind 
auch die entsprechenden Formen (3) äquivalent und umgekehrt. 
Demnach ist 


RN ne 
Ne ie 
andererseits ist aber |S 34, (18)]: 
0 — 1 = 
or) = 1% 
woraus sich ergibt: 
(6) =: m=1,2 (mod 4), 


in Übereinstimmung mit dem Resultat des vorigen Paragraphen 


[$ 141, (81)]. 


2. Ist sodann m = 3 (mod 8), so entsprechen einer Wurzel 





o' einer Form der Diskriminante — m je drei Wurzeln von 
Formen der Diskriminante — 4m: 
A Di ee 
20, DE 9 ’ 


und es sind die 24sten Potenzen der Größen: 
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deren Produkt — 2 ist, Klasseninvariante der Diskriminante —4D. 


Hiernach ist: 1; 


If) = %° 
also 
(7) r=4, m=3 (mod 8). 

3. Für den Fall m = 7 (mod 8) können wir den Wert von r 
auf diesem einfachen Wege nicht bestimmen. Es ist dazu die 
im vorigen Paragraphen abgeleitete Grenzformel erforderlich. 
Zunächst behandeln wir die beiden Fälle m = 3 (mod 4) gleich- 
mäßig und setzen: 


De le A 


(8) 2 —4ac= —m, 
z2y 1] 

9 ee ER 

0) p (x, y)° 


worin x, y alle ganzzahligen Werte, mit Ausnahme der Kombi- 
nation 0, 0, durchlaufen. 
Die Summe $ zerlegen wir in vier Partialsummen 
So; Dr, Dis, Sun 
so daß x, y in 8. nur geradzahlige, in $j, nur ungeradzahlige 
Werte durchläuft. In Sj. durchläuft & die ungeraden, y die 
geraden Zahlen und umgekehrt in S;.. Dann ist 
(10) 8’ —+ 280 — (So + 800) + (Sio + 80) + (Bin + So): 
Ersetzen wir 
in Soo 7, y durch 2, 2y, 
» So en So 2, Y I) 27, Y, 
D) S1o = So X, Y „ x, 2%, 
” So + Su 0, Y ” Re 
So sind die neuen «x, y keiner weiteren Beschränkung mehr unter- 
worfen, als der, daß nicht beide zugleich verschwinden. Setzen 
wir daher: 


ar (a, b, c); 
9, — (4a, 2b, c), 
Ch Da ON 20er), 
9% = (atb-+c 2(le—a, a—b-+.ec), 
so ıst daS Zu 
x, Y 
01 —+ N — 2p , } 
(12) D ’ = 8 
Sıo am Sk Zp , 


Sc Sn 
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Wir setzen a als ungerade voraus und lassen @ ein volles 
Repräsentantensystem der Diskriminante — m durchlaufen. Ist 
dann m = 3 (mod 8), so ist c ungerade, und 9,, 95, %$; 
durchlaufen zusammen ein Repräsentantensystem der Diskrimi- 
nante —4m. Denn unter den 5% Wurzeln dieser Formen 

(m) 2 
SE a ee o—1 
kommen nach $ 125 keine äquivalenten vor. 

Ist dagegen m = 7 (mod 8), so ist c gerade, 39,, 39; durch- 
laufen je ein. Repräsentantensystem der Diskriminante — m, 9, 
durchläuft ein Repräsentantensystem der Diskriminante — 4m. 

Durchläuft also » ein Repräsentantensystem der Diskrimi- 
nante — 4m, und setzen wir 

3 1 
(13) De An 
so ergibt sich aus (10): 


9\ 9 w 
(1 +)28' — 28 m=3 


48 
(14) N He mod 8) 


Setzen wir in den Formeln (29), (30) des vorigen Paragraphen 
v — 29, U (4, 2.B, 0), 
also: 
Are A, 
B=b-.a, 
C=4c—2b-+a, 
so ergibt sich: 
BL LO UED, 
= Ym y2 
und wenn % ein Repräsentantensystem der Diskriminante — 4m 
durchläuft, so durchläuft x dreimal oder nur einmal ein Re- 
präsentantensystem der Diskriminante — m, je nachdem m = 3 





oder = 7 (mod 8) ist. Wir erhalten also, wenn e in diesen 
beiden Fällen 3 oder 1 ist: 
(15) Lim 28 28) = SE jog nee, 

= 2 Im ya 


worin ® die Wurzeln der Formen vw» durchläuft. Und daraus 
ergibt sich nach (14): 
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a Br ice t®) 


= We "m 


an (Se 8 = 0) m=1 (mod 8). 


Th 


‚m=3 (mod 8), 
(16) 





Es ist ae 15 141, (28)]: 





a 
Ym nl 
also: | 
log II [ v. —=(0, m=3 (mod 8), 
(17) 


log ul —=0, m=7 (mod 8). 


Die erste dieser Formeln gibt das bereits auf andere Weise 
abgeleitete Resultat; die zweite gibt das neue: 
(18)  =4 m=T (mod B). 


4. Es bleibt noch die Bestimmung von r in dem Falle übrig, 
wo m durch eine höhere Potenz von 2 teilbar ist. Um auch noch 
diese Bestimmung auszuführen, sei 


(19) mid m, 
(20) oo — Be m — NE e— BD, 


also »' die Wurzel der quadratischen Form (A, 2D, ©) der 
Diskriminante — m, worin A und Ü als ungerade vorausgesetzt 
werden können. Es sind dann 


U 


(21) lo, ,— 5 
Wurzeln der Formen 
(22) (A,4B,4C), (4A,4B, 0), 
und es sind nach $ 126, (13) die 24sten Potenzen von 
| v2 Fr2z 
oO = oT) [69] 
fı ( 1) fe (@') f2( He fı (') 
Klasseninvarianten der Diskriminante — 4m. 
Durchläuft &’ ein vollständiges Wurzelsystem der Diskrimi- 


nante — m, so durchlaufen ®&, und ®, zusammen ein vollständiges 
Wurzelsystem der Diskriminante — 4m ($ 123), und wir erhalten, 
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wenn © ein vollständiges Wurzelsystem von Formen mit ungeraden. 
äußeren Koeffizienten durchläuft, mit Benutzung der Formel: 


fo) fa(o) Fo) — V2, 


wenn A’ die zur Diskriminante — m’ gehörige Klassenzahl ist: 
a7 2% ah’ 
23) If(o) = If, (9) fa(®) = — u — Y?" IIf (or), 
(23) 116) = Ip (of) = Typen NE, 


worin h, h’ die Klassenzahlen für die Diskriminanten — 4 m, — m: 
bedeuten. Es ist dann ($ 123): 
N 
Sind also wie oben r, r’ so bestimmt, daß 


(eo) Fe‘) 
9x? gr 








Einheiten werden, so ist 
Ifoyear Tean (oe 


und daraus nach (23): 


7 1 
(24) Te D) — EL 
eine Formel, die auch noch für m’ = 1 gilt, wo W" — h und 


die beiden Werte 20’ und ®’:2 äquivalent sind. 
Durch wiederholte Anwendung dieser Formel ergibt sich, 
wenn 
m — 4m’ 
ist, für ein beliebiges positives A: 
T. 1 1 
ET Klon Mair 


Fassen wir das hiermit Bewiesene zusammen, so können wir 
sagen, daß folgende Größen algebraische Einheiten sind: 


==, m=l,2 (mod 4), 
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: f on ‚m—=4m, W"=1,2 (mod 4), 
92 24+2 | 
; oil ‚m—= 4m, W=4 (mod 8), 

92 3,2+1 
Lin) m — m, W=71 (mod 8). 


$ 143. Partialnormen von /(o). 


Wir machen von der Grenzformel (30) des $ 141 noch eine 
Anwendung auf die Bestimmung des Produktes 


4) IIf(o), 

in dem sich das Produktzeichen II nicht über ein vollständiges 
Wurzelsystem, sondern nur über die Wurzeln » der Formenklassen 
eines Geschlechts erstreckt. Wir beschränken ‚uns dabei aber 
auf den Fall, daß 

(2) d=-—4m| 

eine Stammdiskriminante ist, daß also m keinen quadratischen 
Teiler habe und entweder = 1 oder = 2 (mod 4) ist oder, was 
dasselbe ist, 

(3) 4=—4 oder =38 (mod 16). 


Es sei d ein von I und 1 verschiedener Stammteiler von 
49 und x(d, k) der diesem Stammteiler entsprechende Charakter 
der Klasse k*. 

Ist 6’ der zu ö komplementäre Stammteiler zu d, so ist in 


diesem Falle 
Our ed: 


(0, k) = x, k), 
und wir bekommen also alle Geschlechter, wenn wir für Ö die 


ungeraden Stammteiler setzen, was wir hier tun wollen. Es 
sei nun wie in $ 141, (29), (30): 


ws m—1 m 
7) en (2, 2, 9 ) (2 0, 5) 
(4) v —=(4,2B, 0), 


u = U, V. 
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Sind dann %k, k,, k' die Klassen, zu denen %, Y,, %' gehören, 
so ist | 
1(0, k) == 1(8, ko) 4 (Ö, k), 


5 10, h) = (8, A), 
TO —0,021210,4)). 

Ist ©, eine Wurzel der Klasse k, so ist ©, Wurzel der ent- 
gegengesetzten Klasse k', in diesen beiden Klassen sind aber 
die Charaktere 4(d, k) und x(ö, %k"') dieselben. Multiplizieren 
wir daher die Formel $ 141, (30) mit x(d,k) und bilden die 
Summe über alle Klassen %k, so 2 


(6)  Zyle,h) er er 3) ar v3 (8, k) log er 


und wegen (5) kann man für die linke Seite schreiben: 


also 


EL AFT- 
Demnach haben wir: 


(oe Ta %) log vr =, 








fi 
Wie nn DiaBgn Te ee 
Ym v2 v 
wobei rechts der Grenzwert für s = 1 zu nehmen ist. 
In $ 113 haben wir die Formel bewiesen: 
k US mAR (d,n) „(6',n) 
(8) a ee I 7 . 


Wenn wir mit K(6) die Klassenzahl für die Diskriminante ‚ö 
bezeichnen, so ist, wie in & 112, (8) bewiesen ist: 


SU en 
@) ur 


öen) log & 
De raer TE) RK i0)0205 0; 


worin die Quadratwurzeln positiv zu nehmen sind, und 


TEE 
- —.— 








die fundamentale positive Einheit des quadratischen Körpers mit 
der Grundzahl öÖ ist. Für die beiden Ausnahmefälle d = —35, 
ö = —4 gelten diese Formeln, wenn man unter K nicht die 
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Klassenzahl selbst, sondern den dritten Teil oder die Hälfte 
davon versteht. 

Nun ist 6’ immer gerade und von entgegengesetztem Vor- 
zeichen wie d, und 4m = — 60’; danach ergeben sich aus (7) 
die Formeln: 


(10) 8% (0, k) log y = ö= 1 (mod 8), 
—= K(6)K(ö)loge, ö=5 (mod 8), 

worin 

(11) u DembUbh, 0>0=1 (mod 8), 


— IHM, 5 <0=5 (mod s) 


zu setzen ist. Die erste der Formeln (10) gilt auch noch für d — 1. 
Da nun für alle Klassen eines Geschlechts und für jedes ö 

der Charakter x (d,k) denselben Wert hat, so sind durch (10) 

und (11) die Produkte (1) bestimmt. Denn es ist nach $ 113 


240,1 = 0, 
außer wenn k die Hauptklasse ist, und für diese ist die Summe 
gleich der Anzahl g der Geschlechter. Man erhält z. B. für die 
Wurzeln & des Hauptgeschlechts 


(ot non 
iz | 

worin 9 die Anzahl der Geschlechter bedeutet, und das Produkt 

links über alle Wurzeln ® des Hauptgeschlechts, das Produkt 

rechts über alle Stammteiler ö von I, die=5 (mod 8) sind, 

auszudehnen ist. 

Um das Produkt der Klasseninvarianten für ein anderes als 
das Hauptgeschlecht zu bilden, hat man die Formel (8) vor der 
Summation mit 2(d,k"') zu multiplizieren, wenn % eine Klasse 
des betreffenden Geschlechts bedeutet. 

Die Anwendung der Formel (10) verlangt die Kenntnis der 
Klassenzahlen positiver und negativer Diskriminanten und der 
Zahlen T, U. Die Klassenzahlen sind in weitem Umfange von 
(auss berechnet und aus seinem Nachlaß im zweiten Bande der 
Werke, S. 450 bis 476, veröffentlicht. Für die Lösungen 7, U der 
Pellschen Gleichung enthält Legendres „Theorie des nombres“ 
oder auch der „Canon Pellianus“ von Degen eine Tabelle. 
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Es existieren 63 negative Diskriminanten von der Eigenschaft, 
daß in jedem Geschlecht nur eine Klasse enthalten ist; daß es 
nicht mehr gibt, selbst daß die Zahl nur eine endliche ist, kann 
freilich bis jetzt nur durch Induktion geschlossen, nicht bewiesen 
werden. Die Mehrzahl dieser Diskriminanten, die bereits ın 
$ 159 zusammengestellt sind, ist = 1, 2 (mod 4) und ohne 
quadratischen Teiler oder = 8 (mod 16). 

Für die ersteren lassen sich die Klasseninvarıanten nach 
der Formel (10) vollständig berechnen, und eine ähnliche Formel, 
auf deren Bildung wir hier nicht eingehen wollen, führt auch 
für die durch 8 teilbaren Diskriminanten zum Ziel. 

Für die vereinzelten Diskriminanten dieser Art, die hierher 
nicht passen, lassen sich die Klasseninvarianten f(®) nach einer 
der anderen Methoden berechnen !). 

Um an einem einfachen, leicht zu übersehenden Beispiele 
die Rechnung durchzuführen, wählen wir m —= 105 = 3. 5. 7. 
Wenn wir die Werte von d, die = 1 (mod 8) sind, weglassen, 
da diese in der Summe der Formeln (10) keinen Beitrag geben, 
so haben wir: 


DEN 5, ah er 
a ee 12 
zu setzen und erhalten, da 0, —. Shiste 


„T+ Uyla 


Oo 9 ’ 


Ad 


16 log A — K(-3) K(140) lo 
+&6) Ks) ZH FIE 


1.K(21) K(-20) log Are 


HECKE) og ZEUN, 





') Vgl. des Verfassers Abhandlung: „Zur komplexen Multiplikation 
elliptischer Funktionen“. Mathematische Annalen, Bd. 23. Ich mache hier 
auf einen Fehler in der Gaussschen Tafel aufmerksam, den ich bei Gelegen- 
heit dieser Rechnungen gefunden habe: Gauss’ Werke, Bd. II, S. 475 mub 
die positive Determinante 136 die Bezeichnung IV, 2, nicht IV, 1 haben. 


S 144. Berechnung einiger weiterer Klasseninvarianten. D45 


Es ıst aber 
K(—-3) =4, K(-8)=4 K(-%)=2, K(-35) = 2, 
K(+140)=4, K(5) =, Ka) =, KNIE 2), 


wie man aus den Gaussschen Tafeln oder hier auch leicht durch 
direkte Abzählung findet. 


Ferner ist nach den Legendreschen oder Degenschen 
Tafeln: 


is EN ri 


log Gear) —alı: ea), — 38 (2+ 95), 


L 





| 2ıU 5 21 — 
log Dates BE} — je — 110g (55 -£ 12 Y2T) 


log a) — log (2 + Y3), 


und daraus erhält man: 


(A) = CH HMM +, 
was damit gleichbedeutend ist: 


y2 f.(y-10) = (+ EHEN A+YDI. 


N 144. Berechnung einiger weiterer Klasseninvarianten. 


Nächst den Diskriminanten, bei denen in jedem Geschlecht 
nur eine Formenklasse vorkommt, die wir im vorhergehenden 
Paragraphen betrachtet haben, geben die einfachsten Resultate 
die, welche in jedem Geschlecht zwei Formenklassen enthalten, 
und unter diesen wieder die, bei denen nur zwei Geschlechter . 
vorkommen. Die Klasseninvarianten für diese Diskriminanten 
—4m sind die Wurzeln quadratischer Gleichungen, deren Koeffi- 
zienten nur eine Quadratwurzel enthalten. Wir setzen wieder 
Stammdiskriminanten voraus, und erhalten nach der Gaussschen 
Tafel die folgenden Werte von m: 


!) Nach Gaussscher Bezeichnung sind die Klassenzahlen zweiter Art 
zu nehmen. 
Weber, Algebra. III. 35 
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m — 14, 34, 46, 82, 142 =-+2 (mod 16), 
m — 17, 49, 73, 97, 193=1 (mod 8) 

Die Formenklassen des Hauptgeschlechts können in diesen 
Fällen repräsentiert werden für ein gerades m durch 





0.0. ®\ 

(1) (a, 0, m), ( iR 9? 

für ein ungerades m durch 

(2) ,0,m), (21, Bl 


von denen die letztere äquivalent ist mit 


m-+1l. m—1 m-+]l 
en 





Für die Formen (1) sind nach $ 127, 6. die Klasseninvarianten 
hm) l (de He ee 
— d — 4 
a 
und für die Formen (2), (8) (8 127, 3.) 
ER na Art 
v2 vorn f(Y— m) 


und nach $ 142 sind dies ganze algebraische Zahlen. 
Setzen wir also, entsprechend den beiden Fällen: 


(4) Y22 = A (V- m), FY- m), 
so ist | 


eine ganze algebraische Zahl, die nur eine Quadratwurzel enthält, 
und aus $ 138 erhalten wir Aufschluß, welche Quadratwurzel 
darin vorkommt. 

Es ist v2, wenn m = 6 (mod 8) ist, also für m — 14, 46, 142, 





vE, wenn m = 2 (mod 8) ist, also für m — 34, 82, ferner 


“ Ym im Fall eines ungeraden m (mit Ausnahme von m — 49, wo 
Y7 an die Stelle tritt). 
Setzen wir also 


(5) er m Al 


so sind a, db rationale Zahlen, die höchstens den Nenner 2 haben. 
Es müssen aber auch « und 5 positiv sein. Denn ändern wir in 
(5) das Vorzeichen von Yp, so entsteht eine andere quadratische 


” 


S 144. Bereehnung einiger weiterer Klasseninvarianten. 547 


Gleichung, deren Wurzeln die zum zweiten Geschlecht gehörigen 
Klasseninvarianten sind, und die daher konjugiert imaginär sind, 
während die Wurzeln von (5) reell sind. Daraus ergibt sich die 
Größenbestimmung: 


(a+byp? >4>(a—byp); 
also müssen a und 5 gleiches Zeichen haben. Da aber x nach 
(4) positiv ist, so müssen a und 5 beide positiv sein. 

Um a und 5 wirklich zu finden, braucht man nur den Aus- 
druck auf der linken Seite von (5) nach (4) auf wenige Dezimalen 
zu berechnen, wobei es weitaus hinreichend ist, 

zVm 

rV-m)=h-m)=e* 
zu setzen, und die so gefundenen Dezimalen mit den Dezimalen 
von Yp zu vergleichen, um alsbald 5 und sodann a zu erhalten. 
Die Rechnung ist überaus einfach und gibt folgende Resultate: 


m — 14, rer set 1E 12,00% 





M 

De) 17 
MIiZAUFT 3% a 1+ y17 

4 2 

k Ar 
a Ra Be. - Zu HI 

1 
m — 46, Be an Jap 
PR nn — 2+ y7, 

1 5 73 
MIT, 

1 15 + yal 
m —= 82, :c- gen 

ı ftg 2197 
N EL 1 Be —_.- 
m — 142, + 91.599, 

Er ge 

m—193 + —13+4 y193. 


35* 
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Cayleys Entwickelung der Modulfunktionen. 


$ 145. Grenzwerte für s —|. 


In diesem Abschnitt soll eine funktionentheoretische An- 
wendung der Grenzformel gegeben werden. Es bedeutet also hier 
© nicht eine quadratische Irrationalzahl, sondern eine Variable 
mit positiv imaginärem Bestandteil. Die Modulfunktionen ge- 
hören zu den Funktionen mit natürlichen Grenzen, d. h. wenn 
man sich der Grenze der Konvergenz nähert, so liegen auf dieser 
Grenze, hier also auf der Achse der reellen ®, die singulären 
Punkte überall dicht, so daß man diese Funktionen über diese 
Grenze hinaus nicht analytisch fortsetzen kann. Cayley hat in 
seinen letzten Untersuchungen Entwickelungen der Modulfunk- 
tionen gegeben, die darum merkwürdig sind, weil sie das Ver- 
halten der Funktionen bei der Annäherung an die Grenze augen- 
fällig machen. Der Schlüssel zu diesen Entwickelungen ist die 
Grenzformel $ 141, (27) ?). 

Wenn man in dieser Formel: 





x, Y 
TER - ER ae 
Be > (A + 2Bxy-+ Oy?% (s — 1) Ym 
9zT'() = A 
a I ee — EEG (69) ’ o 5) 
m Ym 8 Am Ym gn( 1) n( 2) 
B-iyYm — B-+iYym 
0] en 0% = el 


(2) o =a+tßi, , =—-ut+ßi, B>0 


‘) Die erste Cayleysche Arbeit findet sich in dem Comptes Rendus 
der Pariser Akademie von 1893, Bd. 161. Weiteres in einem Briefwechsel mit 


dem Verfasser dieses Buches, der im 47. Bande der mathematischen Annalen 
veröffentlicht ist. 
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setzt, so ergibt sich 
ARE De 0 NO Ze ee ep, 
und die Formel 1 ergibt: 


1 u 1 
3 ei, 7 8). ae Ten ee EEE 
De ee een Keen, 
ren 2zT'(l) = un 
ee 8 log 4 B? — Sr log 7 (@,)n(@3). 
Das Zeichen Lim ist hier der Kürze wegen weggelassen. 
Wir setzen 
N 1 
4 = — m. 
2 STE: 


worin x, y alle ganzzahligen Werte mit Ausnahme der Kombi- 
nation 0,0 durchlaufen. S ist eine unbedingt konvergente Reihe, 
solange s > 1 ist. 

Nun teilen wir die Glieder von S in drei Arten ein, je nach- 
dem die x, y gerade oder ungerade sind, und setzen 


x,Y 1 
5 === >> [@ — oy)2 £ Beyef’ a — Y (mod 2), 


x, Y 1 e | 
(5) De >] [@ Zay® £ By] x<=0 (mod 2), 
%,Y ] 


Sg u @ = ay® 2 Bi’ y=0 (mod 2). 


In $, sind also die Zahlen x, y entweder beide gerade oder 
beide ungerade, in 5, durchläuft x die geraden, y alle ganzen 
Zahlen, in 8, ist y gerade, :x beliebig. Betrachtet man die 
Summe 8, + 8, + $,, so kommen darin alle Glieder von S vor, 
und zwar die Glieder dreimal, in denen x und y beide gerade 
sind. Hebt man in der Summe dieser Glieder den Faktor 47° 
heraus, so bleibt S selbst übrig, und es ergibt sich also: 





2 
(6) S+3+8=(14z)8 
Geht man zur Grenze s — 1 über, so hat man zu setzen 
1 1 s—|1 
(7) Here n0 ln 


und erhält aus (3) die für s — 1 gültige Formel: 


(8) S+s+4= 583-2 


/ 
/ 
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Ersetzen wir « und ß in $ durch 2« und’ 2ß, so hat das 
denselben Erfolg, als wenn wir y durch 2y ersetzen, d. h. es 
geht 5 in 5, über, und demnach erhalten wir aus (3): 


(9) ee, _ N 


Dt 
es En log 2n(20,) n(2%,). 


Ersetzt man «, ß durch 5«, 3ß und multipliziert mit 4°, so 
ist der Erfolg derselbe, als ob man x durch 2x ersetzt hätte, und 
man erhält $S.. Also nach (3) mit Rücksicht auf (7): 

7 Sell Bert 
10 28 ee Ark lau sche zus nn EEE I BEA Tr he 
(10) ı T@—Dp B Ana? 


Ersetzt man endlich &, ö durch $3(@ + 1), 3 und dann 
22 — y durch «, so ergibt sich in gleicher Weise: 


(11) BEER DEAN. nr 


geh) ee) 


und demnach mit Rücksicht auf die Formeln [$ 34, (9)]: 


ee An 
NE N 








U To) a 
(3) 5120) 
a a fa ( I 2 n(o) ’ 


indem man die Formeln (9), (10), (11) von (3) subtrahiert: 
27 
332.8 283 log f(o,) F (@,), 


IT 


S—2$ = B log fı (@,) fı (®3), 


I.—2. 9, Z los (@ı) Tre.) 


woraus sich durch Addition nach $ 34, (11) die Relation (8) wieder 
ergibt. 
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In der Differenz 25, — 5 kommen nun genau dieselben 
Glieder vor wie in 5, nur erhalten die, in denen x 4 y ungerade 
ist, das negative Zeichen, und wir können daher auch setzen: 

—ın (— 1)” +9 


; loef(m) f(@) = Lim I a ee) 








—2ır (— 1)? 
12) —— log U > Zt I 
(12) B s fı (1) fı (@;) SFR (2 — ay)® + B2yep’ 
27 (— 1)% 
lo 9) 09). — Lım I —— nl — | 
B ehlo) flo) = Hin 2 ae + By 
worin nun &, y alle ganzzahligen Wertpaare mit Ausnahme von 


0,0 annehmen. Diese drei Formeln lassen sich nach $ 34, (13), (14) 
aus einer von ihnen ableiten, z. B. indem man in der zweiten 











9,% durch a1 %-—|]|, 
und durch Fra En ir 
9 095 
(13) also 
a, ß durch &—1, ß, 
i — 6 P 
und durch BB Bi 
ersetzt. 


$ 146. Ein Satz über Reihenkonvergenz. 


Wollte man in den Ausdrücken (12), $ 145 die Zeichen Lim 
und & miteinander vertauschen, also ohne weiteres unter dem 
Summenzeichen s — 1 setzen, so würde man keine unbedingt 
konvergente Reihen erhalten, und es muß also untersucht werden, 
in welchem Sinne diese Formeln dann noch gültig bleiben. 

Um diese Untersuchung durchzuführen, wollen wir zunächst 
einen allgemeinen Satz aus der Reihenlehre ableiten, der eine 
Verschärfung des Satzes Bd. II, $ 196, 3. ist. Es sei 


(1) un <wm<Ww<m ... 

eine Reihe von unendlich vielen positiven Zahlen, und Z(t) 
bedeute die Anzahl dieser Zahlen, die nicht größer als i sind. 
Dieses Z(t) soll für jedes t einen endlichen Wert haben, woraus 
dann folgt, daß die u„ mit n ins unendliche wachsen. Wir 
wollen aber noch weiter voraussetzen, dab 


@ FF -e+r 


r 
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sei, worin a eine konstante (unabhängig von t), und 0 eine Funk- 

tion von t, die in endlichen Grenzen eingeschlossen bleibt. 
Nehmen wir zunächst an, die u,„ seien alle voneinander ver- 

schieden, so ist Z(u„n) = n, und aus (2) folgt: | 


n 0 
(3) —_ 41 

Un Yun 
daraus folgt, daß n:u„ endlich bleibt, und folglich mit veränderter 
Bedeutung von 6: 

n 

5 BB + 
oder, nach dem binomischen Satz, für irgend ein positives s: 
M° 


(@ == eli4n) 


worin alle die mit 0 bezeichneten Größen endliche Werte haben. 
Diese Formeln gelten aber auch noch, wenn unter den u, 
gleiche vorkommen. Denn seien etwa (wie in Bd. Il, $ 196, 3.) 


Um+1, Um+2, +++, Um+1 — Un 
einander gleich und 


m<nsm-l, 





so ist 
Zn — 9) =m Zu) = ml, 
Z (un = 0) _ Zn) 
Ki: Sn u 
la 
2 An Br 


woraus (3) folgt und (4) wie oben abgeleitet werden kann. 
Der Satz, den wir beweisen wollen, lautet so: 


Es sei &, &, &,... eine unendliche Reihe positiver 
oder negativer, aber endlicher Größen und 
(6) tat tr. Ym 


so beschaffen, daß y„ dem absoluten Werte nach unter 
einer endlichen Konstanten bleibt. 
Dann ist 


& & € 
6 (0 ze: — => tele 

(6) u @ u; ze u; Eu 

konvergent und eine stetige Funktion von s, so lange 


Sag 


1st. 
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Wegen (4) braucht dieser Satz nur bewiesen zu werden für 


Ss 1 
un = n, weil die Reihe & &,0/n’" ? unbedingt konvergiert und 
also nach bekannten elementaren Sätzen diese Eigenschaft hat. 
Setzen wir also 


Be nyeamd Sat \ 
(7) ur 18 a= 9s = Is 
und nach (5) ©u — Yn Yn — Mm-ı Yn — 1], so wird 
€ — /1 I — /1 
9 terre + 


Da nun für ein unendlich großes n 


In (3-75) ER 
Be a Er 


ist, so ist die Reihe (8) unbedingt konvergent, solange s > } 
ist, und daraus folgt auch für diese Reihe unsere Behauptung 
nach denselben elementaren Sätzen. 


$ 147. Entwickelung von f, fı, f»- 


Die Reihen (12), $ 145 sind nun in diesem Falle. Betrachten 
wir z. B. die zweite von ihnen, aus denen, wie wir gesehen 
haben, die anderen hergeleitet werden können, und setzen für 
U, Hg, Us, ... die der Größe nach geordneten Werte der Funktion 


) @— a? + By = n. 

Wir nehmen xy als rechtwinkelige Koordinaten in der Ebene 
und überlagern die Ebene mit zwei Gittern, indem wir in dem 
einen Gitter für die x die geraden, in dem anderen die ungeraden 
ganzen Zahlen setzen. 

Die Anzahl der Gitterpunkte, die im Innern der Ellipse (1) 
oder auf ihrer Peripherie liegen, für die daher u„ sn ist, be- 
zeichnen wir für die beiden Arten mit Z’(n), Z'(n). 

Setzen wir n # 

Be Eyn, De nYn, 
so geht (1) über in 
(2) E-o?+Rr=l, 
und der Flächeninhalt dieser Ellipse ist z/ß, und nach Bd. II, 
8 194,812: 
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/ Kan PERRMEYE 
8) ZU 2 
TER Bi vi’ 


worin y° und y! für ?= » endlich bleiben. Der Faktor $ bei 
z/2ß kommt daher, daß hier die Gittermaschen Rechtecke vom 
Inhalt 2 sind. Dies ist aber in Übereinstimmung mit der 
Formel $ 146, (2). 

Aus (3) ergibt sich 
(4) 20 — ZU) — yyr, 
worin y gleichfalls endlich bleibt. 


Nun können wir die in der Formel (12), $ 145 vorkommende 
Summe 





IR 1) 
ee ernee 


so schreiben: 
ee 
worin: die 8, 80% £gb „Ar N N +1 haben und 
(5) 21 0 a ee Zn) Zi): 
— rm. 


Damit sind die Voraussetzungen unseres Satzes $ 146 erfüllt. 
Es ist also o für s > } eine stetige Funktion von s, also 


insbesondere auch für s— 1, und wir erhalten aus $ 145, (12): 
let 
— 77 log f(®,) f(@;) Dr 
e] 
(6) Z ne ” ]og h (@1) fı(&) = > RR 


= a ee 
= TY log f, (@,) f2 (@3) TE Balz oy)2 2 ß? y2 


Man kann diese Formeln auch noch anders darstellen. Wir 


führen die Bezeichnung ein: 


67 1 . a » * 

(7) B> (ee Soo : x gerade, y gerade, 
— 9, : x gerade, y ungerade, 
— S,0: x ungerade, y gerade, 


— S$,,: r ungerade, % ungerade. 
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Dann ist 
> en 
7 08 F(o)F (0) = — St Si + In — In 
9 

(8) - ls (a )hlo) = nt — at 


9 4 ’ 
zZ lsf; (@,1) fa(@) = — Do — So + Di + Sin 


woraus durch Addition: 


IT y 
RB lg2 = — 386 + So + Ss + Sn 
und wenn man hierdurch au eliminierte: 


2 
Fr log f (o,) a = — 71082 Bu Bro +3 Sı 1 RS, Te 


Ver 7 log fi GHUEUHME 71082 + 380 — 3801 + 3 91m 


Tr logfa(@n) f2.(@) = 5 Jos 82 — 3 So an 5001 Hinz Su- 
a Summen sind aber so zu verstehen, daß in allen zugleich 
@— oy? + Py<n 
sein soll, und dann n ıns Unendliche wächst. Jede einzelne 
Summe S wird dann unendlich, aber ihre Verbindungen, wie sie 
in diesen Formeln vorkommen, erhalten endliche Grenzwerte. 
Wir wollen noch mit Sy. 510, Siı die Summen bezeichnen, 
die denselben Ausdruck haben wie Sy, So; 1, nach (6), nur 
mit dem Unterschied, daß x und y keinen gemeinschaft- 
lichen Teiler haben sollen. 
Setzen wir 
So as Soı ee I — 4n,) 
(x — ay)? + By? <n, 
Inne 


und bezeichnen mit 7 die Summe, die aus 7, entsteht, wenn 
alle Glieder ausgeschieden werden, in denen « und y beide durch 
die ungerade Primzahl p teilbar sind, so ergibt sich: 


1 
7» === Hi — Air De 
und durch Grenzübergang zun— «: 


7? = 1(1- 5) 
je 


/ 
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Verfährt man so mit allen Primzahlen und setzt 


So —- Soı =. 2 Sıı —— I, 


= 1011-5) 
p 


2 


so folst 


worin sich das Produkt II auf alle ungeraden Primzahlen p 
erstreckt. Nun erhält man durch Entwickelung nach steigenden 
Potenzen von p=?: 


1 1 ve 1 1 
Eee N were ee on 
2 
Fe gr 
und folglich 
IL2 a7] 
Maren 


und indem man ebenso mıt den beiden anderen Summen ver- 
fährt, folgt aus (9): 


log f (m) fm) = Hlog2 + FE (Si + S — 255), 
(10) logfı(@ı)fı(@) — 3log2 + = (Sie — 2 85 + Sıı); 


log fa) fala) = Ho + EC 2 + +) 


Diese Formeln vereinfachen sich wesentlich, wenn man 

De 0, also 
0, = 095 = ul) iß 
setzt, also wenn man ein rein imaginäres @ annimmt. Dann 
wird 
g, > 1 x ungerade, y gerade, 
10. SUITE RT s . 

x? — 02y? xy relativ prim. 

Sondert man das Glied x = +1, y = 0 ab und nimmt von 
den übrigen je vier zusammen, so ergibt sich 


1 
o=2+ Re Eee Tare 
worin x, y nur positive Werte durchlaufen. 

Ebenso verfährt man mit den anderen Summen. Setzt man 
dann 
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(m) 
(11) 2 Por a2 = 5 % Y ungerade, 
— 8, x ungerade, y gerade, 
— 5, x gerade, y ungerade, 
x, y positiv und relativ prim, so folgt: 


BSo = —?2io + 4iN, 
I 

Ph =+ — + 41 8;, 

[NS 419, 


und folglich ergibt sich aus (10) für ein rein imaginäres o: 


logf(0) = log? + 4-0 +z— 415429428) 


ee ar ne ne 


logfa (0) = Hg + Fo + +25 —415 +26) 


$ 148. Elementare Ableitung der Entwickelungen. 


Man kann zu den vorstehenden Entwickelungen auch auf 
dem folgenden Wege gelangen. Es ist nach einer bekannten 
Formel der Analysis: 

u @ ® nıqQyY—1 
= rn eer Tree 
wenn g = e”‘® ist!). Daraus durch Entwickelung nach Potenzen 
von q: 








EHER 2 BT a any\,. 
(2) mr 02 y2 — 2 20 y?2 Y (ge he ) 
Ersetzt man hier y durch 3, so folgt: 

m ıı — — — (Io = 
(3) = ©? y? =— Ara oy? Y “ A 3: d ) 
und wenn man (2) von (3) abzieht: 

rc 1 u ae 

(4) En ET EOTT, Mer 


!) Aus der Entwickelung: 


22 22 22 
a gm I amt 


TU 





cotg 2 = A - = 


/ 
/ 
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Summiert man diese Formeln abermals nach y von 1 bis & 
und macht von den Formeln Gebrauch, die teils bekannt sind, 
teils aus $ 24, (11) folgen: 











y] 12 y.(—- 1% 2 (— 1)% 
Die u m — et, % . 
mr Eu 2 m 15° P2 5 log 2, 
ee a0 
Z ee re A A e 
n y(__1\yn2ıny , 
„cher “ — —log (149?) = —logfs(0) + — 11082, 
n u (—_]Wwo@n—Dy 
ze en 
Y 24 
so ergibt sich: 
yi (— 1)’t9 0 7? nt? 0 f 
um Am le) 
12 n? 0 
Y nn m ung [0% 
>) -2 02 y2 — x? 12 0 94 ee nn) 
zz (—1)o 702 72 0 | 
ol m a eealeh 


Die Doppelsummen auf der linken Seite dieser Formeln sind 
so zu verstehen, daß zuerst die Summation in bezug auf x, dann 
die Summation in bezug auf y auszuführen ist. Man kann aber 
auch so summieren, daß man 

Mm 


(6) Ve A ES Et 


N 


nimmt, und dann m und n so ins Unendliche wachsen läßt, daß 
m:n unendlich wird. Daß beides dasselbe gibt, kann man auf 
verschiedene Weise zeigen, z. B. durch Vergleichung der Summen 
mit Integralen. 

Setzt man also, wie in $ 147, (10), indem man &, y an die 
Bedingung (6) bindet: 


2,Y a) 


| 


— x erade 
2 y2 = x2 p) Yy 8 p) 


\ 


x ungerade, y gerade, 


So 
S, 2, y ungerade, 
5 
5 


x gerade, y ungerade, 
so folgt aus (5): 
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2 8 

S+-8:—-8= 2-5 +rilerß), 
2 8 

S—- 4-8 +8 = —-I,;,- 5 +rilef,(e), 
2 2 

S- +, 8=- „at +rilende) 


Daraus durch Addition: 
3196 — S, Zur 5 —- sn = mi log Y2, 


und wenn man 5, eliminiert: 


3 av? 7? 0 
7L? 2 
a EIERN), 
2 2 u 
en a a Er ereioe se) 


Man kann nun ebenso wie vorhin von den Summen SS zu 
den $’ übergehen, in denen x, y relativ prim sind, und findet: 


1 
108 /(0) = Hs + (0 +, — 415425428), 
Dose) = Hs? + (0 +254+28— 48), 


mi 


a2 |: ‚ . 2 
log (0) = HlogY? + 4 (-0 — +24 +28); 


Diese Formeln stimmen der Form nach mit $ 147, (11) 
überein, was insofern auffallend ist, als die Art des Grenz- 
überganges beide Male eine verschiedene ist. 


$ 149. Entwickelungen für die Funktion log n (®). 


Betrachten wir die Summe 


4 
1 De 3 
2 (© + @y)?°’ 
erstreckt über alle x, y mit Ausnahme der Kombination 0, 0. 
Indem man die Glieder mit y = 0 absondert, kann man 


dafür setzen: 


(2) u=27 ut. 3 > ern 


ee ——Geer 


sodann ist 
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I'‘(2s) [e PR E 
: ie ed rie yo)&g2s 1dE, 
. 28 
[—2r:(@ 7 oy)] 
1 


N 
es: BE eariyo(d+n) (E + nm)?! dE. 
0, © 


Summiert man nun nach x und wendet die Fouriersche 
Reihe an: 


Der r@ar = 170 + TO. 


so folgt: T (2) = 1 Bei . ıriywun m2s—1l 
' mi) = ty > ( 


und durch Summation nach x 


I'‘(2s) 
> 


earion 


> («+ oy):: + En: -3 y MEOE-. | — eariun a 


—n0,% 





1 ae BORN 
Be > do a 
Hiernach bekommen wir durch den Grenzübergang mit Rück- 
sicht auf die Definition der Funktion n(o) [$ 24, (8)]: 


1 au dlogn(o) == 
un Barren 


Ferner ist 
Lim DIE > = —, 
und demnach folgt (1) und a 


= ‚dlogn (0) 
&) a 33 (+ —_ er: do 


[zu summieren, wie zu (l) angegeben]. Wollte man hier unter dem 
Summenzeichen zur Grenze übergehen, so würde man erhalten: 


2% 





.dlogn(o®) 

(4) LEI Deren 
dann aber würde man eine nur bedingt konvergente Summe 
haben, und es müßte eine genaue Art des Grenzüberganges fest- 
gestellt werden. Man müßte in der xy-Ebene eine geschlossene 
Kurve annehmen, innerhalb deren die Punkte x, y liegen, und 
dann diese Kurve ins Unendliche hinausrücken lassen. Der Wert 
der Summe wird von der Beschaffenheit dieser Kurve abhängen. 
Vielleicht ergibt sich dafür die Ellipse |e + @y| = n. An sich 
hat die Formel (4) keinen Sinn. 
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Der Teilungskörper. 


$ 150. Die homogenen Weierstrassschen Funktionen. 


Wir waren in $ 114 von der Frage ausgegangen, unter welchen 
Voraussetzungen eine doppelt periodische Funktion p(w) mit den 
Perioden ®,, ©, eine Multiplikation p (uw) gestattet, d. h. unter 
welchen Umständen u o], uo, sich linear und ganzzahlig durch 
07, ©, ausdrücken lassen, und waren zu dem Resultat gelangt, dab 
dies bei veränderlichem ®,, ®, nur möglich ist, wenn u eine 
ganze rationale Zahl ist, und daß nur, wenn 

099 
(1) De Dr 
eine imaginäre quadratische Irrationalzahl ist, auch u eine kom- 
plexe Zahl desselben Körpers wie sein kann. Es kommt jetzt 
darauf an, die aus dieser Annahme folgenden Formeln der kom- 
plexen Multiplikation etwas genauer zu erforschen. 

Wir wollen zunächst, als das formal einfachere, die kom- 
plexe Multiplikation der Weierstrassschen elliptischen Funktion 
g (u) untersuchen, müssen dann aber auch noch die komplexe 
Multiplikation der Jacobischen elliptischen Funktionen in Be- 
tracht ziehen. 

In den $ 57, (8), 8 46, (13) haben wir die Formeln für die 
Homogeneität der Funktionen o(w), @ (u) und der Invarianten 
92, 93, 16 @ —= 95 — 279g} abgeleitet, die wir hier noch einmal 
zusammenstellen: 

(Au, Am, Am) = A 6lu, @,, @), 
© (Au, A@,, A 05) ATI (u, @j, @,), 
& VB (A 09], 4.03) ATi (@,, ©), 
95 (A @1, A @3) 1709, (@,, @3), 
G (A 0,, A @,) — ASCHE 
36* 


NER ua 
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und die Funktionen $ 46, (12), (15), (16): 

4.27% 
a —=Je), 

(8) 4.27.2792 
(Fr 
@1? G — 93 an (@)24 

hängen von dem Verhältnis (1) ab. 

In $ 54, (4), (5) sind noch die eindeutigen Funktionen von o: 

y2.(0) = VYj(o) = a: 

Fo) + 8A @) — f(o)°] 


(®)' 


— j(w) — 27.64, 





(4) 
» (0) = Vo) 7. = 


definiert. 

Aus der letzten Gleichung (3) erkennt man [etwa aus der 
Entwickelung von n(o®), $ 24, (8)], daß @ nicht verschwinden 
kann, solange ® einen positiv imaginären Bestandteil hat, und 
folglich können auch g,, 9; nicht beide zugleich verschwinden. 

Aus den Reihenentwickelungen des $ 56 an sich: 

vet 
(5) HE — >—— pa Am, „(3 92)” (2 Is)" an 
v—=2m—3n, 
worin die rationalen Koeffizienten a„„ nur Potenzen von 3 im 
Nenner jhaben können (nach Schwarz-Weierstrass sind es 
ganze Zahlen, worauf es hier aber nicht ankommt). 


Ebenso ist 
a 


(6) 9 (u) = Zbm,n (392)" (2.95)" Erz! 


mit rationalen Koeffizienten d„n. Um Funktionen von zwei 
Variablen zu erhalten, machen wir folgende Substitution: 

Wenn von den beiden Invarianten 95, 9; keine verschwindet, 
so setzen wir: 


(7) u — yes w 
also gm gnaußr+ı re (" es wer+i, 


und dadurch ergibt sich aus (5): 











wer’+1 


G 
8 —— (u) — An, jean (3 — 912 Ama 
(8) V (u) in (J ) Q@v +1)! 
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worin die A„,„n rationale Zahlen sind, die im Nenner nur Potenzen 
von 2 und von 3 enthalten können. 

In gleicher Weise ergibt sich aus der Reihenentwickelung 
(6) für die 9 -Funktion: 

w2 v—)2 

Co]. 
worin die D„,n rationale Zahlkoeffizienten sind. Daß auch sie 
nur Potenzen von 2 und 3 im Nenner haben, machen die ersten 
Fälle wahrscheinlich, kommt aber für uns jetzt nicht in Betracht. 

Ist 95 oder 9; gleich Null, so ist die Substitution (7) nicht 
brauchbar. Ist zunächst 


(9) BR m) = EBnnimtn( — 271.00 MT 


I —N\, 
so fallen in A Reihen für o(u) und & (u) die Glieder weg, in 
denen n positiv ist. Es ist dann 
tm 


(4m — 1)! 


* m—2 


ou) = 2% bu, gi" Om rn 
Wir setzen dann 
(10) er U N? 
und erhalten 


(u) — Da Am,o 92 


al m ? Di Mri 
95°0(u) = & uyrermewrng: 
(11) Re: wtm—2 
Ian IT Zn am m (4m + 1)! 
wenn A„, Dm wieder rationale Zahlen sind. 
Ist endlich 


so setzen wir 
(12) UF UN W; 


und erhalten 
n 408 “+1 


3. 
a anzek 
(13) Da wen —2 
Pl) = I 2 B, (6n—+ (nt nl 
In den Entwickelungen (8), (9), (11), (13) ist 
(14) As ri jays; = Im A, == LE; ER = 1: 
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$ 151. Die komplexe Multiplikation der Funktion (u). 


Wir nehmen jetzt an, die Perioden ®,, ©, der Funktion 9 (u) 
genügen einer quadratischen Gleichung 
(1) A0Q+Do,o, 4 Co? =), 
in der A, B, C ganze rationale Zahlen ohne gemeinschaftlichen 
Teiler sind. Es sei A positiv, und die Diskriminante der qua- 
dratischen Form (A, D, 0) 
(2) DD? — AAU =:4 | 
sei eine negative Stammdiskriminante, d. h. es enthalte 7 
keinen quadratischen Faktor, nach dessen Absonderung eine Dis- 
kriminante übrig bleibt (S 84). 
Setzen wir 
(3) De 
so folgt aus (1): 
(4) ARE: 
und wenn wir Y4 positiv imaginär annehmen, so erhält ® einen 
positiv imaginären Teil und kann als Modul einer #-Funktion 
dienen. 49 ist die Grundzahl eines imaginären quadratischen 
Körpers, den wir mit & bezeichnen }). | 
Durch die singuläre Invariante j(®) wird der Klassenkörper 
K(ZJ) bestimmt, dessen Relativgrad in bezug auf 2 gleich der 
Klassenzahl der Diskriminante I ist. Die ganzen Zahlen des 
quadratischen Körpers & — R(YZS) sind von der Form: 


6) in SeNE 


05 
oO 


worin x und y ganze rationale Zahlen sind, die der Bedingung 
x=By (mod 2) 

genügen. Zu der durch (5) definierten Zahl u bestimmen wir 

vier ganze rationale Zahlen a, b, c, ©: 


da — seh b — Ay: 
(6) e 
x — By 


e—= —Üy, De A; 





') Die Annahme, daß 4 Stammdiskriminante sei, ist hier zur Verein- 
fachung gemacht. In meiner Abhandlung „Über Zahlgruppen in algebrai- 
schen Körpern“ (Mathematische Annalen, Bd. L) ist diese Annahme nicht 
gemacht. Man erhält dann allgemeinere Körper, die zu den Ordnungen 
gehören, wie in $ 124. 
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woraus: 

(7) a be=- "Eu —m 
wenn 

(8) uk — yYd 





die zu u konjugierte Zahl des Körpers & ist. 
Nehmen wir y von Null verschieden, so folgt aus (1) durch 
Multiplikation mit y: 
ba. —+ (a —0),0, — co?’ —(, 
und dafür kann man auch schreiben: 


(a0, + 59,)@, — (co, + 0 @,) ®;, 


oder 
 e-+00 
(9) ee Zu 
Nach (4) und (5) folgt aus (6): 
Fe 
(10) u Ne, 


e+0o=—uo, 
oder in homogener Form: 


(11) uo, = ao, + bw,, 
109 — co, + 00, 
und durch Auflösung dieser linearen Gleichungen: 
(13) u a 09% — bo,, 
Wo = — Co, + a0. 

Daraus ergibt sich, daß @(wu) eine doppelt - periodische 
Funktion mit den Perioden ®,, ©, ist, und da sie außerdem eine 
gerade Funktion von u ist, so läßt sie sich rational durch (u) 
darstellen ($ 21). Wenn wir also mit R und P ganze rationale 
Funktionen von g@ (u) ohne gemeinschaftlichen Teiler bezeichnen, 
so ist 


(13) pm 


Da der Quotient 9 (uu): (u) für u —=0, d.h. füro(w)=», 
endlich bleibt, so ist der Grad von R um eine Einheit höher als 
der Grad des Nenners. 


568 Dreiundzwanzigster Abschnitt. $ 152. 


$ 152. Die Pole der Funktion (un). 


Um den Grad der Funktionen R und P festzustellen, müssen 
wir die Nullstellen von P, also die Unendlichkeitsstellen von 
9 (uu), abzählen, die nicht zugleich Unendlichkeitsstellen von 
o(u) sind. Es wird aber o(uu):g(u) dann und nur dann 


unendlich, wenn 
A) Ha h, @, — h, ®, 
u 


wird, wenn h,, h, ganze Zahlen sind, wenn h,o, — h,@,, aber 
nicht (h, ©, + h,w,):u eine Periode ist. Setzen wir also 


1 u 
(2) 9 (u u) — el 
«lo (W)] 
und bezeichnen mit g die Wurzeln von P.(x), so ist 
.,./Maı + Re®, 

(3) g GN vn ) 

Die Zahl g ändert sich nicht, wenn h, und h, um Vielfache 
von m — uu' geändert werden, weil dadurch nach (11), $ 151 


das Argument der «-Funktionen um eine Periode geändert wird. 
Da die Funktionen g(wu) und @(ww) nicht geändert werden, 
wenn wir die Periode ®,, ©, einer linearen Transformation mit 
der Determinante 1 unterwerfen, so beschränken wir die Allgemein- 
heit nicht, wenn wir annehmen, A sei relativ prim zu m und 
wegen der Periodizität von g (u) können wir daher auch setzen: 

DEI ( 0, — en), 

u 

Wegen der Homogenität von @ (u) können wir nun o, —=|]|, 

0, = @ setzen und erhalten nach $ 151, (4): 


Unze ah 
und demnach ist Ra 
| —B A 

(4) na ee 
Wenn wir daher = 

—B Pr, 

nme, 

setzen, so ergibt sich aus (3): 


(5) I=XH9 &) 
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worin v ebenso wie u eine ganze Zahl des Körpers & ist, die 
nicht durch u teilbar ist. 

Ist diese Bedingung erfüllt, so ist g eine Wurzel von P, (x). 
Weil aber o(uu) in der u-Ebene für v=0 (modd. ®,, ®;) 
unendlich in der zweiten Ordnung wird, so ist Pu (x) durch 
. (2 — 9)? teilbar, es sei denn, daß 

ou) — 9 
für vu = v:u selbst in der zweiten Ordnung verschwindet; dies 
tritt wegen $ 46, (18) dann ein, wenn 


Be 


ist, also wenn v:u eine halbe Periode ist, und also 
(6) 9 — Ey ©, € 
wird. 

1. Nach (4) ist, wenn @, = 1, @&, = @ gesetzt ist, 
jede ganze Zahl des Körpers 2 eine Periode von „(u). 
Dies gilt nicht umgekehrt; da aber Aw eine ganze 
Zahl in 2 ist, so muß jede Periode durch Multipli- 
kation mit A in eine ganze Zahl verwandelt werden. 


Daraus folgt, daß zwei Werte 


E x 1m). R, 
I Pla rk) 
dann und nur dann einander gleich sind, wenn 
v=-+v' (mod u) 
ist. Denn ist 9 — g’, so muß entweder 


J r— r 
Vera al Teste & 
u u 





durch Multiplikation mit A in eine ganze Zahl verwandelt werden. 
A ist aber relativ prim zu u, und folglich muß eine dieser beiden 
Zahlen selbst ganz sein. Die Anzahl der inkongruenten Werte 
von v ist aber gleich N(u) —= m (Bd. U, $ 165). 

Lassen wir also v ein volles Restsystem nach dem Modul u 
mit Ausschluß der Null durchlaufen, so bekommen wir jeden 
Wert von g zweimal, außer wenn 


(7) 2v=0 (mod u), 


und in diesem Falle ist @ (2) einer der Werte e Daraus folgt: 
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Ö Bo Al.—p(Z)) 


und P.(x) ist vom Grade m — 1. 

In dem Produkt P.(x) kommt jeder Faktor x — 9 zwei- 
mal vor, außer wenn g einem der e gleich ist, wenn also die 
Kongruenz (7) für ein von Null verschiedenes v erfüllt werden 
kann. 

1) Wenn « relativ prim zu 2 ist, also wenn m ungerade 
ist, so hat die Kongruenz (7) nur die Wurzel v—0. Dann ist 
P.(x) ein Quadrat, und wenn $(x) eine Funktion vom Grade 
>; (m — 1) ist, 

(9) Duke)s un, Te ll nur 2 
Wenn u mit 2 einen Teiler gemein hat, sind drei Fälle zu 
unterscheiden. 

2) Wenn u durch 2 teilbar ist, so muß v, wenn es der 
Kongruenz (7) genügen soll, ein Vielfaches von 4u sein, und da 
es drei von Null verschiedene nach dem Modul 2 inkongruente 
Zahlen in & gibt, so hat (7) drei Wurzeln. Es kommen also 
unter den g die drei Werte e, €, e, vor, und wir haben: 


(10) Pu) = @'(uw? 8, m=0 (mod 2), 
worin 5 eine ganze Funktion vom Grade 4m — 2 ist. 


3) Wenn 2 im Körper 2 in zwei (gleiche oder verschiedene) 
Primideale zerfällt, also wenn / = 0 (mod 4) oder = 1 (mod 8) 
ist, so kann u durch einen dieser Primfaktoren teilbar sein, ohne 
durch 2 teilbar zu sein. Dann hat die Kongruenz (7) nur eine 
von Null verschiedene Wurzel und es kommt unter den Zahlen 9 
nur eine der drei Zahlen (6), etwa e, vor. In diesem Falle ist 


(11) I (x) ee [9 (u) — e] D*, 
worin 5 eine Funktion vom Grade 3m — 1 ist. 

In bezug auf die beiden besonderen Fälle 9, — 0 und 9, —= 0 
ist noch folgendes zu bemerken. 

4) Wenn 9; — 0 ist, so ist 1 = —4, j(o) — 0, und es 
ergibt sich aus der Differentialgleichung $ 46, (18): 


pP W? = 4 (u? — 9 p (u), 


durch die mit Rücksicht auf das Anfangsglied der Entwickelung 
die 9-Funktion eindeutig bestimmt ist. 


$ 158. Die Funktion z (u). IL 


Ersetzt man dann % durch :u, so folgt: 

— [p'tu)P = 4p°lu) — np lu), 
und daraus: 

Die Größen 9 sind also einander paarweise entgegengesetzt, 
eine der drei Größen e,, €, €; ist gleich Null, die beiden anderen 
ebenfalls entgegengesetzt gleich. Daraus folst, daß in den For- 
meln (9) bis (11) die Funktion S in diesem Falle nur die 
geraden Potenzen von (u) enthalten kann. 

5) Ist 9 = 0, so ist 1 = —3, j(®) — 64.27, und es ist, 
wenn mit o eine imaginäre dritte Einheitswurzel bezeichnet wird: 
(13) pw) = ep(eru) = e’ypleon), 
und die Wurzeln 9 von 5 ordnen sich zu dreien in der Weise: 
(14) 09 0%. 

Unter diesen drei Werten sind nur dann zwei einander gleich, 
wenn sie alle drei verschwinden. Aus (13) aber ergibt sich, daß 
dies eintritt, wenn « mit einem der Werte +1:)— 3 kongruent 
wird. Denn für 7 — — 3 sind 1, g, g? Perioden von (u), und 
da nun 








ee 
y—3 
ist, so ist nach (15): 


ICE HER 


und der Wert Null kommt also unter den g dann und nur dann 
vor, wenn m durch 3 teilbar ist. 
Daraus folgt: 


It 1 = —3 und m = 0 (mod 3), so ist S:@(u) eine 
rationale Funktion von (u). 
It 1 —= —3 und m=1 (mod 3), so ist S selbst eine 


rationale Funktion von © (u)®. 
[Da m die Form 4(x? 4 3,2) haben muß, so kann hier m 
nicht = — 1 (mod 3) sein.] 


$ 153. Die Funktion (u). 


Wir führen nun nach $ 150 (6), (8), (9), (10), (12), (13) eine 
Funktion z = r(w) ein, die nur von zwei Argumenten w, ® ab- 
hängt, indem wir setzen: 
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a) iu —_ @(u), im allgemeinen, 
=, 
2 (u)? 
(1) b) e= u. wenn 9 — (0, 
2 
(u)? 


C > wenn ir 
) 9; 92 

Und wenn dann u wie oben eine ganze Zahl des Körpers 2 
ist, so können wir in allen drei Fällen setzen: 


(2) t(uu) 2 2 


worin ®, % ganze Funktionen von z sind, die bis auf konstante 
Faktoren im Falle (1) a) mit R, P des vorigen Paragraphen 
übereinstimmen, in den Fällen (1) b) und (1) c) daraus durch 
Erhebung ins Quadrat oder in den Kubus hervorgehen [S 152, 
4), 5)]. 

Wir richten den Bruch (2) so ein, daß die höchste Potenz 
von r im Nenner ® den Koeffizienten 1 hat. Die übrigen Koeffi- 
zienten von ® sind dann rational zusammengesetzt aus Größen 


der Form 
I 
()=: (5). 
u m 


und da vu’ eine Periode von r ist, so gehören diese Größen zu 
den Wurzeln der Teilungsgleichung der Perioden, und sind daher, 
da der Modul der entsprechenden elliptischen Funktionen eine 
algebraische Zahl ist, selbst algebraische Zahlen ($ 58, $ 61). 


Daraus folgt: 


2. Die Koeffizienten in ®(r) sind algebraische 
Zahlen. 
Wir erweitern den Bruch #:& durch Multiplikation von 
Zähler und Nenner mit dem Produkt der konjugierten Werte 
®', ©", ®"',... und erhalten: 


[3 Z 
(3) u) 7, 
worin nun Z und N ganze Funktionen von r sind, die einen 


gemeinsamen Teiler enthalten können, wobei jedoch N rationale 
Zahlenkoeffizienten hat. 


$ 154. Der Teilungskörper. ae 


Nach $ 150, (8), (10), (13) beginnt die Entwickelung von 
t(u) nach steigenden Potenzen von « mit einer negativen Potenz 
von «. Wir ordnen in der Gleichung 
(4) Eimu,NS— 7 
die Funktion Z nach fallenden Potenzen von r, entwickeln beide 
Seiten nach steigenden Potenzen von « und vergleichen die 
Koeffizienten gleich hoher Potenzen von u. Dann bekommen 
wir für die Bestimmung der Koeffizienten von Z eine Reihe 
linearer Gleichungen, deren jede folgende nur einen neuen dieser 
Koeffizienten enthält, und daraus können diese Koeffizienten 
successive rational berechnet werden. Beachtet man nun die 
Form der Entwickelungen des $ 150, so ergibt sich, daß die Koeffi- 
zienten von Z rationale Funktionen von j(®) und Y4 sind. 

Befreit man nach dem Euklidischen Algorithmus N und Z 
von gemeinschaftlichen Faktoren, so kommt man zu den Funk- 
tionen P, ® zurück, und es ergibt sich, wenn wir unter dem 
Klassenkörper den Inbegriff der rationalen Funktionen von 
Y und j(w) verstehen: 

3. Die Koeffizienten der Funktionen &(r), P(r) 
in (2) gehören dem Klassenkörper an. 


$ 154. Der Teilungskörper. 


Wenn wir (durch rationale Rechnung) die Funktion ® (x) von 
allen mehrfach darin vorkommenden Faktoren befreien, so bleibt 
eine ganze Funktion 7, (x) von x übrig, deren Koeffizienten dem 
.Klassenkörper angehören, und die Wurzeln von 7,(x) sind sämt- 
liche voneinander verschiedene unter den Größen 


0 iD} 


Zwei dieser Größen 


[| 
EN 
re 
ih ie 

= 
ES 
E|S 
Sa 


sind einander gleich, 


nn 


im Falle (1) a), wenn nn a 
u f 
v v' .v 
l)b, wın -— =+—- =-+i—, 
v v' v' v' 
Leo), wenn = or, 
OD re 0 er 
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worin die Kongruenz auf die Perioden bezogen wird, also ($ 152, 1.) 
im Falle a), wnınv=+rv, 
(2) b), wonv=+v, +iv (mod u), 
c, vn v=-+hv, +ov, +e?v. 
Es seien jetzt 
(3) a 
zwei ganze Zahlen mit dem größten gemeinschaftlichen Ideal- 


teiler m im Körper 2&. Dann haben 7, und 7,, einen gemein- 
samen Linearteiler, wenn 


‘ 6) 


und dies findet nach (2) dann und nur dann statt, wenn 


(5) uv =>Emv (mod um), 

worin & eine Einheit des Körpers & ist, also e—= +1 im all- 
gemeinen, &—= +1, +7, wenn 4 —4 und 2 = #1, 70, 70% 
wenn f —= —3 ist. Aus (5) folgt aber, daß v durch a und v, 


durch a, teilbar sein muß. 

Denken wir uns v gegeben und v, gesucht, so ist die Kon- 
gruenz (5) nur möglich, wenn u,v durch u teilbar ist, und da 
a und a, relativ prim sind, so muß v durch a teilbar sein. Ist 
& eine durch a teilbare ganze Zahl in 2, so beschaffen, daß 
o:a relativ prim zu m ist, so können wir demnach 


(6) v=o& (mod u) 
setzen (Bd. II, S 166, 7.) und erhalten die sämtlichen voneinander 


. V B 5 8 ; 
verschiedenen Werte (-) und jeden zwei-, vier- oder sechsmal, 
u 


wenn wir & ein volles Restsystem nach dem Modul m durchlaufen 
lassen (mit Ausschluß der Null). Man erhält dann die sämtlichen 
gemeinsamen Wurzeln von 7, und 7,, in der Form 


m: 
Ri ı.—=t ( m ) 

Der größte gemeinschaftliche Teiler D, von 7, und 7, hat 
also alle die Größen (7) zu Wurzeln. Aus D, läßt sich noch 
auf rationalem Wege ein Teiler 7), absondern, der nur die unter 
den Größen (7) zu Wurzeln hat, in denen & relativ prim zu m 
ist, wenn man D, von allen Faktoren befreit, die es mit einem 
D,. gemein hat, wenn m’ ein Teiler von m ist. Da in dieser 
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Betrachtung in (3) m jedes beliebige Ideal in & bedeuten kann, 
so kommen wir zu folgendem Hauptsatz: 

4. Ist m ein beliebiges Ideal des Körpers 2, so 
existiert eine Funktion 7, in 2, deren Wurzeln 
die voneinander verschiedenen der Zahlen r. sind, 
wenn & ein System inkongruenter, zu m teiler- 
fremder Zahlen durchläuft. 

Um den Grad der Funktion 7, zu bestimmen, bemerken 
‚ daß zwei Größen r., r,, nur dann einander gleich sind, wenn 


Ss ge = .$8 (mod m) 

ist. Es werden also so viele von den r; einander gleich, als es 
modulo ım inkongruente Einheiten gibt; "das sind im allgemeinen 
zwei, für 1 = —4 sind es vier und für 1= —3 sind es sechs. 
Diese Zahlen verringern sich aber wiederum, wenn verschiedene 
der Einheiten & nach dem Modul ım kongruent sind, wenn also 
1 — e durch m teilbar ıst. Das kann aber nur vorkommen, 
wenn m ein Teiler von 2 oder von 3 ist. Also: 

5. Der Grad der Funktion 7, ist gleich der An- 
zahl y(ım) (Bd. U, $ 168) der nach dem Modul,m in- 
kongruenten, zu m teilerfremden Zahlen in 2, 
geteilt durch die Anzahl der nach m inkongruenten 
Einheiten in 2. 

Die Wurzeln der Funktion 7, bestimmen einen algebraischen 
Körper %,, über dem Klassenkörper, dessen relativer Grad höch- 
stens gleich dem Grade von 7, ist, und beide Grade sind gleich, 
wenn 7, irreduzibel ist. 

6. Diesen Körper TI, wollen wir den Teilungs- 
körper für den Modul m nennen. 

Diese Teilungskörper spielen für den Körper 2 eine ähnliche 
Rolle, wie die Kreisteilungskörper für den Körper der rationalen 
Zahlen, nur daß sich hier noch der Klassenkörper dazwischen 
schiebt, zu dem es im Körper der rationalen Zahlen, ebenso wie 
in jedem einklassigen Körper, kein Analogon gibt. 

Nach dem Multiplikationstheorem ($ 151) kann 


(9) (Su) = Helle (a) 


\ r KO 
rational durch 7 (u) ausgedrückt werden. Setzen wir uv=$ =: 


k 


so folgt: 
(10) Dh: eo — d,(t,); 
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und folglich durch Vertauschung von & mit &': 


(11) 6: (7,) = Fe d: (T: 1 
und damit nach Bd. ], $ 169: 


7. Der Teilungskörper ist in bezug auf den 
Klassenkörper relativ Abelsch. 


Die Zahlen &, nach dem Modul m genommen, bilden bei der 
Multiplikation eine Gruppe, und die Relativgruppe des Teilungs- 
körpers ist mit dieser Gruppe isomorph (oder wenigstens mit 
einem Teiler dieser Gruppe. Die Irreduzibilität von 7, wird 
weiterhin bewiesen werden, wodurch dann die Gruppe von Tu 
selbst festgestellt ist). 


$ 155. Multiplikation der elliptischen Funktionen für einen 
ungeraden Multiplikator. 


Für den Nachweis der Existenz des Teilungskörpers ist die 
Benutzung der Weierstrassschen Funktion und der daraus ab- 
geleiteten r-Funktion sehr zweckmäßig, und es wäre am be- 
quemsten, wenn man darauf auch die weitere Untersuchung dieses 
Körpers gründen könnte. Dafür aber ist die arithmetische Natur 
der Multiplikationsformeln noch nicht genügend bekannt, und es 
ist darum zurzeit noch notwendig, die komplexe Multiplikation 
und Teilung auch der Jacobischen elliptischen Funktionen zu 
betrachten. 

Hierbei wollen wir den Multiplikationsformeln, die wir in $ 57 
abgeleitet haben, noch eine etwas andere Gestalt geben. 

Wir betrachten zunächst durchweg den Multiplikator m als 
ungerade Zahl. Wir setzen, wenn 

Vo 
(1) en: 
den Modul der elliptischen Funktionen bedeutet, nach Kro- 
necker?): 
& oe a 
2. el) 
und entwickeln diesen Ausdruck nach steigenden Potenzen von 


riw 


q=e 











') Zur Theorie der elliptischen Funktionen. Sitzungsbericht der Berliner 
Akademie vom 29. Juli 1886. 
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Man kann die Form dieser Entwickelung aus den Produkt- 
formeln [8 24, (11)]: 


ar MB. 1 2 Vega 4 1 R En 0 4 
ee) 








ableiten, und findet: 


1 
(3) NET MIT Ag Age), 
worin die Konstanten A,, Ay, As, ... ganze rationale Zahlen sind. 
Setzen wir ferner 
= w 
(4) <= Yuan (7 .), 
so bleibt (4) nach $ 45, (9) ungeändert, wenn x mit 1: vertauscht 
wird. Es genügt x der Differentialgleichung 


(5) (2) —1—!ı422 + 


Entwickelt man also x nach dem Taylorschen Lehrsatz in 
eine Reihe nach steigenden Potenzen von w: 


(6) = w+ X,wW+ Xw..., 


so sind die Koeffizienten X,, X,, ... ganze rationale 
Funktionen von A mit rationalen Zahlenkoeffizienten, 
wie sich aus (5) nach der Methode der unbestimmten Koeffizien- 
ten ergibt. 

Benutzt man die Bezeichnung von S 42, so ist 


ar 91 (8) 
7 x — Yx nv — u, 
() ' Yo (U) 
und nach 8 57, IV. mit einer etwas modifizierten Bedeutung der 


A,B,0,D: 





Yx snmv = Se 
(8) ecnmv — yı-238, 
dnmv» — Yl — xa? De 


Hier sind A(x), B(x), C(x), D(x) ganze rationale Funktionen 
von x vom Grade 3(m?2 — 1), und es ist aus den Rekursions- 
formeln $ 57, (13), (14) zu ersehen, daß die Funktionen A, D und 


das Produkt BC ganze rationale Funktionen von A sind, deren 
Weber, Algebra. III. 37 
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Zahlenkoeffizienten rational sind. Daß es ganze Zahlen sind, ist 

wegen des Nenners 2, der zunächst auftritt, nicht zu ersehen. 
Um dies näher zu untersuchen, betrachten wir die Wurzeln 

der Funktion A(x): Sie sind, wenn gesetzt wird: 

2hK-+2NWıK' 

ne 5,069 


m 


h h’o 
Yı Gr - o) 
9, (@ et 2 0) 


worin h,h’ irgend welche ganze Zahlen sein können; nur dürfen 
sie nicht beide gleich Null sein. Man erhält alle Wurzeln von 
A(x), wenn man h, h' je ein volles Restsystem nach dem Modul 
m durchlaufen läßt, abgesehen von der Kombination 0,0. Es ist 
dann 


2, m — 


(9) In, = Yr sn 22, ae 








ru. N 5 Gr g Bau (@v+1) ee 2 
(10) Ann ZT er Fee 
2 (— Br e m ey 
ION 


Um diesen Ausdruck nach steigenden Potenzen von q zu ent- 
wickeln, muß man zunächst die niedrigste Potenz von q im Nenner 


aufsuchen, d. h. das Glied, in dem v le so klein als möglich 


wird. Dies findet statt, wenn v die zunächst an — h’/m gelegene 
ganze Zahl ist. Es gibt, da m ungerade. ist, nur eine solche 
Zahl v, und die Formel (10) erhält die Gestalt: 


(11) Ku — = Do or 


worin Q, und @, nach steigenden Potenzen von gq geordnete Reihen 
sind, deren Koeffizienten ganze algebraische Zahlen (Kreis- 
teilungszahlen) sind. 





Demnach läßt sich ©" nach steigenden Potenzen 
von q entwickeln und die Koeffizienten dieser Entwicke- 
lung sind ganze algebraische Zahlen. 

Ist S eine symmetrische Funktion der &,„ mit rationalen 
ganzzahligen Koeffizienten, so läßt auch diese sich in derselben 
Weise nach Potenzen von q entwickeln. Andererseits ist S nach 
dem Fundamentalsatz über symmetrische Funktionen rational durch 
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die Koeffizienten von A(x) ausdrückbar, ist also eine ganze rationale 
Funktion von A mit rationalen Zahlenkoeffizienten von der Form: 


(12) S=-S + SH ST" S, 
worin die &, 9, 83, ..., rationale Zahlen sind. Daß es ganze 
Zahlen sind, soll eben bewiesen werden. Das ergibt sich aber 
sehr einfach, wenn man in (12) für A die Entwickelung (3) ein- 
setzt und dann die Koeffizienten gleich hoher Potenzen von q auf 
beiden Seiten miteinander vergleicht. Man bekommt nämlich zur 
Bestimmung der S,, 5}, Ss, ..., eine Reihe linearer Gleichungen, 
‚deren jede folgende nur ein neues 9; und zwar mit dem Koeffi- 
zienten 1 enthält, während auf der anderen Seite dieser Glei- 
chungen ganze algebraische Zahlen stehen. Hiernach sind also 
die &, 1 Sa, ..., ganze algebraische Zahlen, und da sie rational 
sind, sind es auch ganze rationale Zahlen. 

Da wir überdies nach 8 57, II und (7) A(0) und A(») 
kennen, so ergibt sich für A(x) der Ausdruck: 
(13), A (a) ee ee ee} 
worin die q,, day, ..., ganze ganzzahlige Funktionen von 
A sind. 

Ferner ist nach $ 57, (7): 


Be), 


S 


und folglich: 

(4) +De) = +14 a2? + 98 -+ --- + mai, 
[Das Zeichen + in (13) und (14) ist nach $ 57 bestimmt durch 
Mat 

| 
Für die Funktionen B und (© gilt die Relation: 

(1) Ba) = ar C(z), 


und ihre Wurzeln sind daher zueinander reziprok. Der erste und 
der letzte Koeffizient sind in B und in © gleich der Einheit. 
Die Wurzeln von B sind: 





2 7 gr cn Re) 2 
Yn,w = V# sn (nm — K) ez y« 4 er 
h h'o 
(0) 
En a ario 
Too un \ o) 


37* 


580 Dreiundzwanzigster Abschnitt. S 155. 


und lassen sich in folgender Weise entwickeln: 


IN? ar+nri, 
m e m 


rat 
(17) = = K'\? 2ızi 
2 er AR 

Im Nenner dieses Ausdruckes kommt nur ein Glied mit 
niedrigster Potenz von q vor, das man erhält, wenn man für v 
die dem Bruch — h’/m zunächst gelegene ganze Zahl setzt. 

Im Zähler kommt im allgemeinen auch nur ein niedrigstes 
Glied vor, dessen Koeffizient eine Einheit ist. In dem besonderen 
Falle, wo h’/m eine ganze Zahl ist, kommen aber im Zähler zwei. 
gleiche niedrigste Glieder vor, nämlich (für Y = 0)v =0, —|. 
Diese geben zusammen 





und 2 cos = ist eine algebraische Einheit. [Zu schließen aus 


Bd. 8.144, (19).] 

Demnach läßt sich sowohl der Ausdruck (17), als auch sein 
reziproker Wert nach steigenden Potenzen von gq in der Art 
entwickeln, daß der Koeffizient des ersten Gliedes den Wert 1 
hat und alle übrigen Koeffizienten ganze algebraische Zahlen sind. 
Daraus schließt man, ebenso wie in bezug auf A(x), daß sich 
B(x)C(x) in der Weise darstellen läßt: 


(18) b(e)Gi2) = aa a inne 
worin die b,, b, ... ganze rationale Funktionen von A mit ganzen 
rationalen Zahlenkoeffizienten sind. Außerdem sind die Koeffi- 
 zienten db, die gleichweit vom Anfang und vom Ende abstehen, 
einander gleich. 

Betrachten wir noch die aus (8) fließende Gleichung: 
(19) x A(x) — Yr nmvD(a) — 0, 
die in bezug auf x vom Grade m? ist. Ihre Wurzeln sind die 


Größen: N = 
Yesnv, Yasnw-+ An). 
Das Produkt dieser Wurzeln ist, vom Vorzeichen abgesehen, 
gleich dem unabhängigen Gliede in dieser Gleichung, also gleich 
+ Yx snme, 


und daraus ergibt sich: 


x“ snmv lie a 
(20) ar m — II Yx sn (w .- m). 
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$ 156. Übergang zu den singulären Moduln. 


Wir nehmen jetzt an, daß ® die Wurzel einer quadratischen 
Gleichung: 


(1) a0 bo -c— 0 
mit der negativen Stammdiskriminante 
(2) Dez — AUC 
sel. 


Ist dann j(®) die Invariante, so genügt die Größe A [$ 155, 
(2)] der Gleichung 6ten Grades: 
(3) 16 — 9.164+ — [j(@) — 27.23] 124 64[j (o) — 27.64] — 0, 
deren Koeffizienten ganze algebraische Zahlen sind. Folglich ist 
A selbst eine ganze algebraische Zahl (Bd. II, $ 154, 11.)) 
und in $ 135 haben wir gesehen, daß A Klasseninvariante der 
Diskriminante 4.4 oder 16.41 ist. 

Wir adjungieren also dem Klassenkörper (7) die Zahl A 
und erhalten einen Klassenkörper: 
(4) x — 8(42), wenn = 0 (mod4), oder = 1(modB). 

El): A=5 (modB). 

Ist h die Klassenzahl von 7, also der Relativgrad von 8 (7) 
in bezug auf den quadratischen Körper &® — R(Y), und W der 
Relativgrad von X in bezug auf 2, so ist ($ 100, $ 123): 


"= h, wenn 1=1 (mod 8), 
(5) De ze Nelmod A), 
Neon, = 5 (mod 8). 


. In dem ersten dieser drei Fälle ist also £ mit $!(7) identisch. 
Durch die Substitution des singulären Moduls ® gehen die 
Koeffizienten a, ag ..., di, ds, -.., in $ 155, (13), (18) in ganze 
algebraische Zahlen über, und daraus folgt, Bd. II, $ 154, 11., daß 
die Wurzeln von A (x), nämlich: 


(6) Yr sn m sanze Zahlen 
und die Wurzeln von BD (x): 

ZEsch In, h' : : 
(7) Yx or ‚ Einheiten 
sind. 


!) Dieser Umstand ist es, der die Einführung von % an Stelle von x 
besonders empfiehlt, weil x im allgemeinen keine ganze Zahl ist, sondern 
erst 4x. 
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Nun ist für variable « und v [S 45, (5)]: 
dn (ev, x’) 
(8) dn (v,x) — en 
Setzen wir hierin: 
2hK—+2hiK' 
TIER EBEN 
er 2WK'’+2hiK an eäeledhe 
m 

so haben die 2’ dieselbe Bedeutung für # wie die & für x, d.h. 
sie entsprechen der Vertauschung von (@, —1/®) und es ergibt 
sich aus (7) und (8), daß auch 

dn 2, 


y' 


(he Sm = 


eine Einheit ist, 


Es sind also auch 








R a 
] RER u au 
— dn 2, w 
RATEN te Tr 0) 
V% IB ( + 
(9) 
h he >) 
3 leer : | 
— cn esen —— ee Einheiten. 
y: 9, ( .. (ES) 
Mm 
Aus der Formel $ 155, (20) folgt für v = 0: 
h,h' 
(10) m—l Yx an 2 u all m. 
1. Die ganzen Zahlen z,„ sind also Teiler der 
Zahl m. 


Wir setzen jetzt, wenn m und n zwei ungerade Zahlen sind: 
2hK-2WiK' 
m 
2IK + 2TliK 
a ET 


n 


2, h’' = 


Hy 


und substituieren in der Formel $ 155, (20): 


Dadurch ergibt sich: 
(11) 


a 
\Y+ sum Hr 


I, Ma 
N — NM Yk«n(Hv + um), 
V% sn H,v 
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worin 

H,v — nn =— 
und folglich sind die Faktoren des Produktes (11): 


Yx sn (H,v + 2”) 
ganze Zahlen [nach (6). Vertauscht man in (11) wieder m und 
n, so folst: 


(12) 


2(Im + hn)K + 2(lm + Wn)ikK' 


MN 


Yxr snn 2, m 
Vr sn nn 


Dies gilt für beliebige ungerade n, also auch, wenn n relativ 
prim zu m ist, für n=! (mod m) und es ist also auch 


Vr sn n1 2, m 
Yr sn nn 
Ersetzt man hierin h,h’ durch nh, nh’, so folgt, daß auch 
127 sn 2, m 
Vr sn n m 


also ist der Quotient (12) eine Einheit, oder anders ausgedrückt: 


ist eine ganze Zahl. 


eine ganze Zahl. 


eine ganze Zahl ist, 


2. Durchläuft n eine Reihe ungerader, zu m teiler- 
fremder Zahlen, so sind die ganzen Zahlen: 


(13) Yx nn &uw 


miteinander assoziiert. 


$ 157. Komplexe Multiplikatoren. 


Es genüge & wie im vorigen Paragraphen der quadratischen 
Gleichung 


a) a +bo+c=0 
mit negativer Stammdiskriminante 
A—b2 — 4ac, 
—b+Yy4 
0) NAT T TER 


Wir legen unseren Betrachtungen wie im vorigen Paragraphen 
die Funktion 
9, (9) 


(3) | Yrsnv — ee s (u) 


also sei: 
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zugrunde, die wir als Funktion von u — v/2K mit S(u) be- 
zeichnen. Diese Funktion hat dann die durch 
; su+)=-—sw), 
(4) S(u + o) = S(u) 
ausgedrückte doppelte Periodizität. Alle Perioden von S(w) sind 
in der Form 2m + no» enthalten, worin m, n ganze rationale 
Zahlen sind, und gehen also durch Multiplikation mit « in ganze 
Zahlen über. 

Zwei Zahlen u, w, die sich nur um eine Periode unter- 
scheiden, heißen kongruent nach dem Modul 2, o: 

w= u (mod 2, o). 

Da die Funktion snv einen Wert nur zweimal im 

Periodenparallelogramm annımmt, so wird nur dann 
s (u) = S(u), 

wenn entweder 


(5) oder (mod 2, ©) 


vu=1—w 
ist, und S(u) verschwindet nur, wenn 
w= 0,1 (mod 2, o) 
ist. 

Da jede gebrochene Zahl in & durch Multiplikation mit einer 
ganzen rationalen Zahl in eine ganze Zahl verwandelt werden kann, 
so ergibt sich aus $ 156, (6) der Satz: 

1. Ist n irgend eine gebrochene Zahl des Körpers 

2, so ist S(n) eine algebraische Zahl, und wenn ins- 

besondere n so dargestellt werden kann, daß sein 

Nenner relativ prim zu 2 ist, so ist S(n) eine ganze 

algebraische Zahl. 

Es sei jetzt am 
(6) e=y+aya 
eine ganze Zahl in 2, in der x, y ganze rationale Zahlen sind !), und 

w = 4.2 cyA, 
die zu u konjugierte Zahl. Ferner 
(7) m — uu = y2 — 102 
die Norm von u, die wir als ungerade voraussetzen. 





‘) Im Fall eines geraden 4 kann hiernach « jede ganze Zahl aus 2 
sein. Im Fall eines ungeraden 4 ist u eine Zahl der Ordnung [2]. 
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Es ist dann nach (2) 
u=y+bx 25 aoxX, 
(8) ua — — 2c2 +(y-—bxr)o, 
m — (y + ba)(y — ba) + ALacz?, 
woraus folgt, daß 


y+bxz und y— bx 
ungerade sind. 


Daraus ergibt sich nach (4): 
s[«a+ D] = — sn), 
s[u(u + 0)] — s(un) 
Die Funktion S(uu) hat also dieselben Perioden wie s(w), 
und da S(uu) eine ungerade Funktion von « ist, so kann sie 
rational durch S(w) ausgedrückt werden. Wir bezeichnen mit 
A(s), D(s) ganze rationale Funktionen von S — S(w), die 
übrigens nur die geraden Potenzen von S enthalten, und setzen: 


(9) 





(10) sw) - us) 


Die Werte von S(u), für die S(uww) Null oder unendlich 
wird, sind nach 3. algebraische Zahlen, und da sich aus diesen 
die Koeffizienten von A und D zusammensetzen lassen, so sind 
diese auch algebraische Zahlen. Um ihre Natur näher zu be- 
stimmen, denken wir uns den Bruch (10) zunächst so erweitert, 
daß D rationale Koeffizienten erhält. Das geschieht dadurch, 
daß wir Zähler und Nenner mit dem Produkt aller zum Nenner 
konjugierten Faktoren multiplizieren. Wir können also A(S) und 
D(s) in die Form setzen: 

1 A(sS) — 4), 4,38% 7 A,St 2... 
> D(s) = D, + D,sS® + D,st — ..-, 
worin die D,, D;, ..., nach unserer Voraussetzung rationale Zahlen 
sind, während A,, A, ..., zu bestimmen sind. Setzen wir wie in 
$ 155, (4), (6): r # 

= Yrv ZeAVcKı. 


so geht S(u) in Yxsn ( 1) über, und die Gleichung (10) ergibt: 
X 


D [Ve m (5) Van (" en) 
Be (7) 


(12) — A4,+432+ 48:4... 
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Entwickelt man die linke Seite nach Potenzen von w, so sind 
die Koeffizienten rational durch A und Y1 ausdrückbar, gehören 
also dem Körper Wi 

CT R(A, YA) 
an. Entwickelt man die rechte Seite in gleicher Weise und 
ordnet nach den Potenzen von w, so tritt A, zuerst in dem 
Koeffizienten von w”’—-1 auf, und zwar mit dem Faktor 1 behaftet. 
Danach läßt sich A, bestimmen, wenn die früheren Koeffizienten 
schon bestimmt sind, und es folgt, daß alle diese Koeffizienten 
dem Körper % angehören. 

Da man nachträglich wieder Zähler und Nenner des Bruches 
A/D durch rationale Rechnung von gemeinschaftlichen Faktoren 
befreien kann, so ergibt sich der Satz: 

2. Wenn in dem Ausdruck (8) Zähler und Nenner 

A(s), D(s) von gemeinschaftlichen Faktoren befreit 

sind, so gehören diese Funktionen dem Körper X an. 


Um die Funktion A(x) darzustellen, nehmen wir den Koeffi- 
zienten der höchsten Potenz von & gleich 1 an und untersuchen, 
für welche Werte von « die Funktion S(uwu) verschwindet. Wir 
bezeichnen einen Wert u, für den S(uu) verschwindet, mit 2o/u 
und erhalten dann als Bedingung des Verschwindens nach (5) 
eine der beiden Kongruenzen 

2e=0,1 (mod 2, o). 

Es ist also o eine Zahl des Körpers 2, die zwar gebrochen 
sein, aber keine anderen Nenner als einen Teiler von 2a haben 
kann. Andererseits kann man e um ein Vielfaches von u ver- 
ändern, ohne daß der Wert S(20o/u) geändert wird, und da es 
nur auf den letzteren ankommt, und man der Kongruenz: 


o= = (mod u), 


wenn & eine ganze Zahl in 2 ist, durch eine ganze Zahl 0 genügen 
kann, so können wir o als ganze Zahl annehmen, wenn wir vor- 
aussetzen, daß der erste Koeffizient a in (l) ungerade und 
relativ prim zu u sei. Diese Annahme halten wir von jetzt an fest. 

Lassen wir also oe ein vollständiges Restsystem nach dem 
Modul « mit Ausschluß der Null durchlaufen, so erhalten wir 
alle Werte von S, für die A(s) verschwindet, in der Form: 


(13) 
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Es ist noch zu zeigen, daß von den Zahlen (13) keine zwei 
einander gleich sind. Wäre 


D, 
=) 
| u u 
ohne dab og = o’ (mod u) wäre, so müßte nach (5) 


m 2) = 1:(mod 2, o) 
sein. Es müßte also a(l + ») durch 2 teilbar sein, also auch, 
wenn @ zu ©’ konjugiert ist, a(1 —+ o’) durch 2 teilbar, und 
mithin 
(0 — 0) 12° 0 (mod} 2). 

Es wäre also 7 durch 4 teilbar, und +4 —= }a!(w — ')? 
wäre gleichfalls noch Diskriminante, was der Annahme wider- 
spricht, daß 7 Stammdiskriminante sei!). Hiernach sind die 
Größen (13), deren Anzahl m — 1 beträgt (Bd. II, $ 165), alle 
voneinander verschieden, und es ergibt sich 


(14) Ka il: Ei s() | 
Die Funktion S(u) genügt nach $ 44, (20) der Gleichung: 


(1) l 
s(u + 3) — E10} 
und wegen (8) und (4): 


s|u (" Tr 5)| = san 


rd @ 
und demnach ergibt sich aus (10), wenn man « durch u + > 











ersetzt: | 
(1) 7] A(3) Be) 2)(5) 
a S(uu)  Ss(u) 2() SERIE: 
s 
(16) As) A(z) = NDS) D(z): 





ı) Es müßte b gerade und a — db + c durch 4 teilbar sein, und 
2 
14 ” ( HN oO äre Diekrininante ap abehebige 


Diskriminante D könnte man denselben Zweck erreichen, wenn man zum 
Zähler der Ausdrücke (13) eine Potenz von 2 als Faktor hinzufügte. 
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Da A und D ohne gemeinschaftliche Teiler sind, so ist für 
eine Variable x und eine Konstante h: 


l 
ham-ı A (-) 42.D.), 


und indem man x durch 1/x ersetzt: 
KATSN- er D(z), 


h? = (— 10. 


und nach (16): 


Also ist 
(17) a san A(2), 


worine = ti oder =-+: ist. Das hängt nach (16) davon ab, 
ob cx gerade oder ungerade ist !). 

Gebrauchen wir also wieder die Bezeichnung (10), jedoch jetzt 
unter der Voraussetzung, daß A und D ohne gemeinschaftliche 
Teiler sind, so ergibt sich: 

A,kS-+ AS? --- Au. ST? 4 s” 
l —- Ans Hr allege As; sSmM—3 . * sm—ı’ 
und die A,, Az --., Am-—ı sind ganze Zahlen des Körpers 8, 


denn sie sind die symmetrischen Grundfunktionen der ganzen 
Zahlen (15). 


(BEE STU NE 





Im besonderen ergibt sich, wenn man u —= (0 setzt: 
(19) A Hu 
und daraus: 
I 5 02:0 
(20) Se is(”.). 


9) 
Die a sind also Teiler von u. 
Aus (10) folgt: 
(21) SA(S) — S(uu)D(s) = 0, 


und dies ist, wenn S(uu) als gegeben betrachtet wird, eine 
Gleichung für S(u) vom m!® Grade, deren Wurzeln sind: 


S (u), s(u n. .) 





') Aus $ 138 ergibt sich, daß © im Körper % enthalten ist; aD steht 
also nicht im Widerspruch en dem Satze 2. 
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Das Produkt dieser Wurzeln ist also, da Ss” den Koeffizienten 1 
hat, gleich dem negativen unabhängigen Glied, d. h. es ist: 


S(uu) _ 2 ( =) 
22 ae Il ISıu —), 
und daraus für u = 0 wie oben: 
g 20 


Es sei jetzt n eine gebrochene Zahl in & mit dem ungeraden 
Idealnenner a; dann folgt aus (22), dab S(un)/S(n) eine ganze 
Zahl ist, wenn u eine beliebige Zahl (6) in 2& ist. Nehmen wir 
u relativ prim zu a und setzen Wu = 1 (mod a), so können wir 
n durch w'n ersetzen und finden, daß auch S(n)/S(w'n) eine 
ganze Zahl ist, worin u’ ebenso beliebig ist wie u. Folglich ist 
auch S(n)/S(un) eine ganze Zahl und mithin eine Einheit. 

Wir haben also den Satz: 

3. Ist n eine Zahl in & mit ungeradem Ideal- 
nenner, und durchläuft u eine Reihe relativer Prim- 
zahlen zu a, so sind die Zahlen 


S(un) 
miteinander assoziiert. 
Noch eine weitere Folgerung ergibt sich daraus, wenn man 
in (22) w = 20,/u, Setzt: 


200: 
(24) a) ee fs(& nr 2). 


Ss (&) ui u 
U 


Sind nun u und o, relativ prim zu u,, so ist die linke Seite 
nach 3. eine Einheit, und folglich müssen auch alle Faktoren der 
rechten Seite 
25 0 2) 
=>) s( Yı 5 U; /' 
die ja ganze Zahlen sind, Einheiten sein. 

Auf diese Form läßt sich aber jedes S(n) bringen, wenn 





v 
N 
u 
eine gebrochene Zahl in 2 ist, in deren Nenner zwei verschiedene 
Primideale aufgehen, falls dieser Nenner ungerade ist. Denn man 


kann in diesem Falle den Nenner u von n in zwei Ideale a, a, 
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zerlegen, die zueinander relativ prim sind, und man kann dann 
zwei ungerade ganze Zahlen «,, &, in 2 bestimmen, die zuein- 
ander relativ prim sind, von denen die eine durch a,, die andere 
durch a, teilbar ist. Es ist dann n«,«, eine ganze Zahl in & 
und man kann nach Bd. U, 8 166, (4) zwei ganze Zahlen 0,, @ 
so bestimmen, daß 

V O6 Op 


“ 


2v = =) 
Se See 
( &, ” Olg 


wird. Dies ist aber von der Form (25). Wir bekommen daraus 
den Satz: 


— 0% 4 09% 


und daher 


4. Enthält eine gebrochene Zahl n in & mit un- 
seradem Nenner zwei oder mehr verschiedene Prim- 
faktoren im Nenner, so ist S(n) eine Einheit. 


$ 158. Zerlegung der Funktion A (x). 


Es seien jetzt 
(1) u—y-—% 4, 
Kk=y 2% Y | 
zwei ungerade ganze Zahlen in 2 von der Form S 157, (6). Es 
sei m der größte gemeinschaftliche Idealteiler von u und u.. 
Setzt man also 
RZ URUE 


2 
2 | Kı = Ma, 
so sind a und oa, zwei äquivalente Ideale ohne gemeinsamen 
Teiler. 

Die den beiden Zahlen u, u, entsprechenden Funktionen A(x) 
bezeichnen wir mit 

Au(&), Au, (@); 

und fragen, welche gemeinschaftliche Wurzeln diese Funktionen 
haben, wann also die Gleichung: 


o (2) = e(it) 


erfüllt sein kann, wenn eg nach dem Modul u, oe, nach dem Modul u, 
genommen ist. 
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Da die Kongruenz 
20 20, _ 
u u: ©) 


nicht möglich ist, was man ganz wie oben (S. 589) zeigt, so ist 
für die Gleichung (3) notwendig und hinreichend: 


(4) un =(0 (mod 2,0). 
a | 
Daraus folst: 
(5) „1 = me (mod um), 
und dies ist nur dann möglich, wenn 
(6) = 0 (moda), 09, =0 (mod u). 
Sind umgekehrt die Bedingungen (5) und (6) erfüllt, so ist: 
RER ER 
u u 


eine ganze Zahl und die Gleichung (3) ist befriedigt. 
Man nehme nun eine durch a teilbare ganze Zahl in 2: 
(7) Er, 
worin c relativ prim zu u und u, iste Wenn dann o durch a 
teilbar ist, so kann man eine ganze Zahl & nach dem Modul ın 
aus der Kongruenz 
oe=uE (mod u) 
bestimmen (Bd. II, 8 166, 7.); dann ist 
& ih, 
u 
eine durch a,c und durch kein anderes Ideal teilbare ganze Zahl, 
und aus (5) ergibt sich 
9 = M5 (mod u). 
5. Wir erhalten also die gemeinschaftlichen Wur- 
zelni vons AH hi Au Kz)rintden)Form: 


a 


worin & ein vollständiges Restsystem nach dem 

Modul m durchläuft. 

Hierin kann m jedes beliebige ungerade ldeal in & 
bedeuten. 

Denn man kann zu jedem solchen Ideal zwei Zahlen u, u, 
von der Form (2) wählen und dann ® unter den äquivalenten 
Zahlen so, daß a ungerade und relativ prim zu wu, wird. 


(8) Be Ser 
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Sucht man den größten gemeinschaftlichen Teiler von A, und 
A., so erhält man eine ganze Funktion A,, deren Koeffhizient 
ganze Zahlen in X sind, deren Wurzeln die Größen (9) sind, und 
wenn man endlich A, von Faktoren befreit, die es mit irgend 
einem A, gemein hat, in dem m’ ein echter Teiler von m ist, so 
erhält man eine ganze Funktion: 

(10). 712) er ee ee er 
deren Wurzeln nur die unter den Größen (8) sind, in denen & 
relativ prim zu ıı ist. 

Der Grad v dieser Funktion ist nach Bd. U, 8 168 zu be- 
stimmen. Wir wollen sie die Idealteilungsfunktion nennen. 
Ihre Koeffizienten sind ganze Zahlen des Körpers %, und es ist 
speziell \ | 
(11) = üs(2), 

u 
worin & ein vollständiges System inkongruenter, zu m teilerfremder 
Zahlen durchläuft. 

Die Wurzeln von 7,(x) sind gleich und entgegengesetzt, und 

wir erhalten eine Gleichung von Graden 1/,v für die Größe 


s (2 0 °)- 
u 

Durch Adjunktion dieser Größen zu dem Körper X entsteht 
ein Körper T,,, den wir gleichfalls Teilungskörper nennen. Er 
ergibt sich aus dem Teilungskörper des $ 154 durch Adjunktion 
von #. Die Gruppe dieses Körpers ist in der Gruppe der Zahlen 
& (mod m) enthalten, wie leicht aus den Multiplikationsformeln 
folgt. 

Wir bemerken noch, daß sich der allgemeine Teilungskörper 


3, durch Anwendung des Additionstheorems auf den Fall zurück- 
führen läßt, wo ım eine Potenz eines Primideals in & ist. 





$ 159. Primideale. 


6. Ist n eine gebrochene Zahl des Körpers 2, die 
in reduzierter Form den ungeraden Idealnenner a 
hat, und ist m ein zu a relativ primes Ideal, so ist 
die ganze Zahl S(n) relativ prim zu m. 
Denn man nehme in 2 eine durch a teilbare, zu 2m teiler- 
fremde ganze Zahl u an. Dann ist un eine ganze Zahl. In 
dem Produkt $ 157, (23) 
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Y 20 
(1) uw— I s() 
kommt eine Zahl 20 vor, die mit un nach dem Modul u kon- 
gruent ist. Folglich ist S(n) ein Teiler von u und mithin relativ 
prim zu m, wie bewiesen werden sollte. 

Nehmen wir jetzt an, daß in der Formel (11), $ 158 
(2) Tue is(-) 
m ein Primideal des Körpers & sei und setzen demgemäß 
nm = p, so daß & ein volles Restsystem nach dem Modul p mit 
Ausschluß der Null durchläuft. 

Nehmen wir dann u so an, daß es nur durch die erste Potenz 
von p teilbar und durch ein beliebig gewähltes anderes Primideal 
p’ nicht teilbar ist, so kann r, nach dem Satz 6. nicht durch p/’ 
teilbar sein. Nun ist z, nur von dem Ideal p abhängig und 
unabhängig davon, wie im übrigen die Zahl «u genommen ist. 
Folglich ist z, nach dem Satz 6. durch kein von p verschiedenes 
Primideal teilbar. Es kann aber auch p nicht in einer höheren 
als der ersten Potenz in r, aufgehen, denn die Faktoren des 
Produktes (1) kommen alle unter den Faktoren des Produktes (2) 
vor, und folglich ist u durch r, teilbar. Demnach können wir 
geradezu 
(3) uv=)» 
setzen, und da r, eine Zahl im Körper & ist, so folgt: 

7. Jedes ungerade Primideal des Körpers 8 ist 
ein Körper %, ein Hauptideal. 

Auch in der Annahme, daß u relativ prim zu a sein sollte, 
liegt keine Einschränkung dieses Satzes. Denn wir können bei 
gegebenem p unter den äquivalenten Formen (a, b, ec), ohne A zu 
ändern, eine auswählen, bei dem diese Forderung erfüllt ist. 

Noch nicht bewiesen ist aber hierdurch, daß p auch im 
Klassenkörper (2) selbst ein Hauptideal ist. Wenigstens folgt 
dies nur in dem Fall 47 = 1 (mod 8), wo $t mit % identisch ist!). 

Nach dem Satz 3., $ 157 sind die Faktoren des Produktes (2) 
alle miteinander assoziiert. Die Anzahl dieser Faktoren ist N (p)— 1, 
und demnach können wir auch setzen: 


(4) De Eine 


!) Vgl. hierzu $ 122, wo auch der Fall der Primzahl 2 erledigt ist. 
Weber, Algebra. III. 38 
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$ 160. Primideale ersten Grades in Tu. 


Es kommt nun vor allem darauf an, die Primzahlen p aufzu- 
suchen, die im Körper % in Primideale ersten Grades zerlegbar 
sind. Nach $ 122 und $ 156 sind das die Primzahlen », die durch 
die Hauptform der Diskriminante D —= 44 oder 16 1 darstellbar 
sind. Diese sind von der Form: 

) pe =yp%— Au, A=0 (mod 4) oder = 1 (mod 8), 

2) = pP? —4An, 21=5 (mod 8). 

Ist 4 = 1 (mod 8), so muß der dritte Koeffizient der Form 
(a, db, e) gerade sein. Ist 7 = 0 (mod 4), so können wir c 
gerade annehmen, indem wir nötigenfalls zu der Parallelform 
(a,b + 2a,a + 5b --c) übergehen. Zerfällt also p in die beiden 
Primfaktoren x, x’, so ist 


) a=y+2Y4, 
(1) - 
ey ar Ir YA, 
und um die Multiplikationsformel 8 157, (10), (17) uf u=n 
anzuwenden, haben wir im letzteren Falle & durch 2x zu ersetzen. 
Wir können also in allen Fällen cx gerade und daher e= +1 
annehmen. 
Die in den Darstellungen (1), 1), 2) liegenden Bedingungen 
für den Modul 2 lassen sich in die eine zusammenfassen: 
z=1 (mod 2). 
Setzen wir, wenn N(z) —= p ist, für den Augenblick zur 
Abkürzung: 
(2) pl) = Ar + AR ++ Ap-saP 2 + ar, 
dla) = 1-+ A,-3202 +. + A073 4A, ar, 
so ist nach $ 157, (18), (19) 


(3) 4, — Tat 

und 

(4 u ER (S) 

(4) a u) y(5)’ 

und daraus ergibt sich durch Differentiation nach «: 

(5) ‚as (au) _P(SYlS) — PUT) 
me v (S)? 


Nach 8 155, (5) ist aber 
s(u2? =1-—1As2 + st, 


$ 160. Primideale ersten Grades in Tu. 595 


und aus (5) ergibt sich durch Quadrieren mit Benutzung von (4): 
Leit 2 2 
a U ZEronomtzeron, 
Da rechts eine ganze Funktion von S steht, so muß auf der 
linken Seite der Zähler durch den Nenner teilbar sein (was sich 
auch aus der Betrachtung der Nullpunkte ergibt), und es folgt: 
”® — |p(S)Y(S) — P(S)Y(S)), 

wo ® eine ganze Funktion von S ist, deren Koeffizienten ganze 
Zahlen in % sind. Es muß also ® das (Quadrat einer ganzen 
Funktion sein, deren Koeffizienten gleichfalls ganze algebraische 
Zahlen sind (Bd. I, 8 2; Bd. II, $ 159), und es ergibt sich daraus 
für ein variables x: 
(6) p(a)v(a) -— W(a)y(z)=0 (mod m). 

Hiernach läßt sich beweisen, daß die Koeffizienten A,, 4;, 
ee, Au. 5,alle dureh>z,.teilbar, sind. 

Von A, wissen wir das schon. Nehmen wir also an, es sei 
bewiesen für 


A 


93 As: ... Ass—ı (2v — ii <p), 


p (a) Autıat' 
a A Kr 
# . Er a MR (mod x) 
v' (X) = 2 A,_3X° 4 --- 
Suchen wir also in (6) den Koeffizienten von x?”, so folgt: 
2v +1) Ay»sı=0 (mod nr). 
Da 2v +1 <<p und p eine Primzahl ist, so ist 2v +1 
relativ prim zu z, und es folgt: 
(7) Avyv+ı=0 (mod nr). 
Setzen wir in (4) für u einen der Werte 2@8/u, $ 158, (9), 
so wird S(w) eine Wurzel der Ideal-Teilungsgleichung $ 158, (10), 
und es folgt: 


so folgt: 


+S(nu) = |S(u)|P (mod r), 


und wenn wir ein Quadrat erheben: 


(8) S(zu)? = |S(u)?? (mod x). 
Insbesondere ist also 

(4) S(u)? = S(u)’? (mod m), 

wenn 

(10) . z=+1 (mod m) 


38 * 
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ist. Die Zahl S(w)? erzeugt den Körper Z,. Es ist außerdem 
nach $ 122 für jede Zahl oe in %: 
(11) e= eo? (mod $), 
wenn ® ein in x aufgehendes Primideal in 2 ist, und folglich ist 
für jede ganze Zahl r in 7, wenn W ein Primideal in 7 ist: 
(12) T=r (mod ®%), 
wenn die Bedingungen (10) und (1) erfüllt sind. 

Daraus ergibt sich: 


8. Damit eine in & existierende Primzahl x ım 


Körper 7, in Primideale ersten Grades zerfalle, ist 
notwendig und hinreichend, daß 

z =] (mod ?), 

a=-+t1 (mod nm). 


Von einer gewissen endlichen Anzahl von Primzahlen (die in 
den Diskriminanten der auftretenden Gleichungen aufgehen) ist 
dabei abgesehen. 


$ 161. Zahlgruppen und Idealgruppen. 


Wie in $ 98 und $ 106 bezeichne ich mit 0 die Gesamtheit 
der ganzen und gebrochenen Zahlen des quadratischen Körpers 2, 
nach Ausschluß aller Zahlen, die zu einem beliebig angenommenen 
S nicht teilerfremd sind. 5 kann eine rationale Zahl, eine Zahl 
in 2 oder auch ein Ideal sein. Ich will es den Exkludenten 
nennen. In den drei Abhandlungen „über Zahlgruppen in alge- 
braischen Körpern“ !) habe ich gewisse Systeme von Zahlen aus OÖ 
unter dem Namen Zahlgruppen zusammengefaßt, die dadurch 
definiert waren, daß das Produkt und der Quotient je zweier 
Zahlen einer solchen Gruppe in derselben Gruppe enthalten waren. 
Eine solche Zahlgruppe kann niemals die Zahl Null enthalten, 
enthält aber sicher die Zahl 12). 

Im gleichen Sinne wie von Zahlgruppen können wir auch von 
Idealgruppen reden, die ebenfalls ihren Exkludenten haben 
können. Es kommen hierbei natürlich auch gebrochene Ideale 
vor, und man bedient sich dabei nicht ohne Nutzen der Dar- 
stellungsweise durch die Funktionale (Bd. I, $ 169). 





!) Mathematische Annalen Bd. 48, 49, 50. 
*) Fueter nennt diese Gruppen „Zahlstrahlen“ Vgl. Fueter, Die 
Theorie der Zahlstrahlen I, II; Crelle, Bd. 130, 132. 
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Die Gesamtheit der ganzen und gebrochenen Zahlen des 
Körpers 2, der wir einen beliebigen Exkludenten 3 beilegen, 
bildet die Zahlgruppe O und die Gesamtheit der Ideale O in dem 
gleichen Sinne eine Idealgruppe. 

Ebenso bildet die Gesamtheit der num en Einheiten 
eine Zahlgruppe E und die Gesamtheit der funktionalen Ein- 
heiten eine Idealgruppe E. 

Die Multiplikation zweier Gruppen A und B zu dem Pro- 
dukt A.B geschieht dadurch, daß man jedes Element von A mit 
jedem Element von BD multipliziert. Ist A eine Zahlgruppe, so 
ist EA eine Idealgruppe. Diese enthält aber nur Hauptideale und 
kann daher Hauptidealgruppe genannt werden. 

Wenn die ganze Gruppe O in eine endliche Anzahl von 
Nebengruppen nach A zerfällt: 


(1) 0O—= Au, + Ar + --- + Au, 
so heißt die Zahl 5 der Index von A und wird mit 
2) 3’ = (9,4) 


bezeichnet (wie in $ 100). 
Wir sprechen den ersten Satz aus: 


1. Ist A eine Zahlgruppe mit endlichem Index 5, 
und n eine beliebige Zahl in OÖ, so ist X in A ent- 
halten. 

Denn von der unbegrenzten Reihe der Potenzen 1, n, 7%, 3, «.., 
müssen zwei verschiedene Glieder in derselben Nebengruppe Aa; 
enthalten sein, und ihr Quotient, der ja auch eine Potenz von n ist, 
ist in A enthalten. Der niedrigste Exponent r, für den 7” in A 
enthalten ist, erweist sich in bekannter Weise als Teiler von 7. 


2. Ist A eine Zahlgruppe mit endlichem Index, so 
läßt sich auch die Idealgruppe O nach EA iin eine 
endliche Zahl von Nebengruppen zerlegen: 


(3) 0=A +4 ++ 4, 
—4Au+Ag ++ Am, 

und zwar können wir darin q,, Aa, .... Q, als ganze Ideale in 0 
wählen, da wir jedes gebrochene Ideal in O nach 1. durch Multi- 
plikation mit einer Zahl in A in ein ganzes Ideal verwandeln 
können. Wir brauchen nur für n eine Zahl zu wählen, die durch 
den Nenner des Ideals teilbar ist, und mit einer genügend hohen 
Potenz von n zu multiplizieren. 
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Die Zahl 
(4) kez= (0, EA) 
heißt die Klassenzahl des Körpers & nach A, und das System 
Aa, Ady,..., Aa, dieIdealklassen nach A. Den Satz 2. können 
wir nach ch allgemeinen Gruppensätzen im $ 100, 12. beweisen. 
Danach ist: 

(0, EA) = (0, EO) (EO, EA), 

(EO, EA) = (EO,EEA)= (0, EA), 

(0:4) SEA De) 

(BARAYZECE HEN, 
wenn Z£’ die Gruppe der in A enthaltenen numerischen Einheiten 
bedeutet. Folglich ist 
(5) (& 24) = (0, E0) gg 
und (0, EO) ist die Zahl der absoluten Idealklassen in 2, also 
eine endliche Zahl. Die Zahl (E, E’) ist im quadratischen Körper 
mit negativer Diskriminante gleich 1, wenn —1 in A vorkommt, 
gleich 2, wenn — 1 nicht in A vorkommt, und kann nur in den 
beiden Ausnahmefällen 1 = —4, 1 = —35 bis zu 4 oder bis 
zu 6 ansteigen. 

Gehören a,, a/ einer Klasse A, an, und a,, 0 einer Klasse A,, 
so gehören die Produkte a,a, und aias in dieselbe Klasse, die 
wir die Klasse A, A, nennen. Die Klassen lassen sich also kom- 
ponieren und bilden eine endliche Abelsche Gruppe, in der die 
Hauptklasse EA die Einheit ist. 

Eine Zahlgruppe A soll Kongruenzgruppe heißen, wenn 
sie nicht nur aus einzelnen Zahlen, sondern aus ganzen Zahl- 
klassen nach einem Modul M besteht, d. h. wenn & zu A gehört, 
so sollen auch alle mit & nach dem Modul M kongruenten Zahlen 
zu A gehören; M soll der Modul der Kongruenzgruppe heißen. 
Eine Kongruenzgruppe hat immer einen endlichen Index, weil ja 
schon die Anzahl der Zahlklassen nach dem Modul M endlich ist. 
Statt M kann man auch jedes Vielfache von M als Modul wählen. 
Darum gewinnen wir auch keinen allgemeineren Begriff, wenn 
wir für M ein Ideal nehmen. Wir können sogar M als natürliche 
Zahl annehmen. 

Wenn ein Ideal m relativ prim zu M ist, so kann man in 
jeder durch « repräsentierten Zahlklasse eine Zahl «, aus der 
Kongruenz 
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(6) %—=0a4 M% = 0 (mod m) 
bestimmen, worin 9 eine ganze Zahl in & ist. 

Daraus folgt, daß jedes im Exkludenten aufgehende Prim- 
ideal e in M aufgehen muß, weil sonst & für m = e durch e 
teilbar wäre. 

Haben « und M einen gemeinschaftlichen Teiler, so haben 
alle Zahlen der Form « + ME, in der & eine beliebige Zahl ist, 
denselben gemeinschaftlichen Teiler mit M. Es gibt aber in A 
auch Zahlen, die relativ prim zu M sind, z.B. die Zahl 1. Es 
silt dann der folgende Satz: 

3. Ist m relativ prim zu M, so kann man in A 
eine durch m teilbare ganze Zahl «x, = mn von der 

Art bestimmen, daß n zu M und einem beliebig 

gegebenen Ideal c relativ prim wird. 

Hat man nämlich nach (6) eine durch m teilbare Zahl 

Gern 
bestimmt, die zu M teilerfremd ist, so erhält man andere solche 
Zahlen: 
| —=%+ ME = mm, 
wenn 

Ehe 
eine beliebige durch m teilbare ganze Zahl ist. Ist nun g ein in c, 
aber nicht in &, aufgehendes Primideal, so nehme man tr durch 
q teilbar an, dann ist n’ nicht durch q teilbar. Geht aber q inc 
und in «, auf, so nehme man t durch q nicht teilbar an; dann 
ist auch n’ nicht durch q teilbar. 

Daraus folgt: 

4. Ist m ein beliebiges zu M teilerfremdes Ideal, 

so gibt es in jeder Idealklasse A, Ideale, die zu m 

relativ prim sind. 

Man nehme, um dies zu beweisen, ein Ideal b in der Klasse 
(A,) " und bestimme nach 3. eine Zahl 

ON == ab, 
so daß a relativ prim zu m ist, dann gehört a in die Klasse A, 
und genügt der Forderung des Satzes 4. 
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Es soll jetzt unter & der quadratische Körper mit 
negativer Grundzahl 7 verstanden werden. 
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In diesem Körper sei A eine Kongruenzgruppe mit dem Modul 
M und dem Exkludenten 8. Die Gruppe A enthält, wie wir ge- 
sehen haben, unendlich viele ganze Zahlen. Wir fragen nach 
der Anzahl 7(t) der ganzen Zahlen in A, die durch irgend ein 
gegebenes ganzes zu M teilerfremdes Ideal ın teilbar sind, deren 
Norm nicht größer als die positive Zahl £ ist. 

Es sei (&, &,) eine Basis von m, also nach $ 91, (11): 
b+YA 


2 





(1) RE Ms 


Hierin bedeute a, die größte in m aufgehende ganze rationale 
Zahl, as,a die kleinste durch m teilbare ganze rationale Zahl; 
b ist eine Wurzel der Kongruenz: 


>= 4 (mod 4a), 


und es ist: 
(2) 4—=b2 — 4ac. 
(3) N(m) = apa. 


Da m relativ prim zu M vorausgesetzt ist, so können wir nach 
8 161, (6) in jeder in A vorkommenden Zahlklasse nach M eine 
durch m teilbare Zahl «&, bestimmen. Diese Zahl hat die Form 
&y — Xu 4 Yolas 
und wenn wir 
% —%—+ M(xo, 4 y0s) 

> —- (a 1 M)atywtMy)o 

setzen und &, y alle positiven und negativen ganzen rationalen 
Zahlen durchlaufen lassen, so durchläuft & die Gesamtheit der 
durch m teilbaren und nach M mit «, kongruenten ganzen Zahlen 
der Gruppe A. 

Um alle durch nı teilbaren ganzen Zahlen in A zu erhalten, 
haben wir ein vollständiges Restsystem nach M in 2 zu suchen 
und darunter die in A enthaltenen durch m teilbaren Zahlen «, 
auszuwählen. 

Soll die Norm dieser Zahl & nicht größer als t sein, so er- 
gibt sich dafür, wenn wir die quadratische Form 


ax — bxzy— ey? 
mit @(&%,y) bezeichnen, die Bedingung: 


Pam +Me, y+My)<zn 19 A) 
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Nehmen wir in einer Ebene ein rechtwinkeliges Koordinaten- 
system X, Y an, und bezeichnen als Gitterpunkte die Punkte 
mit den Koordinaten 


X — (2, + Me) a. \ 


a 
TR 


lv My) ass ve. 


worin 2 Y. festgehalten werden und x, y alle ganzen rationalen 
Zahlen durchläuft, so wird durch dieses Gitter die Ebene in 
Quadrate geteilt, deren Fläche 


WER a 


02 — M? 





ist, und wenn 7%, die Anzahl der Gitterpunkte ist, die innerhalb 
der Ellipse 
A 


oder auf ihrer Grenze liegen, so ist 7,6? für ein unendliches £ 


— 
Berücksichtist man noch die Flächenelemente ö2, die von der 

Peripherie der Ellipse durchschnitten werden, aus denen man ein 

Maß für den Fehler dieser Flächenbestimmung erhält, so ist 


6) sn M: as a Pay, A Bo Yt, 


worin R, eine mit unendlich wachsendem t endlich bleibende 
Größe ist [Bd. II, $ 194, (6)]. 

Einen solchen Ausdruck erhalten wir für jedes &, und wenn 
wir diese Ausdrücke alle addieren, so erhalten wir mit Rücksicht 
auf (3) den Satz: 

Ist A eine Kongruenzgruppe mit dem Modul M 

und m ein zu M teilerfremdes Ideal in 2, ferner 7 

die Anzahl der in EA enthaltenen ganzen Haupt- 

ideale, deren Norm nicht er als t ist, so ist 


| 7 
gleich dem Flächeninhalt dieser Ellipse, also gleich va 


(6) T=-ymtE® 
worin g eine von m und £ unabhängige, von Null 
verschiedene Zahl und R eine mit unendlich wach- 
sendem A endliche Funktion von £ ist. 
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Die Konstante g ist nach (5) näher bestimmt: 


a yE 

N ’ m en 
wenn y die Anzahl der in A enthaltenen Zahlklassen nach dem 
Modul M ist. | 

Will man unter 7’ die Anzahl der ganzen Ideale der Haupt- 
klasse E_A verstehen, deren Norm nicht größer als t ist, so bleibt 
(6) auch dann noch bestehen, nur hat man, wenn —1 in A vor- 
kommt, die Zahl g zu halbieren, und in den beiden Ausnahme- 
fällen 4 —= —4, 4 — —3 möglicherweise noch durch 4 oder 
durch 6 zu teilen. 


$ 163. Die Dirichletschen Summen. 


Wir verstehen jetzt unter O die Idealgruppe der sämtlichen 
Ideale in 2& (mit Rücksicht auf den Exkludenten S); A sei eine 
Kongruenzgruppe und 


(1) A— A: 


die Gruppe der entsprechenden Hauptideale. Wir zerlegen O nach 
$ 161, (3) in die Klassen nach A: 


(2) 0=-4,+4%-+:--.+ 4, 
und betrachten die Summen: 


RR 1 
(3) N >, Nay’ 


worin S eine positive Variable > 1 bedeutet, und a; die sämtlichen 
sanzen Ideale einer Klasse A; durchläuft. 

Die Summen $; formen wir in folgender Weise um: 

Da N (a;) eine der Zahlen 1, 2, 3,... sein muß, so bezeichnen 
wir mit a, die Anzahl der Ideale der Klasse A;, deren Norm — v 
ist, und erhalten 


ds As d, 


(4) ae FE 


wobei, wenn eine Zahl v unter der N (a,) nicht vorkommt, a, — 0 
zu setzen ist. 

_  Bezeichnen wir mit Z(v) die Anzahl der Ideale der Klasse 
A;, deren Norm nicht größer als v ist, so erhalten wir für Z(v) : 
aus der Formel (6) des vorigen Paragraphen einen Grenzwert: 
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Wir nehmen nach $ 161, 4. in der Klasse (A,)" ein zu M teiler- 
fremdes Ideal ın und lassen in 

(5) iron" 0%, 

a; die Ideale der Klasse A;, und folglich @ die durch m teilbaren 
Ideale der Hauptklasse durchlaufen; ist dann 


Nade-V 
N(m)N (a) = N(e) <ZvN(m). 


Bedeutet wie früher 7 die Anzahl der durch m teilbaren Ideale 
der Hauptklasse, deren Norm nicht größer als t ist, so ist, wenn 
t — v.N(m) gesetzt wird, 


so ıst 


Zr 
und aus der Formel $ 162, (6) ergibt sich 
(6) ZW) =gv+R,y, 


worin g eine Zahl, die für alle Klassen A, dieselbe ist, und R, 
eine Funktion von v bedeutet, die mit unendlich wachsendem v 
nicht unendlich wird. 


Nach der Bedeutung von a, ist 


(7) %— Zw) — Zw—)), Z() = 0 
und folglich 

az 
(8) ee) n GazelyE 


Setzen wir für Z(v) den Ausdruck (6), so folgt: 
1 al 1 
) en): 
Das zweite Glied dieser Summe: 
a ı 
Ara) 
ist unbedingt konvergent, solange s > 3 ist, und ist daher eine 
stetige Funktion von s, die für s—= lin 
1, © Yv (v r 1) 
übergeht; denn es ist 


Lim v* * 3 RB, Yv E 


1 
ER + 70T" rn) —<slımeRh, 
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endlich. Die erste Summe in (9) ist 
messe : 
Gi ge 
wo (©, für s = 1 endlich bleibt, nämlich in den Wert der Euler- 
schen Konstante 0,5772 ... übergeht (Bd. II, S. 723). 
Berücksichtigt man dies, so ergibt sich aus (9) das Resultat: 


ö. Hat $; die Bedeutung (3), so ist 


s—|1 








worin g eine von der besonderen Klasse A, unab- 
hängige von Null verschiedene Konstante ist, und 
C; eine von A; abhängige Funktion von s, die für 

s = 1 endlich bleibt. 

Die Gruppe hten Grades der Idealklasse A, ist eine Abelsche, 
und es gibt daher h Charaktere y,(4A;), die sämtlich hte Einheits- 
wurzeln sind, darunter der Hauptcharakter y,, der für jede 
Klasse — 1 ist. Ebenso hat für die Hauptklasse A, jeder der 
Charaktere den Wert +1. Für diese Charaktere bestehen die 
Sätze: 


(12) ME EN ua 2 


en ee! 
(Bd. II, $ 13). Wenn das ganze Ideal a in OÖ in die Klasse A 
gehört, so setzen wir für jedes y: 
(13) (0) = (4), 
und haben so für jedes Ideal in O die Charaktere nach der 


Gruppe A bestimmt. Für irgend zwei Ideale a und b aus OÖ be- 
steht die Relation: 


(14) (a) x(b) = x(ad). 
Nun bilden wir aus $; die Summe: 
(15) Q, er 2 fx (A,) S, 


wofür wir nach (3) und (13) auch setzen können: 


(16) a Sag: 
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Darin kann % jeder der Charaktere y, sein, und die Summe 


erstreckt sich über sämtliche Ideale a von 0. Nach (11) ist, 
wenn wir 


£e- =: > Xz (A,) Ü; 


gell re, 
A De 
worin die @,, @ 3, -.., @„ Funktionen von s sind, die fürs —=1 
einen endlichen Wert behalten. 

Die Summen @ lassen sich in derselben Weise umformen, die 
wir schon im $ 197 des zweiten Bandes kennen gelernt haben. 


Danach ist, wenn p irgend ein Primideal in O bedeutet: 


il —8 2 Ft, 
eg re) are AUDEENANITERE 


setzen, 


(17) 





xp) x (P?) x(P3) 
tr HA 
BREIT TERAN TAT 
und da sich alle Ideale a als Produkte solcher Ideale »p darstellen 
lassen, so folgt: 


(18) = 








era hanı m 

ZEN), 
worin sich das unendliche Produkt IT auf alle Primideale p in O 
erstreckt. 

Zu jedem Ideal a in OÖ gehört ein gewisser Exponent 9, 
d. h. es gibt einen gewissen niedrigsten positiven Exponenten 9, 
für den a? in der Hauptklasse A, enthalten ist. Die Zahl @ ist 
immer ein Teiler der Klassenzahl h.: Wir setzen: 

(19) ah ED, 

(rehört in diesem Sinne a zum Exponenten 9, so sind sämt- 
liche Charaktere y.(a) pte Einheitswurzeln, und jede pte Einheits- 
wurzel kommt darunter emal vor (Bd. II, $ 198, 1.). 

Gehört also p zum Exponenten , so ist 


DE RE TC e  Ee TOPLL THE Le 
— [1 — Np)"°F,, 
und es folgt aus (18): 


(20) hr : 
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Es handelt sich nun um den Grenzwert, dem diese Aus- 

drücke sich nähern, wenn s = 1 wird. 
Was die linke Seite betrifft, so folgt aus (17), dab 

B [Lim(s — 1)Q, = hg endlich und von Null verschieden, 
(22) | Lim ©, @ ... 1 endlich (vielleicht Null) 
ist. Zur Beurteilung der rechten Seite bemerken wir, daß die 
Primideale p vom ersten oder vom zweiten Grade sind, und daß 
demnach N(p) gleich einer natürlichen Primzahl oder gleich dem 
(Juadrat einer natürlichen Primzahl ist. Ferner stützen wir uns 
auf den bekannten Satz der Analysis, nach dem ein unendliches 


Produkt 
(4) (9) (8) 
unbedingt konvergiert und einen von Null verschiedenen Grenz- 


wert hat, wenn 
DE gast 27 
eine unbedingt konvergente Reihe ist, und keines der ,; — 1 ist. 


Wir teilen danach die Primideale p in zwei Arten, p,,P,, und 
zwar sollen die p, vom ersten Grade sein und zum Exponenten 
p— 1 gehören (also &=h). Die p, sollen entweder vom zweiten 
Grade sein, oder zu einem höheren Exponenten @ gehören. Es 
sind also p, die zur Hauptklasse A, gehörigen Primideale 
ersten Grades. 

Dann ist 

Np’=Np)=Pp 
eine natürliche Primzahl und 
N,” = p 
mindestens die 2te (höchstens die 2hte) Potenz einer Primzahl. 
Nach dem erwähnten analytischen Satze ist dann das Produkt 


{1 — NP)? 
für s —= 1 endlich und von Null verschieden, und es folgt aus 
(20), (21) der Satz: 
6. Der Grenzwert 


ist 2 Re 
s=ı Z{1—N(p,) 
ist endlich, wenn p, die Primideale ersten Grades 
der Hauptklasse A, durchläuft. 
Ein besonderes Interesse nimmt die Frage in Anspruch, ob 
dieser Grenzwert verschwinden kann. 
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$ 164. Der Klassenkörper. 


Zu der Zahlgruppe A in dem quadratischen Körper 2 soll 
ein algebraischer Körper über 2 existieren, den man mit Sl oder 
(A) bezeichne, von dem wir nur voraussetzen wollen: 


7. Definition des Klassenkörpers. 
Die Primideale p, ersten Grades der Hauptklasse 

A,, und nur diese, sollen im Körper $(A) wieder in 

Primideale ersten Grades zerfallen. 

Es sind also nur die Primideale in 2, die wir vorhin mit p, 
bezeichnet haben, die in $? in Primideale ersten Grades zerfallen. 

Eine beliebige endliche Anzahl von Primzahlen können dabei 
ausgenommen sein. Sie werden dann in den Exkludenten ge- 
nommen. 

Ist n der relative Grad des Körpers über 2 und p eine 
natürliche Primzahl, in der die Ideale p, und B in 2 und & 
aufgehen, und bezeichnet man mit No, N, die absoluten Normen 
im Körper 2 und St, so ist 


NP = Ne) =D Na) = P" 

und folglich muß p, im Körper 8 in n Primideale ® zerfallen: 
(1) Pı = Pi Pa --- Pr. 
Die Primideale, die in den Grundzahlen der Körper 2 oder X 
aufgehen, sollen immer ausgeschlossen sein. Dann sind die V,, 
By, ..., B. voneinander verschieden. 

Ob ein solcher Körper 8 existiert, bleibt vorläufig unentschieden. 
Wir wollen untersuchen, was aus der Definition geschlossen werden 
kann. 

Da in jedem Ideal p, n Ideale B aufgehen, so ist 


(2) n11— N) = DNB], 

worin sich das erste Produkt auf alle Ideale p, des Körpers 2, 
das zweite auf alle Ideale ® ersten Grades des Körpers $ er- 
streckt, und nach dem für jeden beliebigen Körper gültigen 
Satz I, 8 197 des II. Bandes hat 


1 
(3) ne 


für s —= 1 einen von Null verschiedenen endlichen Grenzwert, der 
dort auf die Klassenzahl im Körper $ zurückgeführt ist. Setzen 
wir zur Abkürzung 
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1 
Il — 
1 > N(p)”] 
80 ist"nach (2) undetarsrıre | 


(4) jese- 


(5) (s — 1) P* endlich und von Null verschieden, 
und nach $ 163, 6.: 
(6) (s — 1) P* endlich, 


und wenn man hieraus P eliminiert, so folgt: 
(s — 1)" endlich. 
Also ist 
(7) NZ N. 
Daraus folgt der Satz: 


8. Der Relativgrad n des Klassenkörpers kann 
nicht kleiner sein als die Klassenzahl A der Gruppe. 
Istun =+h,280 181 (WS 1 u PAetnTz ss nich le 
und die Summen @,, @s, --., @n sind gleichfalls von 
Null verschieden. 


Kann man eine Gleichung in 2 vom Grade h bilden, aus 
der sich ein Körper ableiten läßt, der die charakteristischen 
Eigenschaften des Klassenkörpers erkennen läßt, und ist der Grad 
dieses Körpers nicht größer als h, so folgt also, daß er auch 
nicht kleiner sein kann, also — h sein muß. Damit ist die Ir- 
reduzibilität der fraglichen Gleichung erwiesen. 

Hierauf beruht der Nachweis der Irreduzibilität der Kreis- 
teilungsgleichung, den wir im $ 198 des II. Bandes gegeben 
haben. Dort trat an Stelle von & der Körper der rationalen 
Zahlen. Im nächsten. Abschnitt werden wir noch weitere An- 
wendungen hiervon machen. 

Ob es Gruppen gibt, bei denen der Grad des Klassenkörpers 
größer als die Klassenzahl ist, bleibt dahingestellt. Ich halte es 
für unwahrscheinlich. 

Wir beweisen noch, daß es höchstens einen Klassenkörper 
geben kann. Jeder solche Körper wird durch Adjunktion einer 
algebraischen Zahl E zu 2 erzeugt. 

Es sei & eine den Klassenkörper 8 = &(£) erzeugende 
ganze Zahl, die also einer in 2 irreduzibelen Gleichung 


9... Feten ut tet 


genügt, in der die &, &s, ..., & ganze Zahlen in 2 sind. 
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Jede ganze Zahl 7 des Körpers $ kann (Bd. I, $ 151) in der 
Form dargestellt werden: 
120, 
F(& - 
worin @($&) ganze Koeffizienten in 2 hat. Man kann dies in die 
Form setzen: 


(9) Re 2 
worin 9%, Yos Yıs ---» Yn—ı ganze Zahlen in 2 sind, und so, daß die 
erste, y, ein Teiler der Diskriminante von f ist. Die Prim- 
faktoren von y schließen wir durch den Exkludenten aus. 

Es sei 


B ein Primideal ersten Grades in 8, 
p, das durch ® teilbare Primideal ersten Grades in 2, 
p die Norm von p, und von %; 


dann ist für jede ganze Zahl « in &: 


or = u (mod p,) 
und 
(10) = E (mod $), 
also nach (9) für jede ganze Zahl n in ®: 
?=n (mod ®). 
9. Die notwendige und hinreichende Bedingung 
dafür, daß S(&) Klassenkörper sei, besteht also 
darin, daß für jedes in einem p, aufgehende Prim- 


ideal ® und nur für dieses die Kongruenz (10) er- 
füllt sei. 


Es seien nun 
terG, PER) 


zwei Klassenkörper derselben Gruppe A. Zunächst ergibt sich 
leicht, daß sie von gleichem Grade sein müssen. Denn für 
beide muß die Bedingung (5) erfüllt sein. Sind also n und n’ 
die Grade, so muß (s — 1)” -* für s — 1 endlich und von Null 
verschieden sein, was nur möglich ist, wenn n = n’ ist. 

Durch Zusammensetzung von $ und $ leiten wir einen 
dritten Körper ab: 

Stu = (E, E2). 


von dem wir zeigen, dab er auch ein Klassenkörper ist. 
Weber, Algebra. III. 39 
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Den Körper &” können wir erzeugen durch eine Zahl: 
(11) gr Ka u & > ae, 
in der &, @' ganze Zahlen in 2 sind. 

Es sei ®”’ ein in einem p, aufgehendes Primideal in 8” und 
BB’ die durch %’ teilbaren Primideale in 8,8’ und N(p,) = p. 
Dann ist nach 9.: 


(12) e=E(modP), = (mod 9), 
und folglich ist nach (11): 
(13) Ein = ar EP - a’? & —._ &' (mod Aa} 


Ist umgekehrt die Kongruenz (13) befriedigt, so folgen daraus 
wieder die Kongruenzen (12), weil man & und 8’ rational [in der 
Form (9)] durch $” ausdrücken kann. 

Es ist also S” ebenfalls Klassenkörper, und sein Grad ist 
ebenso hoch wie der von 8 und ’. Es sind also & und & pri- 
mitive Zahlen von 8”, und folglich sind alle diese Körper iden- 
tisch (Bd. I, $ 151, 3.). Ist 8 ein Klassenkörper, so sind die mit 
$ konjugierten Körper auch Klassenkörper und sind daher mit $ 
identisch. 

Damit ist der Satz bewiesen: 

10. Es gibt für eine gegebene Zahlgruppe nur 
einen Klassenkörper, und dies ist ein Normalkörper. 

Wir wollen nun die hauptsächlichsten Eigenschaften und 
Anwendungen des Klassenkörpers in den aus der komplexen 
Multiplikation stammenden Fällen näher kennen lernen. 

Nehmen wir an, daß die Zahlgruppe A eine andere Gruppe 
A’ als Teiler von endlichem Index (A, 4’) enthalte, und daß 
diese beiden Gruppen Klassenkörper besitzen: 


VErlA)— ARE) 
dann läßt sich beweisen, daß der Körper 8 in f’ enthalten ist. 
Sind nämlich p,, pı die Primideale in 2 ersten Grades der Haupt- 
klassen A,, A}, dann sind die p} unter den p, enthalten. Wenn 
daher p die Primzahl ist, in der p, und pi aufgeht, so ist nach 9.: 
(15) &” = £ (mod ®) für alle p, und folglich für alle p}, 
e’z= $ (mod P) für alle p}, 


wenn ® und ®’ Primideale ersten Grades in $ und & sind. 
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Wir bilden jetzt den Körper: 


(16) WERE) = RN): 
indem wir 
(17) nu 


setzen, und bezeichnen ein Primideal ersten Grades dieses Körpers, 
das in einem p} aufgeht, mit ®”. 

B, 9%’ seien, wie oben, die durch ®” teilbaren Primideale in 
8,8’. Dann ist nach (15) und (17) 

2 =. er (mod bh 
und folglich ist 8’ ein Klassenkörper von A’. 

Demnach ist 8” mit &’ identisch; &’ ist eine primitive Zahl 
von 8”, und folglich kann jede Zahl in $”, also auch &, rational 
durch & ausgedrückt werden. 

Daraus folgt: 

1l. Enthält eine Zahlgruppe A eine andere Zahl- 
gruppe A’ als Teiler von endlichem Index, und exi- 
stieren die Klassenkörper 8(A), 8(A'), so ist 8(A) 
in $(A’) enthalten. 


$ 165. Primideale in den Klassen. 


Wir kehren jetzt zu den Funktionen Q zurück, die wir in 
8 163, (16) durch unendliche Reihen und in $ 163, (18) durch 
unendliche Produkte: 
l 


1 ee 
m y 1 — x.(P) N) 


dargestellt haben, worin x, einen der Charaktere der Gruppe 
bedeutet und p alle Primideale in O durchläuft. Den Loga- 
rithmus dieses Produktes entwickeln wir in folgender Weise: 


ISRAEL 0) | 
(2) log dx FR >} N (p)® 5 rer Noys rt NS Noys + 
Das Vielfache von 2xi, das in dem log @ nicht näher definiert 
ist, brauchen wir nicht zu kennen, da es sich mit s nur unstetig 
ändern könnte, und da rechts und links stetige Funktionen von 
 s stehen, solange s > 1 ist, so ändert sich dieses Vielfache über- 
haupt nicht mit s. 


Es sei A; eine der Klassen der Idealgruppe A und A; die 
entgegengesetzte Klasse. Dann ist nach (12), (13), (14), S 163: 


Rare 
DAT YO) en soder > a0! 








39* 
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je nachdem das Ideal a in der Klasse A, oder in einer anderen 
Klasse enthalten ist. Multiplizieren wir also die Formel (2) mit 
4»(4/) und summieren in bezug auf x, so folgt: 


1a’ h 
Tr 2% x.(A;) log Qr 


(3) Der Vier IX aM. 
any Fan Hana 
Q) @) @) 
worin sich die Summen 2, &, &,... auf alle Primideale p erstrecken, 


deren erste, zweite, dritte, ... Potenz in der Klasse A, enthalten ist. 
(2) (8) 
Wir gehen in (3) zur Grenze s — l über; die Summen 2, 2, ... 


behalten dabei einen endlichen Wert, da ihre unbedingte Kon- 
vergenz für s = 1 nicht aufhört. Dasselbe gilt von dem Teil 


a) 
der Summe 2%, der sich auf Primideale von höherem als dem 
ersten Grade bezieht, und es bleibt also nur noch fraglich, ob 


die Summe 
1 
> N (pP) 


erstreckt über alle Primideale ersten Grades der Klasse A,;, endlich 
bleibt oder unendlich wird. Ersteres würde der Fall sein, wenn 
es in A; gar keine oder nur eine endliche Anzahl von Primidealen 
ersten Grades gäbe. 

Setzen wir aber die Existenz eines Klassenkörpers vom Grade !h 
voraus, so folgt aus $ 164, 8. und 8 163, (21), dab 


log Q,, log Q5; ..., 10g On 

endliche Grenzwerte behalten, während log@, unendlich wird. Die 
linke Seite von (3) wird also unendlich und die rechte Seite kann 
nicht endlich bleiben. 

Damit ist bewiesen: 

12. Wenn ein Klassenkörper existiert, dessen Grad 
nicht höher ist als die Klassenzahl, so enthält jede 
Klasse unendlich viele Primideale ersten Grades. 


$ 166. Primideale in den Idealklassen. 


Nehmen wir alsGruppe zunächst die Gesamtheit der Zahlen O 
des Körpers & ohne die Null, so sind die Klassen die Ideal- 
klassen des Körpers 2, die, wie wir gesehen haben, den Klassen 
quadratischer Formen der Diskriminante 7 eindeutig zugeordnet 
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werden können. Nehmen wir als Gruppe die Ordnung 0’ — [0] 
mit dem Führer @, die durch die Kongruenzbedingung definiert 
ist, daß jede Zahl in O’ nach dem Modul Q mit einer rationalen 
Zahl kongruent sein soll, so haben wir eine Kongruenzgruppe, 
deren Exkludent und Modul — @ ist. Die Klassen entsprechen 
den Formenklassen der Diskriminante D — 024. Der zweite 
Fall schließt den ersten in sich (für ® = 1). Der Klassenkörper 
ist hier der Klassenkörper &(D), den wir zum Unterschied von 
allgemeineren als Ordnungskörper bezeichnen wollen. 

Denn ist (k) eine Klasseninvariante, so ist (& 122) 


(kp = (k) (mod P) 

nur dann befriedigt, wenn p durch die Hauptklasse der Dis- 
kriminante /) darstellbar ist. Dann zerfällt p in 2 in zwei kon- 
jugierte Primideale p, p’, die durch Zahlen in O oder in 0’ 
darstellbar, also Hauptideale sind. 

Der Körper (1) ist der Klassenkörper von 2 im 
engeren Sinne, der den Idealklassen dieses Körpers entspricht, 
und auch als Haupt-Klassenkörper (2) bezeichnet sein mag. 

In jeder Idealklasse, sowohl nach O als nach 0’, gibt es 
also unendlich viele Primideale ersten Grades. Mit anderen 
Worten: Ist a ein beliebiges (zu @ teilerfremdes) Ideal, so gibt 
es unendlich viele Primideale p, die mit a nach 0’ äquivalent 
sind. Dann sind nach $ 95 auch die den Idealen a und p ent- 
sprechenden Formen äquivalent, und p ist durch die zu a gehörige 
Form darstellbar. Damit ist der Satz bewiesen: 


1. Durch jede primitive Form der Diskriminante 
D sind unendlich viele Primzahlen darstellbar). 


$ 167. Primzahlen in Linearformen. 


Wir definieren nun eine Zahlgruppe A in 2 folgender- 
maben: 


!) Dieser Satz, sowohl für negative als für positive. Diskriminanten, ist 
zuerst von Dirichlet bewiesen, der Beweis aber nur in einem speziellen Fall 
publiziert (Bericht der Berliner Akademie 1840, Werke Bd. I, S. 497). Der 
ausgeführte Beweis ist von H. Weber gegeben (Mathematische Annalen XX, 
1882). Eine gleichfalls von Dirichlet herrührende Verallgemeinerung, auf 
die wir im nächsten Paragraphen zurückkommen, ist von A. Meyer be- 
wiesen (Crelles Journ., Bd. 105). Der hier im Text gegebene Beweis beruht 
auf anderer Grundlage, bezieht sich aber freilich einstweilen (solange der 
Klassenkörper für positive Diskriminanten nicht bekannt ist) nur auf negative 
Diskriminanten. 
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Es sei m ein ganzes Ideal in 2, und A bestehe aus allen 
ganzen und gebrochenen Zahlen & in 2, die zu m teilerfremd 
sind und der Bedingung genügen: 

(1) «=1 (mod nm). 

Nehmen wir die Primteiler von m in den Exkludenten, und 
bezeichnen mit OÖ die Gruppe der Zahlen in 2, so zerfällt O 
nach dem Modul m in Y(m) Zahlklassen, worin Y(m) die Be- 
deutung wie in Bd. II, S 168 hat, nämlich, wenn p die Primteiler 
von m durchläuft: 


(2) v(m) = N(m) (1 


In die Gruppe A gehören nicht bloß einzelne Zahlen, sondern 
Zahlklassen nach dem Modul m. Hiernach ist: 

Um die Klassenzahl für unsere Gruppe zu bestimmen, wenden 
wir die Sätze des $ 161 an. 
| Danach ist, wenn E die Gruppe der funktionalen Einheiten 
und E die Gruppe der numerischen Einheiten bedeutet: 


(0, EA) = (0, 20) (0, EA), 
(EO,EA) = (EO0, EEA) = (0, EA). 
Weiter ist | 
Os EA) EA DH OrA)eerlim): 
(EA, A) = e ist die Zahl der nach m inkongruenten Einheiten, 
und 





0,20 —=H 
die Klassenzahl des Körpers 2, 

(Os BA) ch 
die Klassenzahl nach A. Daraus ergibt sich: 
(4) ee u 

Die Zahl e ist im allgemeinen gleich der Anzahl der Ein- 

heiten in 2, also — 2, und in den beiden Ausnahmefällen 
A:—= —4, 1 = —-3 ist e =4 und.e —%6, Die Zahlen ist 


kleiner, wenn unter den Einheiten Kongruente (modulo m) vor- 
kommen, was nur möglich ist, wenn m ein Teiler von 2 oder 
von 3 ist. 
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Bedeutet # die Gruppe der Einheiten oder auch eine 
darin enthaltene Gruppe, so bekommen wir denselben 
Wert der Klassenzahl und denselben Klassenkörper, 
wenn wir EA an Stelle von A treten lassen. 

Dies gilt nicht nur für diese besondere Gruppe, sondern 
allgemein. Wir hätten also z. B. die Zahlen & der Gruppe A 
auch durch 

“= +1 (mod m) 
definieren können, denn E— +1, —1 ist auch in den Aus- 
nahmefällen 4 —= — 4, 1 —= —3 eine Gruppe. 

Nun läßt sich nachweisen, daß der Teilungskörper I, der 
Klassenkörper zu A ist. Schließen wir zunächst noch alle in 
der Diskriminante des Teilungskörpers aufgehenden Primfaktoren 
aus, und bezeichnen mit r irgend eine Zahl des Teilungskörpers, 
so ist nach $ 160 
(5) T=r (mod p) 
nur dann erfüllt, wenn p ein Primideal ersten Grades in & 
ist, das der Hauptklasse angehört. Das aber ist das Kennzeichen 
des Klassenkörpers. Der Grad des Teilungskörpers ist aber nach 
$ 154 höchstens gleich dem in (4) gegebenen Ausdruck Ah, folglich 
ist er genau gleich % und die Teilungsgleichung irreduzibel. 
Außerdem ist damit bewiesen, daß es in jeder der Idealklassen 
A, nach A unendlich viele Primideale ersten Grades gibt. 

Man kann diesem Satz folgenden Ausdruck geben: 

Ist ß eine beliebige Zahl in O, a ein beliebiges Ideal in O, 
so ist durch 
(6) Aa BiA, 
eine Klasse nach A bestimmt ($ 161), und in dieser Klasse sind 
unendlich viele Primideale ersten Grades enthalten. Ein solches 
Primideal ist nach (6) in der Form darstellbar: 


(7) p — apßo, 

worin «= 1 (mod ım) ist. Setzen wir also 
DL DER 

so ist 


z=ß (mod m). 
Daraus folgt: 


9. Ist ß eine Zahl in O, a ein Ideal in OÖ, so gibt 
es unendlich viele im allgemeinen gebrocheneZahlen 
z in OÖ, die der Bedingung 
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(8) = ß (mod m) 
genügen, für die 
(9) pam 
ein Primideal wird. 
Nimmt man a —]1, so wird z eine ganze Zahl, also eine 


in & existierende Primzahl. Der Satz lautet für diesen beson- 
deren Fall: 


3. Es gibt im Körper 2& unendlich viele existie- 
rende Primzahlen z, deren Norm eine natürliche 
Primzahl ist, die nach einem beliebigen Modul m 
mit einer beliebigen zu m teilerfremden Zahl ß 
kongruent sind. 


Nehmen wir für den Modul m eine ganze Zahl u in 2, so 
erhalten wir folgenden Satz: 


4. Ist u eine ganze Zahl in 2, so sind in der 
Linearform 
vE+B, 


in der & die ganzen Zahlen von & durchläuft und 

ß relativ prim zu wu ist, unendlich viele Primzahlen 

enthalten. 

Man hat hier eine schöne Verallgemeinerung des Satzes von 
den Primzahlen in arithmetischen Progressionen (Bd. II, $ 198) !). 


N 168. Reduktion der Klassengleichung in den Kreisteilungs- 
körpern. 

Wir definieren eine weitere Gruppe A durch folgende Be- 
stimmung: 

Es seien Q), m zwei ganze rationale Zahlen, deren Prim- 
faktoren wir in den Exkludenten S aufnehmen. O sei wie in 
$ 98 die Gruppe der Zahlen in 2, und O' die Gruppe der Zahlen 
der Ordnung [Q], und A bestehe aus allen ganzen und gebrochenen 
Zahlen & in O', die der Kongruenzbedingung 
(1) N(e) = 1 (mod m) 
genügen. Zunächst haben wir die Klassenzahl 
(2) h'— (OEBAN 0ER ON (BOMEAN 





') Für den Fall 4 = —4 ist dieser Beweis gegeben von H. Weber, 
Crelles Journ., Bd. 129 (Diriehlet- Band), für 4 = —3 in einer Straßburger 
Dissertation En H. Bresslau (Straßburg 1907). 
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zu bestimmen. Der erste Faktor ist die Klassenzahl der quadra- 
tischen Formen der Ordnung 0’ [$ 100, (3)], die wir mit H’ 
bezeichnen. Es ist also 
(3) MzHINBORR A) HN(0', A) 
(nach $ 100, 13.). 

Es bleibt noch (0', A) zu bestimmen. 


Bedeutet g,, 03, ---, 0. ein vollständiges Repräsentantensystem 
von OÖ’ nach A, so müssen die Zahlen 
(4) N (01), N (03): N (04) 


nach dem Modul m alle verschieden sein, und jede Norm einer 
Zahl in O ist mit einer dieser Zahlen nach m kongruent. Ist 
daher Z die Gruppe der rationalen Zahlen, M die Gruppe der 
Zahlen z aus Z, die der Bedingung 
| = 1 (mod m) 

genügen, R,„ die Gruppe der Normenreste nach m, so ist (4) ein 
vollständiges Repräsentantensystem von AR, nach M und folglich 

DRAN HEN): 


Dafür kann man auch setzen (S 100, 12.): 





ee ln) | 
(5) N ZERn) 
Nun ist 
(6) (Z, M) = y(m) = mil — —) 
wenn r die Primfaktoren von m durchläuft und folglich 
_ H’p(m) 
(7) BEE Zr) 


Den Klassenkörper K(A) unserer Gruppe erhalten wir, wenn 
wir dem Klassenkörper 8(D) eine primitive mte Einheitswurzel 
adjungieren: 

(8) KA) = KD, 0). 

Denn die Bedingung dafür, daß ein in einer Primzahl p auf- 
gehendes Primideal B des Körpers 8 (D,o) vom ersten Grade sei, 
ist, wenn (%k) eine Klasseninvariante der Diskriminante D bedeutet: 
(9) kr=(k), er=g (mod PB), 

wenn alle störenden Primzahlen, z. B. die in den Diskriminanten 
der die Zahlen (k) und (oe) definierenden Gleichungen, in den 
Exkludenten 5 aufgenommen sind. 
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Die erste der Bedingungen (9) fordert, daß p durch die 
Hauptform der Diskriminante D eigentlich darstellbar sei ($ 122), 
die zweite, dab 
(10) p=1 (mod m) 
sel. 

Damit ein Primideal p ersten Grades in 2, das nicht in & 
aufgeht, in #.A enthalten sei, ist notwendig und hinreichend, daß 


1. p ein Hauptideal, d. h. eine existierende Zahl x sei, und 
daß diese Zahl x in A enthalten sei, d. h. dab 

2. Na) =p=1 (mod m) 
sei. Diese Bedingungen stimmen genau mit den Bedingungen (9) 
überein, und folglich ist X(D,o) der Klassenkörper der 
Gruppe A. 

Der Grad des Körpers &(A) ist daher nicht nur höchstens, 
sondern genau gleich Ah. 

Die Zahl (Z, R„) ist =1, wenn in m keine der charakte- 
ristischen Primzahlen des $ 108 aufgeht, und dann ist der Grad 
des Körpers 8(A) gleich H’p(m). Nehmen wir umgekehrt alle 
charakteristischen Primzahlen und Primzahlpotenzen in m auf, 
so wird R„ —= R die Gruppe der absoluten Normenreste, 
und es ist 

(Z, R) — 29, 
wenn g die Anzahl der Geschlechter der Diskriminante D ist 
($ 113, 7.). Bezeichnet also H, die Anzahl der Klassen eines 
Geschlechtes, so ist HZ’ —= 9H,, und die Formel (7) ergibt: 
(11) h = 3; H,;p (m). 

Nach $ 158 zerfällt die Klassenfunktion H_»(w) durch Ad- 
junktion von Quadratwurzeln in so viele Faktoren, als es Ge- 
schlechter von Formenklassen gibt, und der Grad eines jeden 
dieser Faktoren ist H,. 

Wäre nun die Klassengleichung durch Adjunktion irgend 
welcher Einheitswurzeln noch weiter zerlegbar, als nach den Ge- 
schlechtern, so könnte man m so annehmen, daß auch diese 
Einheitswurzeln und auch Y4 in dem Körper R(e) enthalten 
wären. 

Ist dann A” der niedrigste Grad, auf den die Klassengleichung 
durch Adjunktion von Einheitswurzeln reduziert werden kann, so 
ist der absolute Grad des Körpers $(D,o) höchstens gleich Rh’ @ (m) 
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und der Relativgrad in bezug auf & höchstens gleich }h’ p (m), 
und daraus geht nach (11) hervor, daß Ah” nicht kskic als H; 
sein kann. Damit ist bewiesen: 

5. Die Klassengleichung H_»(u) ist in dem Körper, 
der alle Einheitswurzeln enthält, nicht weiter zer- 
legbar als in die den Geschlechtern entsprechenden 
Faktoren. 


$ 169. Beziehung der Teilungskörper zu dem Klassenkörper. 


Wir haben in den beiden letzten Paragraphen zwei Arten 
von Gruppen betrachtet, von denen die erste zu den Teilungs- 
körpern der elliptischen Funktionen, die zweite zu den Ordnungs- 
körpern in Verbindung mit Einheitswurzeln führte. Zwischen 
diesen besteht eine Beziehung: 

Die erste Gruppe A bestand aus den Zahlen « in O, die der 
Bedingung 
(1) «= +1 (mod m) 


genügten, wenn ın irgend ein Ideal in 3 ist, die zweite Gruppe 
A’ bestand aus den Zahlen « der Ordnung [@], die der Bedingung 
(2) N(e«) = 1 (mod m) 

genügten, wenn m und @ natürliche Zahlen bedeuten. 

Nehmen wir an, es sei m ein Primideal oder eine Potenz 
eines Primideals, so können wir @ und m so annehmen, daß die 
Gruppe A’ in der Gruppe A enthalten ist. | 

Denn ist r eine rationale Zahl, so ist, da « der Ordnung 
[9] angehört: 


(3) ee et); 
und wenn @ durch m teilbar ist: 
(4) "= r (mod m), 
also nach (2) und (5) 
r? = 1 (mod m) 
(5) r— VD)(rr+-)=0 (mod m), 


wir nehmen also @ durch m und m durch m teilbar an; dann 
ist nach (5), wenn m, wie wir angenommen haben, ein Primideal 
oder eine Potenz eines solchen ist, entweder 


(6) r=1 odr r=—1 (mod nn), 
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und aus (4) folgt: 

(7) @=+1 (mod nm); 

folglich ist A’ in A enthalten, und nach $ 164, 11. ist also K(A) 
in 8(4A’) enthalten. Da nun nach $ 158 jeder Teilungskörper sich 
aus solchen zusammensetzen läßt, deren Teiler ein Primideal oder 
eine Potenz eines Primideals ist, so folgt: 


6. Der Teilungskörper der elliptischen Funktionen 
ist zurückführbar auf Ordnungskörper und Kreis- 
teilungskörper!). 


'!) Auf anderem Wege ist ein Teil dieses Satzes bewiesen in der Strab- 
burger Dissertation von Daniel Bauer, „Über den Teilungskörper der 
elliptischen Funktionen mit singulärem Modul“. Straßburg 1903. 
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Algebraische Funktionen einer Variablen. 


$ 170. Einleitendes. 


Die Theorie der algebraischen Funktionen einer Veränder- 
lichen ist der Ausgangspunkt der allgemeinen Untersuchungen 
von Abel über die neuen Transzendenten, die seitdem den Namen 
„Abelsche Funktionen“ erhalten haben, und die höchste Ver- 
allgemeinerung der elliptischen Funktionen sind. Die Haupt- 
probleme dieser Theorie sind durch die Arbeiten von Riemann, 
Weierstrass, Glebsch, Brill und Noether zu einem gewissen 
Abschluß gebracht. Insbesondere hat Riemann in der Vor- 
stellung der mehrblätterigen (Riemannschen) Flächen ein durch 
seine Anschaulichkeit außerordentlich wirksames Hilfsmittel für 
die Untersuchung dieser Funktionen geschaffen. 

Alle diese Untersuchungen aber, die sich einerseits auf die 
Funktionentheorie, andererseits, wie beiClebsch, Brill, Noether, 
auf die Methoden der rationalen Algebra (Theorie der Formen 
und Invarianten oder der algebraischen Kurven) stützen, müssen 
immer gewisse Einschränkungen machen, sie müssen gewisse 
„Ausnahmefälle“* ausschließen und sich mit der Behandlung der 
sogenannten allgemeinen Fälle begnügen. Nicht unterworfen ist 
dieser Beschränkung die nach Analogie der Zahlentheorie von 
Dedekind und mir ausgearbeitete Theorie der algebraischen 
Funktionen, von der hier eine Übersicht gegeben werden soll). 


‘) Zur Literatur über algebraische und Abelsche Funktionen sei hier 
erwähnt: Abel, Mem. sur une propriete generale d’une classe tr&s-&tendue 
de fonctions transcendentes (1826 der Pariser Akademie vorgelegt, Werke, 
neue Ausgabe von Sylow und Lie, Bd. I, S. 145). Riemann, Theorie der 
Abelschen Funktionen, Crelles Journ., Bd. 54, 1857, Werke 2. Aufl., Nr. 88. 
Weierstrass, Vorlesungen 1875/76, Werke, Bd. IV. Clebsch, Über die 
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$ 171. Definition der algebraischen Funktionen. 


Eine Variable #9 heißt eine algebraische Funktion einer un- 
abhängigen Veränderlichen z, wenn die beiden Variablen durch 
eine algebraische Gleichung 


(1) F(6,2) — 0 


miteinander verbunden sind. F' bedeutet hierin einen Ausdruck 
von der Form 


(2) F'(0,2) — G00 ade a nee le 
dessen Koeffizienten a, 41, -.., u ganze rationale Funktionen 
von z ohne gemeinschaftlichen Teiler sind. Über die konstanten 
Koeffizienten in diesen Ausdrücken machen wir weiter keine 
Voraussetzung, als daß es reelle oder komplexe Zahlen sind !). 
Wir setzen dabei die Funktion F'(4,z2) in dem Sinne als 
irreduzibel voraus, daß sie nicht in Faktoren zerfallen soll, die 
selbst rationale Funktionen von 9 und 2 sind. 
Jede ganze Funktion @(9,z) läßt sich nach Bd. I, $ 20 
nur auf eine Weise in irreduzible Faktoren zerlegen (abgesehen 
von konstanten Faktoren). Wir sagen, daß die Funktion @ (6,2) 


Anwendung der Abelschen Funktionen in der Geometrie, Crelles Journ., 
Bd. 63, 1864. Clebsch und Gordan, Theorie der Abelschen Funktionen, 
Leipzig 1866. Brill und Noether, Uber die algebraischen Funktionen und 
ihre Anwendung in der Geometrie, Mathematische Annalen VII, 1874. Brill 
und Noether, Die Entwickelung der Theorie der algebraischen Funktionen, 
Bericht der Deutschen Mathematiker -Vereinigung 1894. Appell et Goursat, 
Theorie des fonetions alg&briques, Paris 1895. Über die zahlentheoretischen 
Methoden: Kronecker, Über die Diskriminante algebraischer Funktionen, 
Crelles Journ., Bd. 91, 1881, und: Festschrift zuKummers Doktor-Jubiläum, 
Crelles Journ., Bd. 92, 1881. Dedekind und Weber, Theorie der algebrai- 
schen Funktionen einer Veränderlichen, Crelles Journ., Bd. 92, 1879. Hensel 
und Landsberg, Theorie der algebraischen Funktionen einer Variablen, 
Leipzig 1902. Die Form der Theorie, die im folgenden dargestellt ist, stützt 
sich auf den in Bd. II, $ 153 eingeführten Begriff der Funktionale, die 
in dieser Form bereits in einer von Wellstein angeregten Straßburger 
Dissertation von Rehfeld (1906) zur Behandlung eines speziellen Problems 
der Funktionentheorie angewandt wurden. 

‘) Es würde nirgends eine Lücke bleiben, wenn wir uns dabei auf 
algebraische Zahlen beschränken wollten. Betrachtet man 6, z als 
Cartesische Koordinaten in der Ebene, so stellt die Gleichung (1) eine 
algebraische Kurve dar, und man kann die Theorie dieser Kurven anwenden, 
wie es Glebsch und Gordan und Brill und Noether getan haben. 
Freilich haben dabei nur die reellen Werte dieser Variablen eine wirklich 
anschauliche Bedeutung. 
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dann und nur dann verschwinde, wenn unter ihren irreduziblen 
Faktoren die Funktion F(6,2) vorkommt. Dies ist die Definition 
des Verschwindens, nach der, wenn man ganz korrekt sein wollte, 
eine jede Gleichung @ (0,2) — 0 als Kongruenz nach dem Modul 7 
aufzufassen wäre. Um nicht weitläufig zu sein, wollen wir aber 
diese Ausdrucksweise hier nicht brauchen. 

Wenn wir die Gleichung (1) durch a, dividieren, so erhält 
sie die Form 


(3) fl,2) = "+6,06," - + 5-10 + Du; 
worin die d,, ba, ..., &„n ganze oder gebrochene rationale Funk- 
tionen von 2 sind. 

Das System aller ganzen und gebrochenen rationalen Funk- 
tionen ®(6,z) von 6 und z, in denen der Nenner nicht durch F 
teilbar ist, also nicht verschwindet, hat die Eigenschaft, sich 
durch Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division (außer 
durch 0) zu reproduzieren, und bildet daher einen Körper 
algebraischer Funktionen (Bd. I, $ 146), den ich mit & 
bezeichnen will. 

Der Grad n der irreduziblen Gleichung (2) oder (3), also 
der Gleichung niedrigsten Grades, der 4 genügt, heißt der Grad 
des algebraischen Körpers in bezug auf 6 oder auch der 
Grad von 9. | 

Ist (6) eine ganze Funktion von 4%, deren Koeffizienten 
ganze oder gebrochene rationale Funktionen von z sind, so kann 
man durch Division eine Gleichung bilden: 


96) = FA) Hr), 
worin g(#) und r(0) ebensolche Funktionen wie @ sind, von 
denen jedoch r (6) höchstens vom Grade n — 1 ist. Wegen 
(3) ist dann 
FARBE (0) = r(d). 
Ist 9(6) nicht durch f(0) teilbar, so haben die beiden 


Funktionen keinen rationalen Teiler gemein, und man kann zwei 
Funktionen des Körpers f, (6), 9, (0) so bestimmen, daß 


fh) + (0) y(0) — 1 
wird (Bd. I, 8 6). Da nun (0) = 0 ist, so folgt hieraus: 
(5) 9] (0) —— nn . 


Weber, Algebra. III. 40 
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Man kann also jede gebrochene Funktion von 4 durch eine 
ganze Funktion von 6 ersetzen und erhält so den Satz: 


1. Jede Funktion & des Körpers & läßt sich auf 
eine einzige Weise in die Form setzen: 
(6) He, 
deren. Koefiflzientenen, rn ee TTV LIONATE 
Funktionen von 2 sind. 


Daß dies überhaupt möglich ist, schließt man aus (4) und 
(5); daß es nur auf eine Weise möglich ist, folgt aus der Irre- 
duzibilität von f(6); denn hätte man zwei verschiedene Dar- 
stellungen einer und derselben Größe & in der Form (6), so 
würde ihre Differenz eine Gleichung für 0 von niedrigerem als 
ntem Grade ergeben. 

Wählt man n Funktionen des Körpers & beliebig aus: 


N — 2 > 2 9 _ 28 — ae 
a OH, 


Mm acer) == x” 9 —- a 4 RB at 
mit der einzigen Beschränkung, daß die Determinante 
) 
SI ee 
nicht identisch Null ist, so kann man durch Elimination der 


Potenzen von 9 aus (6) und (7) jede Funktion $ in 2 in die 
Form setzen: 


(8) DE u ae a FIU Dr a IE 


deren Koeffizienten y; rationale Funktionen von 2 sind. 

Ein solches System von Funktionen 7, 73 --„ N" heißt eine 
Basis des Körpers 2. 

Damit ein Funktionensystem 7}, 99, ---, 7" eine Basis von 2 
bilde, ist notwendig und hinreichend, daß keine Gleichung von 
der Form 


Yını + Yana + ‘+ Yun = 0 
bestehe, in der die Koeffizienten %,, Ys, -.-, Y%n nicht sämtlich 
identisch verschwinden. 
So bilden die Funktionen 
l, d, 0°, as Oz 


eine Basis von 2. 
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Der Übergang von einer Basis n,, 9, ..., 7" zu einer anderen 


N 9% --„ Nn geschieht durch eine lineare Substitution: 
(9) (mi Te nn) = L(m; N ++, Na) 
oder kürzer geschrieben 
(10) (m) = Lim), 
worin L die Bedeutung hat 
I; 1:3, 2 ST lv. 
De ala in lar,, 
(11) ie ee 10 (BARTLISAT) 
AS; In,23 N, lan 


Die Elemente I;, dieser Substitution sind rationale Funk- 
tionen von 2. 

Das System (n’) ist dann und nur dann wieder eine 
Basis, wenn die Determinante |ZL| dieser Substitution 
nicht verschwindet. 


$ 172. Normen und Spuren. 


Wählt man zur Darstellung der Funktionen in 2 eine be- 
liebige Basis 1, N, ---, N", so kann man, wenn & eine beliebige 
Funktion des Körpers ist, da die Produkte &n; im Körper ent- 
halten sind, setzen: 


m = Yıılı + Yıana + FU 
aan TE er 


(1) 
an — Yn,ıfı Me Yn,ona + . Yn,n An» 
und daraus erhält man durch Elimination der n: 
Iris: Yı,2» + Yı,n | 
(2) a ker Ya,2 Re +, Yan m 
Yn,ız | Yn,25 are, | 





eine Gleichung, die nach Potenzen von & geordnet, die Gestalt 

erhält: 

(3) DLR NT I ee rel, 

in der d,, ds, ..., d„ rationale Funktionen von 2 sind. Diese 

Koeffizienten sind von der Wahl der Basis n; unabhängig. Denn 

die Gleichungen (1), durch die der Übergang von der Basis n,; 
40* 
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zu der Basis &n, vermittelt wird, können wir nach der Bezeich- 
nung (9), (10) des vorigen Paragraphen so darstellen: 
(4) Em) = Ym)ı 
und demnach ergibt sich durch Übergang zu der Basis nj: 
(m) = LYLT (m). 

Die Funktionen b,, ba, ..., d„ sind also durch die Funktion & 
vollständig bestimmt. 

Die Funktion 
Yı,ı» Yı,»3 »--» Yı,n 


(5) (— 1)" b ek Ya,ı, Y2,23 -*+» Yan 








Yn,ıs Un, ...; Yn,n 
heißt die Norm der Funktion & und wird mit N($) bezeichnet. 
Über sie gelten folgende Sätze: 
1. Wenn & nicht identisch Null ist, so ist N(&) 
von Null verschieden. 
Denn wenn die Determinante des Systems (1) verschwindet, 
so lassen sich rationale Funktionen %,, %s, -.-, Yn, die nicht alle 
verschwinden, so bestimmen, daß 


lyımı nn Ya Na + er == Yan) u 
wird, und dies fordert, da 91, Ns, ..-., 7" eine Basis ist, & — 0. 
2. Ist & eine rationale Funktion von 2, so ist 
ihre Norm die nte Potenz dieser Funktion. 

Denn ist & rational, so reduzieren sich die Gleichungen (1) 
auf die Identitäten &n;, —= &n,.. Es verschwinden also in der 
Determinante (5):alle Glieder mit Ausnahme der Diagonalglieder, 
und diese werden alle gleich &£ Wir drücken diesen Satz durch 
die Formel aus: | 

N (GO) ran 
3. Sind 8,8’ zwei Funktionen in 2, so gilt der Satz 
(6) NEN = NONE) 
Denn ist nach (4): | 
m) = Ya), Cm) = Y'(n), 


Een) = Fl), 
und daraus folgt die Formel (6), weil die Determinante’ einer 
zusammengesetzten linearen Substitution, hier Y Y’, gleich dem 
Produkt der Determinante der Komponenten ist. 


so Ist 
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4. Aus 2. und 3. folgt, wenn & von Null ver- 
schieden ist: 


NON(z) sn 
und daraus für irgend zwei &, &: 
/ N(d) 
7 n(z) N); 
MN NG 
5. Ist { eine unbestimmte oder variable Größe, 


und 9(t) die Funktion, die nach (3) fürt—=$ zu 
Null wird, so ist 
(8) pt) = N — 8). 
Das ergibt sich aus (1) und (2). Denn ersetzt man in (1) 
& durch & — t, so ist dies gleichbedeutend damit, daß man y;; 
durch %;; — t ersetzt und die übrigen %;,. ungeändert läßt. 
Zerlegen wir die Funktion p(t), die eine rationale Funktion 
von t und z ist, in ein Produkt von irreduziblen Faktoren 


9,(f), Pa(t), ... so muß einer dieser Faktoren für = ver- 
schwinden. Sei dies 9, (t), und 
(9) PR +Hr +. ++ 


sei vom Grade e. Es ist dann 9, (&) —= 0 die Gleichung niedrig- 
sten Grades, der & genügt, und aus & leitet man einen Körper 
2, ab, der in 2 enthalten ist und den Grad e hat. Jede Zahl n 
des Körpers 2, kann, und zwar auf eine Art, in der Form dar- 
gestellt werden: 


(10) n=ntmit + nn 
Sei ferner 


(11) Ft tag 0 
die Gleichung niedrigsten Grades mit Koeffizienten in 2,, der 0 
genügt, also f der Relativgrad von 2 in bezug auf 2.. 
Durch die ef Funktionen 
ze 
ER il 


kann jede Funktion des Körpers linear ausgedrückt werden, und 
zwischen ihnen besteht keine lineare Gleichung mit rational von z 
abhängigen Koeffizienten. Denn sonst würde 0 oder & aus einer 
Gleichung von niedrigerem Grade als f oder e entstehen. Dem- 


(12) En (jr 
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nach bilden die Funktionen (12) eine Basis des Körpers 2, und 
es folgt 


(13) Bee, 

Es sind also e und f Teiler von n. 
Bedeutet 

(14) &: 6; . Sr 


eine Basis des Körpers &2,, so bilden die n Größen: 
(15) EAU CEO RE. 0 Bin ER a 
eine Basis von 2. Bildet man die Substitution der e Größen: 


(16) KBHEZIMNE 
so ist | 
(17) a a HN le) 


die Norm von & im Körper 2,, und wenn man die Substitution 
für (88;0,) im Körper 2& mit der Basis (15) bildet, so ergibt sich 
($ < 0%) — Y, 16%) 36 (& 0) see Y, (Gl 
woraus 
(18) N=INf. 
Aus der Substitutionsdeterminante |Y,| leitet man die Funktion 
p,(t) nach der Formel (2) ab, und es folgt also nach (18): 
(19) Nt—)= [MN 
und daraus: 
6. Die Funktion p(t) = N(t — 8) ist entweder 
irreduzibel oder eine Potenz einer irreduziblen 
Funktion. 


Ist der Exponent f dieser Potenz größer als 1, so ist der 
Körper & imprimitiv, 2, ist ein Teilkörper, und & ist ein Körper 
vom Grade f über 2, (Bd. 1, $ 151). 

Itf=1,e=n, so heißt & eine primitive Funktion 
des Körpers 8, und 2, ist mit & identisch. 

Wir kehren zu der Gleichung (2) oder (3) zurück, die, wie 
wir gesehen haben, von der Wahl der Basis unabhängig ist, und 
definieren den Koeffizienten 


(20) — ir — nt nen ee 


als die Spur der Funktion &. Für die Spur ergeben sich aus 
der Definition die folgenden fundamentalen Sätze, in denen &, 8 
irgend zwei Funktionen in 2, und x eine rationale Funktion 
bedeutet: 
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(0) zus 
Ss) ns 
22) sc) =256), 


BEI =ESE) + SÄ) 


Alle Spuren sind rationale Funktionen von 2. 


$ 173. Diskriminanten. 


Ist (n, N23 ---, 1m) = (m) ein System von n Funktionen im 
Körper 32, so sind die n? Spuren S(n:n.) rationale Funktionen 
von 2. Wir definieren als Diskriminante des Systems (n,) 
die Determinante 


(N NM)» S(Nı Na) +. S(Nı nn) | 
DNS Neo (NeN, 
U [U ae DE EN 
(mm m) DM 2) + DM mn) | 
wofür wir auch kürzer 4/(n;) schreiben. 
Wir beweisen den Satz: 

7. Die Diskriminante /(n,) ist dann und nur 
dann von Null verschieden, wenn (n;) eine Basis des 
Körpers & ist. 

Nehmen wir, um ihn zu beweisen, zunächst an, daß I (n;) = 0 
sei. Dann kann man nach einem elementaren Determinanten- 


satz die rationalen Funktionen %,, Ya; ---, Y%n, ohne daß sie alle 
Null sind, so bestimmen, daß 


(2) yı Sm) + Ye I mama) + + m Slam) = 
S[m(Yyım + Yanz ++ mm) = 0 
keszels nen) 


ist. Bedeutet &,, X, ---, &. ein beliebiges System rationaler 
Funktionen, und setzt man 
(3) ha ymTr Thin 

Ant N ++ mm 8 


so folgt aus (2) durch Multiplikation mit x, und Summation: 
(4) Sen). 

Ist nun (n;) eine Basis, so kann & jede beliebige Funktion 
in &, also auch 1/n sein, und dann gibt die Formel (4) das 
widersprechende Resultat S(1) = 0; also kann die Diskriminante 
einer Basis (n;) nicht verschwinden. 
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Um auch das Umgekehrte zu beweisen, nehmen wir an, es 
sei (n,) eine Basis und 
(5) (m) = Am) 
eine lineare Substitution. Das System (n;) ist dann und nur 
dann gleichfalls eine Basis, wenn die Determinante | X| dieser 
Substitution von Null verschieden ist ($ 171). Setzt man nach (5) 

N» = %nıNı T EmaNg tt nn in 
so wird 3 
S(man) = &&n,i ra, D(MiNi), 

und indem man daraus die Determinante bildet: 


(6) A (m 0 00) = | X Am, Mar +) Mm). 

Ist also //(n;) von Null verschieden, so kann |X| nicht ver- 
schwinden und (n;) ist eine Basis. Damit ist 7. bewiesen. 

Aus (6) ergibt sich noch nach der Definition der Norm in 


8 172, wenn man n; —= &n; setzt, und & eine beliebige Funktion 
in 8 ist: 
(7) 46) = NA) 


$ 174. Die Potenzsummen. 


Die Spuren der Potenzen von 0 
(1) 5. = S(6*) 
sind nichts anderes als die Potenzsummen, die nach den 
Newtonschen Formeln berechnet werden können. Da wir aber 
hier nicht von den „Wurzeln“ der Gleichung f(#) = 0 sprechen 
dürfen, die wir noch nicht haben, so müssen diese Formeln direkt 
aus der Definition der Spur abgeleitet werden. 

Ist f(6) = 0 die den Körper 2 definierende Gleichung, so 
setzen wir 


(2) = tt af... + a-ıt + A 
und bilden den Quotienten: 
f&) 


> En ne 
worin | 

No — 1 ade a0 2 En 
Nı = dIun-2 En Unze] „4 A B- On —2, 

Nn—2 = 4, = 0, | 


NAn—ı —= 1. 


(4) 
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Zwischen diesen Funktionen bestehen die Relationen: 


On Du — AnNn—ı5 
dm — No IT An—ıNnn -ız 


(5) On = Nı .r m—2Nn--ı3 


ON — Nn—2 — I Nn-ı 
und die 74 N13 --+ Nn—ı bilden eine Basis von 2, da man durch 
(4) die Potenzen von 6 linear durch die n; ausdrücken kann. 
Ist also & eine beliebige Funktion in 2, so kann man setzen: 


(6) s=ymt Yıflı + Am-ımı 

Wir leiten aus %9, Yı> ---; Y%"n—ı eine Fortsetzung der Reihe 
dieser rationalen Funktionen %Y„, Yn+ı, Yn+2, -.. ab, indem wir 
setzen: 


(7) AnYr + Mm-ı1Yr +1 —+ + QYr4n-ı + Yrtn = 
Kenn 
Dann ergibt sich aus (5) und (6): 
= NN — NıYa + "+ Nn-2%n—ı, 
EN lan Yo Un 1 a dr Ya 1), 
—= YMmHTt yMtı 7°" rm 
und allgemein für ein positives r: 
(8) = yo Tr YrrHıMlı tt Yran-ı ln 
wie man aus (5) und (7) durch den Schluß von r auf r—+1 
leicht bestätigt. Ordnet man diese Summe nach Potenzen von 6, 
so ergibt sich ein Ausdruck von der Form 
(TE OT A nr, 
worin 
%,r = Yrdn—ı + Yr+ılazmaHt > —+ Yrtn-acı 4 Yrıııı 
%,r = YrAn—2 + Yr +1 An —3 — 27 — Yr +n—1 
In—2,r = Yr(ı + Yr +15 
Xn—ı,r = Yr: 
Nach der Definition der Spur [$ 172, (20)]| ist aber 
GE) SI Er rn Aese  t, nl 
= YpMm-ı 4 2 Yyım-2 + 3Yym-3 + + Nyn-ı. 
Will man diesen Ausdruck auf & —= n, anwenden, so hat 
man %, — 1, die übrigen y — 0 zu setzen und erhält 


sm) = +), Sma-)— (na rn)a, 
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und folglich, solange r = n ist, nach (4) mit der Bezeichnung (1): 
12) nn N. = 9 FH "Fu F-ı Ft 5 


und wenn man die Spur von #"f(6) — 0 nimmt: 


(13) I AnSr + An-ı + 4°" GSr4n-ı ES 
Dies sind die Newtonschen Formeln (Bd. I, $ 46). 
Bezeichnen wir mit 


fo = nt"! +- (nn — D)alr?—+.- +2,34 -ı 
die abgeleitete Funktion von f(t), multiplizieren die Gleichung 
(12) mit H9*r="-1 und summieren vnr=0 bs r—=n-—|, 
so folgt: | 


(14) f' (6) — NS MS ee Ne Sn, 

und wenn man für irgend ein positives % die Gleichungen (12) 
mit 4*°="+*—1 multipliziert und noch so viele von den Gleichungen 
(13) hinzunimmt, bis n — r 4 k — 1 anfängt, negativ zu werden, 
so ergibt sich: 


(15) I" f’(O) = N055 + NıSctı 4 Nn—ıSetn—ı. 

Um die Norm von f’(0) zu bilden, hätte man in diesen 
Gleichungen zunächst die Basis 7,, 91, ---, Y"—ı durch die Sub- 
stitution (2) durch (1, 6, #,..., 0*-?) auszudrücken, dann die 
Gleichung (15) für k = 0,1,..,n — 1 zu bilden und die Deter- 
minante dieses Systems zu nehmen. Statt dessen kann man die 
Determinante in bezug auf die n nehmen, und dann mit der 
Substitutionsdeterminante: 


| Un—1ı5 An — 25 ...,;. U]; l 

1 

= 1 
An—2, An—33 ++; l, 0 = ( ir ne > 





12 Ost Hr 0 

multiplizieren. Dadurch erhält man 

EEE 
SEES EINS, | 


In(n+ı) 

16) AFW= CD) 
Sn—1y Sn) +++, S2n—2 
Diese Determinante ist aber nach der Definition der Dis- 
kriminante ($ 173): 
I. SO Fe iz: 

und wir haben also: 

3 n(n +1) 


(17) Nf$)= (1) 4(1,0,®, ..., 0-2). 
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In der Betrachtung dieses Abschnittes haben wir, dem Haupt- 
ziel der Untersuchung entsprechend, die Koeffizienten a,, Aa, -.., Ay 
als rationale Funktionen von z betrachtet. Alles bleibt aber 
vollständig ungeändert, wenn wir für diese Größen irgend einen 
Rationalitätsbereich festsetzen. 


$ 175. Ganze Funktionen von 2. 


Jede Funktion & des Körpers & genügt, wie wir gesehen 
haben, einer Gleichung niedrigsten Grades: 
(1) oa + bw! +02... +, —=(, 
deren Koeffizienten b,, ba, ..., d. rationale Funktionen von 2 sind. 


1. Wenn diese Koeffizienten ganze rationale 
Funktionen von z sind, so heißt ® eine ganze 
algebraische oder kurz eine ganze Funktion von 2. 


Über die ganzen algebraischen Funktionen gelten die näm- 
lichen Sätze, wie über die ganzen Zahlen (Bd. U, $ 149). 


Setzen wır 
(2) NIE ANNE N u a 
so ist, wie wir in $ 172 gesehen haben, 
(3) Nt—o)=g{i) (cef=m 


eine ganze Potenz von @(t). Wenn wir daher N(t — o®) nach 
Potenzen von t ordnen, so werden die Koeffizienten alle wieder 
ganze rationale Funktionen, also insbesondere: 
2. Die Norm und die Spur einer ganzen Funk- 
tion © sind ganze rationale Funktionen von 2. 
3. Eine rationale Funktion von 2 ist nur dann 
eine ganze algebraische Funktion, wenn sie eine 
ganze. rationale Funktion ist. 


Denn ist © — —b rational, oite=1lunddo-+b= 0 
die Gleichung niedrigsten Grades für ©, also © nur dann ganz, 
wenn b ganz und rational ist. 

4. Jede Funktion n in & kann durch Multipli- 
kation mit einer von Null verschiedenen rationalen 
Funktion von z in eine ganze algebraische Funktion 
verwandelt werden. 


Denn jede Funktion 7 genügt einer Gleichung niedrigsten 
Grades: 


(4) bet bit + bu Bber—i0, 
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und wenn man mit 557" multipliziert und d),n = © setzt, so 
erhält man eine Gleichung von der Form (1). 


5. Eine Funktion & des Körpers 3 ist eine ganze 
Funktion, wenn sie irgend einer Gleichung 
(5) U (0) = 0" + ar I’... + 10 + cm —= 0 
genügt, in der GC, Ca -.., m ganze rationale Funk- 
tionen sind, wenn dies auch nicht die Gleichung 
niedrigsten Grades ist. 
Denn ist g(®o) —= 0 die Gleichung niedrigsten Grades für 
o, so muß Y(t) für ein variables t durch pt) teilbar sein. Das 
ist einfach der Inhalt der Gleichung (5). Es ist also 
AO UK AUF 
worin »(t) ebenfalls eine ganze Funktion von ft ist. Wenn nun, 
wie vorausgesetzt, Y(t) ganze Koeffizienten hat, so müssen nach 
einem Satz von Gauss auch die Koeffizienten von p(t) und von 
4(t) ganze Funktionen sein. Vgl. Bd. I, $ 2, 8 20, $ 1481). 
Hieraus ergibt sich der folgende Hauptsatz: 
6. Summe, Differenz, Produkt zweier ganzer Funk- 
tionen in & sind wieder ganze Funktionen. 
Sind nämlich ©’, @” zwei ganze Funktionen in 2, die den 
(lleichungen genügen: 
RE + nat 4 = 0, 
a" + ba IL... + bin _ı0" + bin — 0, 


so bezeichne man mit 


die Produkte 


und mit ® eine der drei Funktionen ®’ + ©’, ©’ ©", dann kann 
man mit Hilfe der Gleichungen (6) setzen: 

009, — 41,10, —+ Bir — Xı,m Om; 
(7) 


Om — m, 10 + + Im, m Om; 





!) Bei diesem Beweis braucht nicht die Zerlegbarkeit der ganzen 
rationalen Funktionen in lineare Faktoren vorausgesetzt zu werden, sondern 
nur die Zerlegbarkeit in irreduzible Faktoren. Man kann also für die 
Zahlenkoeffizienten noch einen beliebigen Rationalitätsbereich festsetzen. 
Wir werden aber in der Folge die Zerlegbarkeit einer ganzen rationalen 
Funktion von z in lineare Faktoren, d. h. den Fundamentalsatz der Algebra, 
doch voraussetzen müssen. 
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wo m = n'n" ist, und die &,, „ ganze rationale Funktionen von z 
sind. Aus (7) ergibt sich durch Elimination der o;: 


X1,1 are 0, X1,25 ...;, Xı,m 

X9,13 %2,2 2% 0, ...,. Xg, m 0 
Te I 

Im,1) Im, 23 snne, Im, m — @® 





und dies ist eine Gleichung für & von der Form (5). 

Durch wiederholte Anwendung dieses Satzes folgt, daß jede 
ganze rationale Funktion von ganzen Funktionen wieder 
eine ganze Funktion ist. 


7. Eine ganze Funktion ® heißt durch eine ganze 
Funktion ®’ teilbar, wenn eine dritte ganze Funk- 
tion @” existiert, so daß 

(8) 0 — 00 
ist. 
Aus dieser Definition ergibt sich ohne weiteres: 

Ist © teilbar durch o’ und w’ teilbar durch »”, so 
ist auch & durch @” teilbar. 

Sind ©’ und ®” durch o teilbar, so ist auch ©’ + @” 
durch o teilbar. | 

Sind @,, ©, @3, ... durch o teilbar und @/, ®, @s, ... 
beliebige ganze Funktionen, so ist auch 

9, m + 9,0; — + 


durch o teilbar. 


$ 176. Minimalbasis und Körperdiskriminante. 


Da man jede Funktion des Körpers & durch Multiplikation 
mit einer ganzen rationalen Funktion in eine ganze algebraische 
Funktion von z verwandeln kann, so gibt es auch Körperbasen, 
die aus ganzen Funktionen bestehen (z. B. nach der Bezeich- 
nung in $ 171, (2) die Potenzen von a, 0). 

Ist nun 
(1) N en 
eine solche aus ganzen Funktionen bestehende Basis, so ist jede 
in der Form 


(2) 0 —= %0 4 20 +4: 4 2,0, 
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enthaltene Funktion, wenn die %,, Ig5 --., 2, ganze rationale 
Funktionen sind, eine ganze Funktion in 2. Es ist aber nicht 
gesagt, daß auch umgekehrt in der Form (2) mit ganzen Koeffi- 
zienten x; alle ganzen Funktionen in 2 enthalten sind. 
Gibt es also ganze Funktionen in der Form (2), in der die 
x; nicht alle ganze rationale Funktionen sind, so können wir eine 
ganze Funktion finden: 
4,091 7 909 4 ‘+ un 
2 — Cc ; 
in der die x; ganz und nicht alle durch z2— c teilbar sind. 
Reduzieren wir die x, auf ihre konstanten Reste (nach 2 — ec), 
so ergibt sich eine ganze Funktion ® in der Form: 


C, ®©] _ 0 — .. 0,0 
2 C ? 


(3) — 





ww 


in der die Konstanten «,, Ca, ..., © Jedenfalls nicht alle ver- 
schwinden. Ist etwa c, von Null verschieden, so können wir o, 
durch ©, @3, ..., ©, ausdrücken und erhalten eine neue ganz- 
zahlige Basis von 2: 


(4) OD 
Für die Diskriminante ergibt sich aber nach $ 173, (6) die 
Beziehung: 


2 
(5) (0, 0%... 0) = er 

Beide Diskriminanten sind ganze rationale Funktionen von 2, 
aber die Diskriminante der Basis (4) ist von niedrigerem Grade 
als die Diskriminante der Basis (1). 

Wenn wir auf diese Weise fortfahren, den Grad der Dis- 
kriminante zu erniedrigen, müssen wir schließlich zu einer aus 
ganzen Funktionen bestehenden Basis ®,, @,, ..., ©, kommen von 
der Eigenschaft, daß in der Form (2) mit ganzen rationalen «, 
alle und nur die ganzen Funktionen in & ausgedrückt sind. 


10 N) 


8. Definition: Eine ganzzahlige Basis @,, @, ..., @, 
des Körpers & heißt eine Minimalbasis, wenn in der 
Form 

(6) = %0, 440 +: Xu0 
mit ganzen rationalen %, &, -..., m alle ganzen 
Funktionen des Körpers & darstellbar sind. 
Eine solche Minimalbasis existiert also immer. 
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9. Ein aus einer Minimalbasis ®,, ®,, -.., @, ab- 
geleitetes System ganzer Funktionen 


(7) 0, ——= Ky,1 9] — Xy,2 09 = piE + Lynn On, 
Bl, 2 
ist dann und nur dann eine Minimalbasıs, wenn die 
Determinante 
(8) a PN 
eine von Null verschiedene Konstante ist. 


Denn hat diese Determinante, die eine rationale Funktion: 
von 2 ist, einen Linearfaktor z — c, so kann man die Konstanten 


C13 €93 --+, Cn So bestimmen, daß die n ganzen rationalen Funk- 
tionen 

C1 X,» —+ C9 Ka, v E= u _ Cn %n,v 
durch z — e teilbar werden, ohne daß alle c,;, verschwinden. 


Dann ist aber 
ca + 9@ + -- + my 
2 —C 
eine ganze Funktion, und ®@/, @, ..., @„ keine Minimalbasis. 
Für die Diskriminante erhält man aus (7) nach $ 175, (6) 


(9) AO Br BI (min Meta e). 
Daraus folgt: 


10. Die Diskriminante einer Minimalbasiıs ist, von 
einem konstanten Faktor abgesehen, von der beson- 
deren Wahl der Basis unabhängig. 


Die Diskriminante einer Minimalbasis hat unter allen Diskri- 
minanten aus ganzen Funktionen gebildeter Basen den niedrig- 
sten Grad (daher der Name Minimalbasis). Es ist eine durch 
den Körper selbst, abgesehen von einem konstanten Faktor, 
eindeutig bestimmte ganze rationale Funktion von z. Sie wird 
daher auch die Diskriminante des Körpers 2 genannt und 
mit 27(2) bezeichnet. 
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Funktionale. 


$ 177. Rationale Funktionale. 


Wir übertragen nun den Begriff des Funktionals, der uns im 
17. Abschnitt des zweiten Bandes zur Begründung der Theorie 
der algebraischen Zahlen gedient hat, auf die algebraischen Funk- 
tionen. 

Wir adjungieren also dem Körper & beliebige Variable und 
rechnen damit nach den Regeln der Buchstabenrechnung. Es 
entsteht so’ ein erweiterter Körper &, dessen Elemente Funk- 
tionale heißen. Der Körper & selbst heißt der Funktional- 
körper. Die Variablen sind hier nicht im Sinne der Analysis 
als Zeichen für veränderliche Zahlen, sondern als bloße Rechnungs- 
symbole aufzufassen, und sind wohl zu unterscheiden von den 
Variablen z, 9 des Körpers 2&. Wir wollen diese Hilfsvariablen 
die Funktionalvariablen nennen. 

Aus dem Körper Z der rationalen Funktionen von 2 entsteht 
durch Adjunktion der Variablen der Körper Z der rationalen 
Funktionale. 

Eine ganze rationale Funktion der Variablen: 


DUO, A) 


mit ganzen rationalen Funktionen von z als Koeffizienten heißt 
eine ganze Funktion in Z. Der größte gemeinschaftliche Teiler 
der Koeffizienten von ® heißt der Teiler der Funktion, und 
die Funktion heißt primitiv, wenn die Koeffizienten keinen ge- 
meinschaftlichen Teiler haben. Die primitiven rationalen Funk- 
tionen und ihre Quotienten werden auch Einheiten im Körper 
Z genannt. 
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_ Die Quotienten ganzer Funktionen in Z sind die Funktionale 
in Z. Jedes Funktional 4 in Z kann in die Form gesetzt 


werden: 

(1) A-g=ıup=ak, 

worin ®,, ®,, E,, E, ganze Funktionen in / sind, darunter die Ein- 
heiten E,, E,, und E ist eine Einheit in Z, die sich als gebrochene 
Funktion darstellt. «a ist der Quotient der Teiler von ®, und ®,, 
also eine ganze oder gebrochene rationale Funktion von 2. 

Die Funktionen a und E in der Formel (1) sind durch 4 
völlig bestimmt, abgesehen von konstanten Faktoren, die hier 
die Rolle der numerischen Einheiten spielen. Wir wollen « 
die „Absolute“ von 4 nennen. Es gilt dann der Satz: 


1. Die Absolute eines Produktes ist gleich dem 
Produkt der Absoluten der Faktoren, 


und wir definieren: 
2. Ein rationales Funktional heißt ganz, wenn 
seine Absolute eine ganze Funktion von 2 ist. 


Aus 1. folgt, daß das Produkt zweier ganzer Funktionale in 
Z wieder ein ganzes Funktional ist. Dasselbe folgt auch für die 
Summe und Differenz zweier ganzer Funktionale A,, 4, in Z. 
Setzen wir nämlich: 





_ E — N 
A=45; A, = Eu 
_ — an et205. 0 
Be 


worin 4,, ad, ganze rationale Funktionen von z sind; E, £, E 
ganze Einheiten, so ist die Absolute von A, + 4, der Teiler der 
ganzen Funktion a, #, + a, E,, also auch eine ganze Funktion 
von z. Also gilt der Satz: 

3. Summe, Differenz und Produkt zweier ganzer 
Funktionale in Z sind wieder ganze rationale Funk- 
tionale. 

Alle Einheiten und deren Reziproken sind nach der Definition 
als ganz zu bezeichnen. Ist die Absolute eines ganzen rationalen 
Funktionals 4 linear (= 2 — c), so heißt A ein rationales 


Primfunktional oder ein Primfunktional in Z 
Weber, Algebra. III, 41 
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4. Jedes ganze rationale Funktional läßt sich 
in Primfaktoren zerlegen und zwar, von Einheits- 
faktoren abgesehen, nur auf eine Weise. 

Ist ein Produkt von ganzen Funktionalen in Z 
durch ein Primfunktional teilbar, so ist wenigstens 
einer der Faktoren durch dieses Primfunktional 
teilbar. 


$ 178. Funktionale des Körpers 2. 


Ein Funktional des Körpers & ist ein Ausdruck von der 
Form: 
(1) Te EEE ae 
wo 9 die den Körper 32 erzeugende algebraische Funktion ist, 
und %o, Zr «--; &%n—ı rationale Funktionale sind. © ist nur 
dann — 0, wenn alle Koeffizienten &,, %, ---, &"—ı verschwinden. 
Jedes Funktional, das in bezug auf 9 von höherem als dem 
(n— 1)ten Grad ist, kann durch den Rest der Division durch f(9) 
ersetzt, also auf den (n—1)ten Grad reduziert werden, und der 
(Juotient zweier Ausdrücke (1), in der der Nenner nicht — 0 ist, 
kann wie in $ 171, 1. auf die Form (1) gebracht werden. 
Nimmt man eine beliebige Basis 


9] 09, ER [Ko Pr 
des Körpers 2, so kann ® auch in die Form 
(2) EU MIT Inn 
gesetzt werden. Wendet man dies auf die Produkte ®o, an 
und setzt 
(3) 9: = 10 4 W294 Zunn 
worin die %;„ rationale Funktionale sind, so ergibt sich für © 
eine Gleichung: 








2,17 9, x1,2 ... %ı,n 
X 5,1 X, — 0, ..., 8, 
(4) J e ) ) n en 0, 
Ca: Cn,2 sis, 0 Inn = 0 | 
also: 
5. Jedes Funktional in 2 genügt einer Gleichung 
(5) p (©) —=(, 


worin 


(6) 9 =r+ Ann + An. 44, 


s 179. Ganze Funktionale des Körpers 2. 643 


eine rationale Funktion nten Grades von t ist, deren 

Koeffizienten 4,, Aa, ..., 4„ Funktionale des Körpers 

Z sind. 

Wir definieren die Norm und die Spur des Funktionals wie 
ITS 2% | 


%ı,15 %1,2 ey «ı,n 
(7) ee Fr 
ns RO ...,; ER 
(8) (0) = %,1 —+ X2,9 — ı - are 


und die Sätze $ 172, (6) und (21) gelten unverändert auch von 
den Normen und Spuren der Funktionale. 

Es ist dann, wie in $ 172, (8), 
(9) pl) = N — 0), 
und die Diskriminante eines Funktionalsystems ist wie in 
$ 173, (1) erklärt, und wenn das Funktional © in einem in & ent- 


haltenen Körper eten Grades 2, enthalten ist, so genügt ® einer 
Gleichung eten Grades go, (t) = 0. Wie in $ 172, (19) wird be- 


wiesen, dab 
II 
eine Potenz von 9, (f) ist. 


$ 179. Ganze Funktionale des Körpers 2. 


6. Definition. Ein Funktional © in 2 heißt ganz, 
wenn es einer Gleichung: 

) F)= nt Amn4t. +20 4-0 
genügt, deren Koeffizienten A,,..., 4, ganze ratio- 
nale Funktionale sind. 

Aus dem Gaussschen Satz (Bd. I, $ 2) folgt, da man nach 
$ 177 die Primfaktoren in Z kennt, daß, wenn Ft) in Z reduzibel 
ist, auch jede in F'(t) aufgehende Funktion ganze Koeffizienten 
hat, insbesondere also auch die Gleichung niedrigsten Grades 
p(®) — 0, der ® genügt. 

Die notwendige und hinreichende Bedingung für ein ganzes 
Funktional ® ist also die, daß 

N(t — 0) 
bei Ordnung nach Potenzen von t ganze rationale Funktionale zu 
Koeffizienten hat. 
41* 
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Wie in 8 175 beweist man die Sätze: 

7. Summe, Differenz, Produkt von ganzen Funk- 
tionalen in 2X sind wieder ganze Funktionale. 

8. Ist © ein ganzes Funktional in 2 nach der Defi- 
nition 6. und zugleich rational, so ist es ein ganzes 
Funktional in Z (nach der Definition 2.). 

9. Ist © ein ganzes Funktional in 2, so ist N (o) 
ein ganzes Funktional in Z, und die Absolute von 
N(o) heißt die „absolute Norm von ®“. 


Die absolute Norm von © ist also eine Funktion in Z. 
Bezeichnen wir die absolute Norm mit N, (@), so gilt der Satz: 


(2) N.(#%) — N,(@)N.(@). 


$ 180. Teilbarkeit von Funktionalen. Einheiten. 


Es sind nun die Sätze von Bd. II, $ 155 mit ganz geringen 
Modifikationen, auf die im folgenden aufmerksam gemacht ist, zu 
wiederholen. Zur Vereinfachung des Ausdruckes sollen hier mit 
den kleinen griechischen Buchstaben ganze Funktionale in 2, mit 
den kleinen lateinischen Buchstaben ganze Funktionale in Z be- 
zeichnet sein. Dann haben wir: 


1. Definition: Wenn ß von Null verschieden ist, 
so heißt x durch ß teilbar, wenn @0/ß —=y ein ganzes 
Funktional in & ist. 

2. Sind &,n,... beliebige ganze Funktionale in 2 


und &, ß,... durch Ö teilbar, so ist auch 


5% TB 
durch Ö teilbar. 

3. Definition: Ein ganzes Funktional g, dessen 
Reziprokes l/e ganz ist, d. h. ein Teiler der Zahl 1 
heißt eine Einheit in 2&. Eine Einheit ist Teiler 
eines jeden ganzen Funktionals. Produkt und Quo- 
tient zweier Einheiten sind wieder Einheiten. 

4. Zwei ganze Funktionale «, ß, die gegenseitig 
durcheinander teilbar sind, heißen assoziiert. Ihr 
Quotient «/ß = e ist eine Einheit. Zwei Funk- 
tionale « und «gs sind assoziiert. 

5. Ist & teilbar durch ß, so ist jedes mit « asso- 
ziierte Funktional teilbar durch jedes mit ß asso- 
ziierte Funktional. 
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6. Sind zwei ganze Funktionale mit einem dritten 
assoziiert, so sind sie auch untereinander assoziiert. 
7. Die Norm N(e) ist durch « teilbar. 


Dies folgt aus der Gleichung (6), $ 178: p(«) —= 0, deren 
letzter Koeffizient 4, = +N(e) ist. Denn danach ist: 
ENG) =Jaler I 4 or? Er ZEN: 

8. Ein ganzes Funktional, dessen absolute Norm 
eine Konstante ist, ist eine Einheit, und umgekehrt 
ist die absolute Norm einer Einheit & eine von Null 
verschiedene Konstante. 


Denn wenn & eine Einheit ist, so sind 
1 1 
ganze Funktionale in Z; folglich N(e) eine Einheit in Z. Um- 
gekehrt ist N(e) durch & teilbar, also, wenn N(e) eine Einheit 
in Z ist, & ein Teiler von 1, d. h. eine Einheit. 


9. Es gibt ganze rationale Funktionen von 2, z.B. 
die absolute Norm von «, die durch « teilbar sind. 
Ist « eine durch « teilbare ganze rationale Funk- 
tion von 2 von möglichst niedrigem Grade, so ist 
jede andere durch « teilbare ganze rationale Funk- 
tion von 2 durch a teilbar. 


$ 181. Größter gemeinschaftlicher Teiler. 


Sind «, ß,.... ganze Funktionale in & und x, y, .... Variable, 
die in &,ß, ... nicht vorkommen, so ist 


(1) = artßyt-- 
nach $ 180, 2. ebenfalls ein ganzes Funktional, und zwar ist Ö 
teilbar durch jeden gemeinsamen Teiler von «, ß,... Sind 


%o, Yo, -.. beliebige ganze Funktionen oder Funktionale in Z, so 
ist, wie jetzt bewiesen werden soll, 

(2) an thnt- 

durch Ö teilbar. Denn bezeichnen wir die absolute Norm von Ö 
mit D, so ist 

(3) | NINE 

und E(&, y, ...) ist eine Einheit in Z, zugleich aber eine ganze 
homogene Funktion der Variablen z, y, .... 
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Bedeutet t eine neue Variable, so ist 
N($6t — d,) = DE(&t — X, Yi — Ya --.): 


also, wenn man nach absteigenden Potenzen von t ordnet und 
den Faktor N(6) —= DE beiderseits forthebt: 


9 R-)=r4+ Grm 4m 


worin 0), 0, ... keinen anderen Nenner als E haben, und 
folglich ganze Funktionale in Z sind. Demnach ist nach der 
Definition $& 179, 6. auch d,:Ö6 ein ganzes Funktional, wie be- 
wiesen werden sollte. 

Demnach erhalten wir folgende Definitionen: 

1. Das Funktional d = 8x —+ ßy-+H- --- und jedes 
mit öÖ assoziierte Funktional ist der größte gemein- 
schaftliche Teiler von &, ß, ... 

2. Ist «x + ßy eine Einheit, so heißen « und ß 
teilerfremd oder relativ prim. Gibt es Funktionale 
&,n, für die a&-+ ßn eine Einheit ist, so sind «&, B 
relativ prim. 

3. Ist & relativ prim zu ß und zu y, so ist es 
auch relativ prim zu ßy. 


Denn nach Voraussetzung sind 
e= 0x7 ßy & =ovu- Pv 
Einheiten (x, y, u, v neue Variablen). 
a(uus + yoa+ Buy) + Brey= ea, 
also nach 3. & und ßy relativ prim. 
4. Ist & relativ prim zu ß und «u durch ß teilbar, 
so ist u durch ß teilbar. 
Denn aus der Voraussetzung folgt: 
aux Puy= en, 

woraus, da & eine Einheit ist, sich der Beweis ergibt. 


$ 182. Primfunktionale in &. 


1. Definition. Ein ganzes Funktional x in 2 heißt 
ein Primfunktional, wenn es keine Einheit ist und 
außer durch die Einheiten nur durch die mit ihm 
assoziierten Funktionale teilbar ist. 
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Daraus folgt: 


2. Ist ein Produkt «ß durch # teilbar, so ist 
wenigstens einer der beiden Faktoren, « oder ß, 
durch x teilbar. 


Denn ist weder & noch ß durch x teilbar, so sind beide 
relativ prim zu x und nach $ 181, 3. ist x auch relativ prim 
zu &ß. 

3. Jedes von Null verschiedene ganze Funktional 
© ist durch ein Primfunktional teilbar. 


Denn ist ® nicht selbst ein Primfunktional, so ist es durch 
ein von @ verschiedenes Funktional & teilbar. Ist 
oO =" 
so Ist © keine Einheit und 
Nnp EN all: 

Die hier vorkommenden absoluten Normen sind ganze Funk- 
tionen in z und der Grad von N,(®') ist kleiner als der Grad 
von N.(o»). Ist ®©’ noch kein Primfunktional, so kann man so 
fortfahren und muß schließlich auf einen Primfaktor x von ® 
kommen. 

In dieser Weise schließt man weiter wie in Bd. I, $ 158, 
wobei nur an Stelle der dort benutzten Größe der ganzen ratio- 
nalen Zahlen hier die Höhe des Grades ganzer rationaler Funk- 
tionen der Variablen z tritt. So erhält man auch die Sätze: 


4. Jedes ganze Funktional © in 2, das keine 
Einheit ist, läßt sich in eine endliche Anzahl von 
Primfaktoren zerlegen, und zwar nur auf eine Weise, 
wenn assoziierte Funktionale als nicht verschieden 
betrachtet werden. 


Im folgenden müssen wir von dem Satz Gebrauch machen, 
daß eine ganze rationale Funktion von 2 mit numerischen Koeffhi- 
zienten in lineare Faktoren zerlegbar ist, mit anderen Worten, 
wir müssen den Fundamentalsatz der Algebra von der Wurzel- 
existenz voraussetzen. Es folgt daraus zunächst: 

5. Die ganze rationale Funktion von 2 niedrig- 
sten Grades, die durch ein Primfunktional x teilbar 

ist, ist eine lineare Funktion 2 — c. 

Nach $ 180, 9. gibt es überhaupt ganz rationale Funktionen 
von 2, die durch x teilbar sind. Zerlegt man eine solche Funk- 
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tion in lineare Faktoren, so muß nach 2. einer dieser Linear- 
faktoren durch z teilbar sein. Es können nicht zwei verschiedene 
Linearfunktionen z — c und 2 — c’ durch dasselbe x teilbar sein, 
weil sonst die von Null verschiedene Konstante ce — c’ durch z 
teilbar wäre. 


6. Jede ganze Funktion » in & ist nach dem Mo- 
dul x mit einer Konstante db kongruent, d. h. man 
kann die Konstante 5b so wählen, das © — 5b durch x 
teilbar wird. 


Denn die Funktion ® genügt nach S 175 einer Gleichung: 
or aan... + 19 + m 0, 
worin die 4, ..., d„ ganze rationale Funktionen von z sind. Sind 


a’, ..., du die Reste dieser Funktionen bei der Teilung durch 
2 — c, also Konstanten, so folgt: 


or -aPoar It... mo tan =0 (mod m), 
und wenn man die Funktion auf der linken Seite in Linear- 
faktoren zerlegt: 
(1) (a — b) ( —b)(® —b"').-=0 (mod m). 
Es muß also wenigstens einer dieser Linearfaktoren durch x 
teilbar sein, was zu beweisen war. 

Aus der nachgewiesenen einwertigen Zerlegbarkeit der Funk- 
tionale in Primfaktoren ergeben sich weitgehende Folgerungen, 
von denen die wichtigsten hier angeführt werden sollen. 

Wenn in einem Funktional g des Körpers Q eine gewisse 
Anzahl der Hilfsvariablen, x, y,...., nur im Zähler vorkommen, 
so möge 

y—= yMm N ...) 
eine holomorphe Funktion von &, %,... heißen. Von denen 
gilt der Satz: 


7. Eine holomorphe Funktion ist nur dann ein 
ganzes Funktional in 2, wenn die Koeffizienten der 
geordneten Funktion @ ganze Funktionale sind. 


Es genügt offenbar, den Satz für holomorphe Funktionen 
einer Variablen 


(2) pP = arp + rip + 2 pm-ı + Pm 
nachzuweisen, weil er daraus durch vollständige Induktion allge- 
mein bewiesen werden kann. 

Dieser Beweis ergibt sich aber aus dem Gaussschen Satz: 
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Haben zwei holomorphe Funktionen 


%— Ma 0 ar re 0, 
! TE ul FE a Zn Zee Een 2 
ein Produkt 


a a u 

dessen Koeffizienten ganze Funktionale sind, so können die Y,, 
Yır +: Yn+r nur dann alle durch ein Primfunktional x teilbar 
sein, wenn entweder alle &, &, ..., &%, oder alle Po, Bu ---, Pr 
durch x teilbar sind, was ganz so bewiesen wird, wie in Bd. 1, 8 2. 

Wenn nun (2) ein ganzes Funktional ist, ohne daß 99, 91, ---; Pm 
ganz sind, so kann man ein ganzes Funktional u und darin einen 
Primfaktor x so bestimmen, daß 


(3) L=UPp = mE + 0,01 ten Om, 
durch x teilbar ist, &, 0%, ..., &) aber nicht alle durch x teilbar 
sind. 


Ist nun @ ganz, so genügt es einer Gleichung: 
(4) Ego" — 4; Ei, Del — dig Es ee —- u _— Am Pu 
und daraus durch Multiplikation mit u”: 


(5) Ex” = u(a, Ey"! + a Eu”? + am En) 

worin die @,, Ag, ... ganze Funktionen in Z, die E, E,,..., En 
Einheiten in Z sind. Die Einheiten E, E,,..., E„ können zwar 
x noch enthalten, können aber holomorph angenommen werden. 
Ördnen wir rechter Hand und linker Hand von (5) nach x, so 
sind die Koeffizienten von E# nicht alle durch x teilbar. Ebenso 
sind nach dem erwähnten Satz die Koeffizienten von xy” nicht 
alle durch x teilbar, während auf der rechten Seite alle Koeffi- 
zienten den Faktor u, also auch den Faktor x haben. Das ist 
unmöglich und damit unser Satz bewiesen (Bd. II, $ 159). 


8. Ein holomorphes ganzes Funktional g ist der 
größte gemeinschaftliche Teiler aller seiner Koeffi- 
zienten. 


Sind «&, ß,... die Koeffizienten von p, so Ist @ jedenfalls 
durch den größten gemeinschaftlichen Teiler von «, ß,... teilbar. 
Zerlegen wir eine Linearfunktion 2 — c in ihre funktionalen Prim- 
faktoren, so können wir in diesen Primfunktionalen x die Variablen 
beliebig bezeichnen, und da jedes Primfunktional in einem 2 — c 
aufgehen muß, so können wir darin die Variablen von den Vari- 
ablen x, y,... in g verschieden annehmen. Demnach können 
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wir ein von den 2, %,... freies, mit @ assoziiertes Funktional 
ı® — Ep bestimmen. Da dann @/Y ganz ist, so müssen nach 7. 
die Koeffizienten von @ alle durch %, und folglich auch alle 
durch 9 teilbar sein. Was zu beweisen war. 

Damit ist zugleich bewiesen: 


9. Ein holomorphes ganzes Funktional geht in 
ein assozilertes über, wenn die Varıablen anders 
bezeichnet werden. 


10. Jedes Funktional © in & geht durch Multi- 
plikation mit einer Einheit in Z in ein holomorphes 
Funktional über. 

Denn man kann zunächst ® als Quotienten zweier ganzer 


holomorpher Funktionale 
BE 


p 

darstellen. Setzt man N(p) = py', so ist, wie die Formel (4) 

zeigt, in der „En —= &N(p) ist, @' mit einem holomorphen 

Funktional assoziiert, und es folgt: 
/ 

(6) En © ee -, 

ll. Zu einem ganzen Funktional © kann man ein 
zweites u so wählen, daß u durch beliebig gegebene 
Primfunktionale z,,%,,... nicht teilbar wird, und dab 

(7) ou — u 
eine Funktion in 2 wird. 





Man stelle © nach 10. durch ein holomorphes Funktional @ 
dar. Dessen Koeffizienten sind nach 8. alle durch ®, aber nicht 
alle durch or, teilbar. Es gibt also eine Funktion &,, die durch 
©, aber nicht durch oz, teilbar ist. 

Nun setze man: 

0 EEE OPEL SE ITS 
und bestimme: 
%, teilbar durch @,, nicht teilbar durch ®, 7, 
0%9 „ 2» 05 9» 2) n) 0,75, 
O3 ” 2» DB, D) 2) 0; Tz. 


Dann genügt 
own + +04 .-- 


den Forderungen des Satzes 11. 
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12. Jedes ganze Funktional © ist der größte ge- 
meinschaftliche Teiler zweier Funktionen «, ß in 2. 


Um dies zu beweisen, nehmen wir & — @u, teilbar durch ©, 
dann ß teilbar durch ® und ß:» relativ prim zu u; dann ist 
o—axr - Py 
der größte gemeinschaftliche Teiler von & und ß. 


$ 183. Basen und Basisformen der Funktionale. 


Es sei jetzt 


(1) Da. 05 
eine Minimalbasis des Körpers 2 ($ 176) und 
(2) Oyy &y, 0 On 


eine andere Basıs von 2. Die lineare Substitution, durch die 
die & mit dem ® zusammenhängen, sei: 


(3) Og — Fa,:o;, 
worin die a,; ganze Funktionen in Z sind, deren Determinante 
(4) Ara ll Aalaıır Alm, m 
nicht identisch verschwindet. Sind 4, fa, ..., t„ Variable, so ist 
(5) = Mb + Ola + + Omen 
der größte gemeinschaftliche Teiler von &,, &s, ..., &. 

Setzt man für t,, ta, ..., „ ganze Funktionen in Z, so ent- 


stehen aus A ganze Funktionen in 2, die alle durch A teilbar sind. 


lsManenenntvAveines Basısformzund a, der... 0% 
eine Basis des Funktionals A, wenn man alle durch 
A teilbaren Zahlen in & dadurch erhält, daß man 
für ft, ganze Funktionen in Z setzt. 


Bilden die «; eine solche Basis, so kann man ganze Funktionen, 
g%, in Z, so bestimmen, daß 


(6) 0,@,; — 2, 0%; 
wird. 

Daraus folgt: 
(7) sun 
wenn | 


(8) ' us = ZW, 
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gesetzt ist, und indem man für &, in (7) die Ausdrücke (3) sub- 
stituiert: | 
(9) 10, = 2,80: 
Nach der Definition der Norm ($ 172) ist also N(A) die 
Determinante aus den Koeffizienten 
2 As,i bs, r) 


und diese kann man nach dem Multiplikationssatz der Deter- 
minante in 


(10) NAT 
zerlegen, worin A die Bedeutung (4) hat, und 7’ die Determinante ist: 
(11) Me DR RE EP 


Hierin ist 7 eine homogene Funktion nten Grades der t,, 
deren Koeffizienten ganze Funktionen in Z sind. A ist selbst 
eine ganze Funktion in 2. Man beweist nun wie in Bd. II, S 164, 
daß T eine Einheit ist. Wäre das nämlich nicht der Fall, so 
hätte 7 irgend einen Linearfaktor 2 — c, und man könnte 
nach einem elementaren Determinantensatz holomorphe ganze 
Funktionale y; in z, die nicht alle durch z2— c teilbar sind, so 
bestimmen, daß 

U = Yıtsı ir 7 + Ynlan 
durch z2— ec teilbar wird (man kann den y; sogar konstanten 
Koeffizienten geben, da man sie auf ihre Reste nach z2— c redu 
zieren kann). 

Setzt man nun 


= 9Yı + Ya + + OnYm 
so folgt aus (7) 


AO — Ur 4 glg — + —+ 0% Uns 
und daraus folgt, weil die «,; durch A, die «, durch 2—.c teilbar 
sind, daß © durch z2—c teilbar ist, was der Definition der 
Minimalbasis widerspricht. Demnach ergibt sich aus (10), daß A 
die absolute Norm des Funktionals A ist: 


(12) N 1A) Ze Ze due 
Für ein Primfunktional x können wir leicht eine Basis finden. 


Es können nicht alle Elemente ®,, ®,, ..., @, einer Minimalbasis 
durch x teilbar sein, weil ja durch die Linearform 


(13) 90= 0, +4 %0 + :-—+ non 
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auch die Funktion „1“ darstellbar sein muß. Nehmen wir an, 
@, sei nicht durch x teilbar. Nach $ 182, 6. gibt es Konstanten 


C13 €93 ++, €n, deren erste unbeschadet der Allgemeinheit — 1 
angenommen werden kann, die den Bedingungen: 
Or Se mg lH en 0 —,C. (mod 7) 
genügen. Wir setzen: 
4, = (2 — c) 0,, 
%o = 0 — 60 
(14) 2 2 2421) 
On — On -— Cn 0]. 


Daß dies eine Basis von ist, ersieht man sofort, wenn man 
die Funktion (13) so darstellt: 
(5) 0 =, +. mm + (&ı + &% tt nn); 
da &, ..., & durch x teilbar sind, so kann ® nur dann durch 
x teilbar sein, wenn die ganze Funktion in Z: 

% 59% 4°" nn 
durch (2 — ec) teilbar und folglich © durch die Formel (5) dar- 
stellbar ist. Hiernach ergeben die Formeln (10) und (14): 
(16) N (7) =. 9a 
also den Satz: 
2. Die absolute Norm eines Primfunktionals ist 

eine lineare Funktion von 2. 

Dieser Satz bedeutet einen wesentlichen Unterschied zwischen 
den Theorien der Zahlen und der Funktionen. In der Zahlen- 
theorie gibt es Primideale verschiedener Grade, deren Norm eine 
Potenz einer Primzahl ist. In der Theorie der Funktionen haben 
wir nur Primfunktionale ersten Grades. Dies rührt daher, daß 
wir vermöge des Fundamentalsatzes der Algebra jede ganze 
Funktion einer Variablen nach dem Modul x in lineare Faktoren 
zerlegen können. 

Die Zahl der Primfaktoren, in die (2 — ec) zerfällt, ist hier- 
nach n, da N(2 —c) = (2 — 0)" ist. 

Fassen wir die untereinander gleichen Primfaktoren in 
Potenzen zusammen, so ist 


2} 2 — c = entnen®.., 
worin 
(18) H—earr en et 


wo & eine Einheit ist. 
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$ 184. Basisform und Verzweigungsfunktional. 


Unter der Basisform des Körpers 2 wollen wir die Linear- 
form verstehen: 


(1) Tr—= 09h 4 8b +. Ontas 

in der £,, ta, .... 4. die Funktionalvariablen sind, und deren Koeffi- 
zienten ®,, @g, ... @, eine Minimalbasis von & bilden. Diese 
Form ist der größte gemeinschaftliche Teiler von @,, ®5, ..., @n 
und folglich eine Einheit. Aus r kann man alle ganzen 
Funktionen in 2 ableiten, indem man für die Variablen ?,, 
by, + in ganze Funktionen in Z setzt. 

Setzen wir 


2) FÜ = Nlt—ı) = Mr —+ Alt! .. + An-ıt + An 
so sind die A,, As, ..., An holomorphe ganze Funktionale in 
Z, und r genügt der Gleichung nten Grades: 
Ist x ein Primfunktional und 
Na) =2— ec, 
so kann man nach $ 182, 6. die Konstanten &, Ca, ..., m Aus 
den Kongruenzen 


(4) 9 =Enmym  Ely. 3 mem (mod m) 
bestimmen, und wenn man 
(5) nn —=ahr abet: ontn 


setzt, so ist „ ein konstantes Funktional, und r — ı, ist 
durch x teilbar. Es ıst nun zu beweisen: 
3. Das Primfunktional x ist der größte gemein- 
schaftliche Teiler vonr—n und 2 -— c: 
(6) z =ult u) + vl — ec), 
und wenn daher (2 — c) durch eine höhere als die 
erste Potenz von x teilbar ist, so ist r— r, nur durch 
die erste Potenz von z teilbar. 


Zunächst ergibt sich aus der Definition $ 181, daß 
() T— nn =t(o, — c) + bla — 6) + + (On — Ca) 


der größte gemeinschaftliche Teiler von (@, — cı), (© — 65); -- 
(© — c„) ist. Ist nun 


(8) 9 = 4,0, + %,@ —+ 6,09. = 0$ (mod 7), 


2Y| 
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so ist 216; 4 %6a — '"— %uCn durch z, und weil es eine 
Funktion in Z ist, durch (2 — c) teilbar. Wir setzen: 


a Fr Bart rn = (ec) 


und erhalten aus (8) 


9) = 2 (0 — 4) 8% (@ — 65) ++ En (On — En) + (2 — 6)Y 
— (en) + 9%. 
Hätte nun (r — r,) und (2— c) den gemeinschaftlichen Teiler 
rö, so könnte man nach $ 182, 11. eine durch x teilbare, zu Ö 
teilerfremde Funktion ® in 2 finden. Dem widerspricht aber die 
Gleichung (9), und damit ist unser Satz bewiesen. 


Es sei 
(10) lt) = But" — Bir =... — B„-ıt+ Bu 
eine Funktion mten Grades von t, und D,, Bi, -.., D„ seien ganze 


holomorphe Funktionale in Z mit den Funktionalvariablen t,, 

bay 2. 4, die der Kongruenzbedingung 

(11) Per) =0 (mod 2 — ec) 

genügt [wie z. B. die Funktion F(t) = N(t — r)|. Dann ist 
P(r)=0 (mod r), 

und wenn wir ®(t) durch r — r, dividieren, so ergibt sich 

(12) ol) = (t —r)®d,(t) (mod r), 

worin ®,(t) ein holomorphes ganzes Funktional in Z ist (weil x, 

als konstantes Funktional in Z enthalten ist). Da nun in (12) 

außer den Funktionalvariablen nur rationale Funktionen von z 

vorkommen, so muß diese Kongruenz auch für den Modul 2 — c 

gültig sein: 


(13) lt) = (t — v)P,(t) (mod 2 — c). 
Ist x’ ein zweites Primfunktional, das auch mit 7 identisch 
sein kann, und 2 — c durch zz’ teilbar, und z = r, (mod =’), 


so ist (r — z,): = relativ prim zu = (nach 3.) und wegen (11) 
ist ®,(n) = 0 (mod =’). Daraus schließt man 
o,(t) = (t — n)®,(t) 

zunächst für den Modul =’, dann aber auch, da die Funktionale 
in Z liegen, auch für den Modul (2 — c). Wir haben also: 
(14) Sl) = (kt — 1) —v)P,() (mod 2 — ce). 

Daraus schließen wir auf folgenden wichtigen Satz: 

4. Es sei nach $ 183, (17) 

(15) ee A & 
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in n (gleiche oder verschiedene) Primfaktoren zer- 


legst, und 

(16) Tun Toy +.) En 
seien die konstanten Funktionale, denen r nach den 
Modulen 

(17) ERDE?" 


kongruent wird. 

Es sei ®(t) ein ganzes holomorphesFunktional in 2 
vom Grade m in bezug auf t, das der Bedingung 

(18) O()=0 (modz2— ce) 

genügt. Dann ist: 

19) oe =(k — vu) — nr)... — %)P() (mod 2 — ce), 
worin % ein ebensolches Funktional vom Grade 

m — n ist. 

Es folgt daraus: 

5. Ein Funktional ®, das der Bedingung (18) ge- 
nügt, kann nicht von niedrigerem als ntem Grade 
sein. 

Und auf die Funktion F'(t) angewandt, folgt die Formel: 
(20) Fi) = Nt— r)=(t — v)(t — 75)... (E—r„) (mod 2 — e). 

Die Kongruenz (20) können wir in folgender Weise durch 
eine Gleichung ersetzen: 

Wir fassen, wie in (17) des vorigen Paragraphen, in der 
Zerlegung von 2 — c in Primfaktoren die gleichen Faktoren zu- 
sammen und setzen: 

(21) IE TA RE TREE A 


m 


eı — €g er >2“ + em —=N, 

dann ist nach (20): 
(22) FÜ) = (t — u) (lt — %)8...( — )m + (2 — o)R(), 
worin R(t) ein ganzes Funktional zunächst in 2 ist. Die Formel 
(22) selbst sagt aber, daß AR(t) in Z enthalten ist, und daß es 
eine ganze Funktion der Funktionalvariablen t, i,, t,, ..., t„ ist. 

Wir können also auch die Ableitung der Gleichung (12) in 
bezug auf t bilden und erhalten: 
Fü) = e&(t — mJaTt(b — 75)8 ... (b — Tm)em 
an + Rem me 


alien (i r er er (t en m) mo +@—-9$)R(Ü 
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und hierin liegt der Beweis des folgenden Hauptsatzes, den man 
erhält, wenn man t — r, Setzt. 


GEW ern er mE EUERORISURF (cr nıchtedureheer, 
teilbar. Sonst ist F’(r) durch z&-!, aber nicht durch 
za teilbar. Das Gleiche gilt von den übrigen Prim- 
faktoren von (2 — ec) und folglich ist F’(r) teiler- 
fremd zu allen Primfaktoren z— c in Z, die nicht 
durch das Quadrat eines Primfaktors in 2 teilbar 
sind. 


Es gibt also nur eine endliche Anzahl von Primfaktoren 
(2 — c), die durch eine höhere als die erste Potenz eines Prim- 
faktors in & teilbar sind, und F’(r) ist, in Primfaktoren zerlegt, 
das Produkt aller Faktoren n°-!, wenn n° die höchste in N(#) 
— 2 — c aufgehende Potenz von ist. 

Das Funktional F’(r) wird das Verzweigungsfunktional 
des Körpers & genannt. 

Für die absolute Norm des Verzweigungsfunktionals er- 
halten wir: 
(24) INSIDE Ile era Fd, 
worin sich das Produkt II auf alle Linearfaktoren (2 — ec) er- 
streckt, die durch eine höhere als die erste Potenz eines Prim- 
faktors teilbar sind. 

Wir können noch zeigen, dal diese absolute Norm nichts 
anderes ist, als die Körperdiskriminante 2). 

Um dies zu beweisen, setzen wir: 


(25) 7 — W,10 4 Un2@g + + + Urn On, 
worin die %,ı, Wr,23 »--, Urn homogene Funktionen kten Grades 
von tı, fa, -.., 4) Sind, und die Determinante 
| U1,0; U2,05 eleg Un,o | 
(26) | Mu Mn rer Um.ı 
Ul,n—1n Ug,n—1; sreieie Un, ni 





ist eine Einheit. 

Denn wäre U keine Einheit, so hätte sie wenigstens einen 
Linearfaktor 2 — c, und man könnte die ganzen rationalen 
holomorphen Funktionale yo, Yı, --- Yan —ı So bestimmen, dab 


Ur,0Yo 4 W,1ıYı 4° Urn-ı9p-ı =0 (mod 2— ce) 
wäre, ohne daß alle y, durch z — e: teilbar sind. 
Weber, Algebra. III. 49 
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Dann würde sich aus (20) eine Kongruenz ergeben: 
pt yr sy + + mot =0 (mod 2— ec), 
was nach dem Satz 5. nicht möglich ist. 
Nach $ 174, (17) und $ 176, (9) ist 
NE ee ira a 
= 2I (0,5000, 2: 10) 
= +04; 


(27) 


also ist 
(28) N.H! (T) et 
die Körperdiskriminante, die hiernach durch (24) in 
lineare Faktoren zerlegt ist. 

Die gewonnenen Resultate benutzen wir noch zum Beweis 
des folgenden Satzes: | 

7. Ist eine ganze Funktion in & 

(29) © = 40, 4 490 + + &uO@n 

durch jedes in 2— c aufgehende Primfunktional 

teilbar, so ist S(w) durch 2 — c teilbar. 


Die &,, &%a, ---, &% sind hier ganze Funktionen in Z. Die 
Funktion © geht aus r hervor durch die Substitution 


(30) L, — Is t, = %g, ... ta = In 
Ist also © durch x teilbar, und ©, = c,,..., &, = c„ (mod r), 
so ist 


2 = 85 +. mm =0 (mod z) 

und folglich auch, als Funktion in Z, durch 2 — c teilbar. Sind 
also T,, Ty ..., Tm die konstanten Funktionale, denen r nach den 
Primfaktoren %,, X, ..., 7m von (2 — c) kongruent ist, und 
gehen diese durch die Substitution (30) in z9, z}, ..., z° über, so 
sind alle diese Funktionen durch (2 — c) teilbar [weil sie n. V. 
durch einen Primteiler von (2 — ce) teilbar sind]. Nun ist nach (22) 
(31) —S(t) = &T + 97T — + EemTm; 
und mithin 

— So) ze! +89 +. ,m=0 (modz— c), 
wie zu beweisen war. 


$ 185. Die gebrochenen Funktionen in 2 und die 
Taylorsche Entwickelung. 
Eine gebrochene Funktion n im Körper 2 kann auf unendlich 
viele Arten durch Multiplikation mit einer ganzen Funktion v in 
eine ganze Funktion u verwandelt werden. Es ist dann 
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(1) =, 


und u heißt der Zähler, v der Nenner von n. Diese beiden 
Funktionen sind durch n nicht vollständig bestimmt, wohl aber 
sind die Funktionale bestimmt, die übrig bleiben, wenn alle 
gemeinschaftlichen Funktionalfaktoren im Zähler und Nenner 


herausgehoben werden. Denn ist 
U 
(2) =, w=o, 
so muß jedes Primfunktional, das in v, aber nicht in u aufgeht, 
in v'’ aufgehen. Die so aus n bestimmten Funktionale @ und ß 
nennen wir Zählerfunktional und Nennerfunktional von n. Um 
n durch Funktionen darzustellen, nehme man zunächst eine Funk- 
tion v, teilbar durch ß, aber sonst beliebig und setze v — 7; 
darin kann 7 relativ prim zu einem beliebigen Funktional an- 
genommen werden. Dann ist nv eine durch 7 teilbare ganze 
Funktion, und man setze 
ze 

Das Funktional & kann aber, wie wir später noch nachweisen 
werden, bei gegebenem ß nicht mehr beliebig sein. 

Die Funktionale %, ß werden wir auch kurz den Zähler und 
den Nenner von n nennen. 

Ist x ein Primfunktional, so gibt es Zahlen (Konstanten) 
a, b, a’,.b’, die den Kongruenzen 

un=za, v=b W=d«d, v=L (mod rn) 

genügen, und aus (2) folgt 
a a 
Dann ad 
vorausgesetzt, daß v und v’ nicht durch x teilbar sind. Es ist 
dann 7 — c eine Funktion in 2, in der der Zähler, aber nicht 
der Nenner durch x teilbar ist. Ist o eine ganze oder gebrochene 
Funktion, in der der Zähler durch z, aber nicht durch n?, der 
Nenner auch nicht durch z teilbar ist, so ist (n — c):oE eine 
Funktion, deren Nenner nicht durch x teilbar ist und deren Zähler 
den Faktor x einmal weniger enthält als (n — c). Wir setzen: 


ae 
Dieselbe Betrachtung wenden wir auf 7, an und bekommen 
so eine beliebig fortzusetzende Reihe von Gleichungen: 


42* 


De za 
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nn =e +0 
Ö ne) 
; NY = Gt 0N: 
woraus sich ergibt: 
G)  n=etae Ha ++ samen. 

Die Reihe der Konstanten c, €, Ca, ..., &_ı Ist durch n voll- 
ständig bestimmt und n,, Ng, ---, 7„ Ist eine Reihe von Funk- 
tionen in 2, deren Nenner nicht durch x teilbar ist. 

Man könnte diesen Ausdruck die Taylorsche Entwickelung 
der Funktion 7 nach Potenzen von e nennen. Eine ähnliche Ent- 
wickelung läßt sich auch für eine Funktion 7 geben, deren Nenner 
dürch x teilbar ist, nur daß dabei auch negative Potenzen auf- 
treten: Man kann nämlich eine Potenz 0° so bestimmen, dab 
der Nenner von 0°n nicht mehr durch x teilbar ist, und wenn 
man auf dieses Produkt die Entwickelung (4) anwendet, so folgt: 


(5) nn = GO —+ Cı Oel —+ A + ER or =E Nr 078. 


$ 186. Birationale Transformation. 


Wir kommen jetzt zu einem Gegenstand, der das Gebiet der 
algebraischen Funktionen vorzugsweise von dem der algebraischen 
Zahlen unterscheidet, und der Grund dafür ıst, daß die Theorie 
der ganzen Funktionen und Funktionale für die Funktionen bei 
weitem nicht den Charakter der Invarianz hat, wie bei den Zahlen; 
das ist die birationale Transformation. 

Ist 2, irgend eine nicht konstante Funktion des Körpers & 
und N(t — z,) die fte Potenz einer irreduziblen Funktion eten 
Grades ($ 172, 6.), so besteht zwischen 2 und z, eine Gleichung, 
die in bezug auf z, vom eten Grade ist, deren Grad in bezug auf z, 
wenn Nenner und überflüssige Faktoren weggeschafft sind, mit 
e, bezeichnet werde. Diese Gleichung sei 


(1) (2,2) = 0. 

Unter den verschiedenen Gleichungen dieser Form gibt es 
nur eine irreduzible und diese ist sowohl in bezug auf z als in 
bezug auf z, von möglichst niedrigem Grade (Bd. I, $ 20). 

Ist 0 eine primitive Funktion des Körpers 2, so ist nach 
8 172, (12) 

(2) 23 (ji ie l,..„e— 1 
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eine Basis des Körpers 2, und folglich kann jede Funktion (m) 
in & in der Form nreestellt werden: 


(3) od Fahr ae 
worin die &,, &1, ---, &r-ı rationale Funktionen von z und 2, sind, 
also Zahlen des durch (1) bestimmten Körpers. Setzen wir 


(4) n= ef, nn =af) 
so lassen sich die Funktionen &, in jeder der beiden Formen 
darstellen: 
(5) a ai a a u eu ma ar Slim 

ED NE a Fe 
worin die x rationale Funktionen von z, die y rationale Funktionen 
von 2, Sind. 

1. Demnach läßt sich jede Funktion o linear mit 
rationalen Koeffizienten in z, darstellen durch die 
n,-Funktionen: 

de 1 a Ei | 
(6) EA TER HT EN RLET, 
die wir in irgend einer Reihenfolge mit 


(7) N N +++» Nnı 
bezeichnen, und diese Funktionen sind linear un- 
abhängig, d. h. es besteht zwischen ihnen keine 
lineare Relation mit rationalen Koeffizienten in 2: 


Mt N tt aa I, 
außer wenn die &,, %, ---, &, alle verschwinden. 
Denn f ist der niedrigste Grad einer Gleichung für 9 mit 


rationalen Koeffizienten in z und z, ($ 172). 
Betrachten wir nun das Funktional 


(8) T] = hNntbn ht Ne 

mit den Funktionalvariablen i,, ta, ..., 4, so ergibt sich ein System 
von Gleichungen: 

(9) T] = X, r Nı — X%a,r Na — on m In,r Nnı; 


worin r jede natürliche Zahl, auch 0, sein kann, und die x,,. 
rationale holomorphe Funktionale in z, sind. Es ergibt sich 
daraus durch Elimination der n eine Gleichung 


(10) D(t,) = Tr = A, Ton: =. ER + Am—ıTı — Am —.0 
höchstens vom Grade rn, mit rationalen Funktionalen in z, als 
Koeffizienten. 
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Es ist zu beweisen, daß dieser Grad nicht kleiner als n, 
sein kann, oder was damit gleichbedeutend ist, daß die n,, 
Nas =, Yn, Yational durch r, darstellbar sind. Dies ergibt sich, 
wenn man (10) nach einem der f, partiell differentiiert: 


P (rn) + = Dez zt a =; Ze —o0. 

Da nun ®’(r,) nicht verschwindet, wenn m der möglichst 
niedrige Grad der Gleichung (10) ist, so erhält man daraus un- 
mittelbar die gesuchte Darstellung von 7,. Also muß m — n, 
sein. Damit ist bewiesen: 








2. Das Funktional r, genügt einer irreduziblen 

Gleichung n,ten Grades in 2.. 

Setzen wir also in (9) r = (0, 1,2, ..., nn — 1, so ergibt sich 
ein System linearer Gleichungen für 71, 73, --., 7„., deren Deter- 
minante ein nicht verschwindendes Funktional in z, ist, und man 
kann also für die Variable t; solche konstante Werte setzen, dab 
die Determinante auch dann nicht verschwindet. Geht r, durch 
diese Substitution in 64, über, so kann man aus dem System (9) 
die 71, Ng3 +++, 2%, rational durch z, und 6, ausdrücken. 

Damit ist aber bewiesen: 


3. Ist 2, eine beliebige, nicht konstante Funktion 
in 2, und 6, eine zweite Funktion desselben Kör- 
pers, die keiner Gleichung von niedrigerem als 
n,ten Grade in z, genügt, so sind alle Funktionen 
des Körpers 2, also auch z und 9, rational durch 
z, und 9, ausdrückbar. 


Zwischen irgend zwei Funktionen «, ß des Körpers & besteht 
immer eine Gleichung mit konstanten Koeffizienten 


al el! 

und unter allen möglichen Gleichungen dieser Form ist eine von 
möglichst niedrigem Grade, sowohl in bezug auf « als in bezug 
auf P. 


Sechsundzwanzigster Abschnitt. 


Zahlenwerte der algebraischen Funktionen. 


$ 187. Der Punkt. 


Es entsteht nun die Frage, wie man den algebraischen Funk- 
tionen eine Bedeutung im Gebiete der Zahlen beilegen kann. Wir 
setzen dabei das Gebiet der reellen und imaginären rationalen 
und irrationalen Zahlen als gegeben voraus, und in diesem 
(rebiete das Rechnen mit den vier Spezies. Wir erweitern dieses 
Gebiet durch Hinzufügung eines Zahlzeichens „Unendlich“: o, 
und rechnen auch mit diesem Zeichen in bekannter Weise, so daß 


(1) 200-0, o.0=. 
ist, während den Symbolen 

als 0, 0lroo, n == 
keine Bedeutung zukommt (oder auch, in jedem einzelnen 
Falle nach Bedarf, ein beliebiger Zahlwert beigelegt wird). 

Der Körper % besteht jetzt aus allen möglichen algebraischen 
Funktionen «, ß, y, ..., die nach $ 186 als rationale Funktionen 
von zweien unter ihnen mit Zahlenkoeffizienten dargestellt werden 
können. Auf die Art dieser Darstellung kommt es zunächst 
nicht an. 

Wir stellen nun folgende Definition auf: 

1. Wenn alle Individuen «, ß, y, ... des Körpers & 
durch bestimmte Zahlwerte &%, Po, Yo, -.. in der Weise 
ersetzt werden, dab 


&% — %, wenn « konstant, 


(+ B)o Br &o —+ Bo; 
(« r3% B) — 0% — Po; 
(«ß)o 00 Do 


a Ppov- 
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soordnen wireinem solchen Zusammentreffen von Werten 
einen Punkt B zu. Wir sagen: « — «, oder # hat den Wert «, 
im Punkte ®. Zwei Punkte ® und ®’ heißen dann und nur dann 
verschieden, wenn es wenigstens eine Funktion in 2 gibt, die in 
1 und ®’ verschiedene Werte hat. 

Die Regeln 2. bis 5. versagen in den Ausnahmefällen, nämlich 


2. und;i38., wenn. fund, Bus sreoksind; 4siwenn.as, ==.) — © 
oder &% —= %, ß, = 0 wird, und 5., wenn «, und ß, beide —= 0 
oder beide = » sind. 


Trotzdem müssen die Funktionen (@ + ß),, («ß), und (&: ß), 
auch in diesen Fällen bestimmte Werte haben, die aber nicht un- 
mittelbar aus den Vorschriften 2. bis 5., sondern auf indirektem 
Wege bestimmt werden. 

Der Punkt ist hiernach ein zu dem Körper 2 ge- 
höriger invarianter Begriff, der nichts mit dem zufälligen 
Umstand zu tun hat, welche der Funktionen von 2 wir als die 
unabhängige Variable betrachten. 

Um alle Punkte zu finden, verfahre man so: Ist ® ein Punkt, 
so gibt es Funktionen, die in ihm einen endlichen Wert haben, 
denn wenn eine Funktion & in ® unendlich ist, so ist 1:& end- 
lich. Eine solche Funktion nehme man als unabhängige Variable z 
und bezeichne ihren Wert im Punkt ® mit c. Alle ganzen Funk- 
tionen von 2 sind dann gleichfalls in B endlich, denn ist ® eine 
ganze Funktion, die der Gleichung 

or + a ati... 4a — 0 


genügt, so muß 


a, Ay An 
in ® befriedigt sein, und da die a,, as, ..., a„ als ganze rationale 
Funktionen von z in ®B endlich sind, so kann & nicht = » sein. 

Jede Kongruenz nach dem Modul z — c muß daher im 


Punkt ® in eine richtige Gleichung übergehen, auch wenn diese 
Kongruenz zwischen holomorphen ganzen Funktionalen besteht. 
Ist also r die Basisform von 2 in Z, so muß nach $ 184, (20) die 
Gleichung bestehen: 

( — 7)(T — 9)...(t — m) =. 

Es muß also einer der Faktoren der linken Seite in ® ver- 
schwinden. Ist dies r — r,, so entspricht diesem Faktor ein 
Primfaktor x von z— c. Es wird also in ® 
(2) 0 = Gy, @ — (9, :.1, On = Cy 


8 187. Der Punkt. 665 


wenn Cı, Ca, »-., %n die durch die Kongruenzen 

(3) VE, WE, ..., 9% = c„ (mod m) 
bestimmten Zahlwerte sind. Hierdurch sind die Werte aller ganzen 
Funktionen von z im Punkt ® bestimmt. Jede ganze Funktion 
© ist nach dem Modul 2 — c einem Ausdruck 


40, 4 08, — --- + Ann 
mit konstantem Koeffizienten « kongruent und ist dann und nur 
dann durch x teilbar, wenn 


4a to +: + mn 0 
ist. Demnach folgt: 
2. Unter den ganzen Funktionen von z haben nur 
die durch x teilbaren in ® den Wert 0. 


Da man jede gebrochene Funktion in 2 so darstellen kann, 
daß Zähler und Nenner nicht zugleich durch x teilbar sind, so 
ist hierdurch der Wert einer jeden Funktion in ® bestimmt. 

3. Der Primfaktor z heißt durch den Punkt W% 
erzeugt. Er kann nicht durch einen von ® ver- 
schiedenen Punkt erzeugt werden. 


Man kann auch umgekehrt aus jedem Primfaktor x in z 
einen Punkt erzeugen. 
Ist z — c die durch x teilbare Linearfunktion, so gebe man 
der Funktion 2 den Wert c.. Dann nehme man eine durch z, 
aber nicht durch 2 teilbare Funktion o und setze nach $ 185, 
(5) für jede Funktion n: 
(4) n = a0" + mot, 
worin m eine ganze rationale Zahl, n, eine Funktion, deren Nenner 
nicht durch x teilbar ist. Der Funktion o erteile man den Wert 0 
und der Funktion n den Wert 
1, 9, wennam. <<, 
7, Zr wWenn! mi—=iD, 
N 0, wenn. => 0, 


4. Die so bestimmten Werte aller Funktionen 7 

senügen den Bedingungen 1. bis 5. und konstituieren 

also einen Punkt, der durch das Primfunktional x 
erzeugt heißt. 

Man kann also aus einer einzigen Funktion z und den Prim- 

faktoren der Linearformen z — c alle Punkte ableiten, in denen 
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z einen endlichen Wert hat. Um auch die übrigen zu bestimmen, 
muß man noch eine zweite Funktion, etwa 2, — 1:z, zu Hilfe 
nehmen, die in den noch fehlenden, in endlicher Anzahl vorhan- 
denen Punkten den endlichen Wert O hat. 

Die Gesamtheit der Punkte bilden die absolute Rie- 
mannsche Flächet). 


$ 188. Ordnungszahlen. 


1. Ist B ein Punkt, so schreiben wir jeder Funk- 
tion n, die in diesem Punkte einen endlichen und 
von Null verschiedenen Wert erhält, in ® die Ord- 
nung 0 zu. J 

2. Wenn » die Gesamtheit der in B verschwinden- 
den Funktionen durchläuft, und E eine von diesen 
Funktionen ist, für die alle 


[67] 


Q 
endliche Werte haben, so hat e die Ordnung l. 


Man sagt auch, e wird in B unendlich klein in der ersten 
Ordnung. 


Ist 2 weder Null noch Unendlich, so hat 0’ hiernach gleich- 


falls die Ordnung 1. Umgekehrt ist, wenn oe und eo’ beide die 
Ördnungszahl 1 haben, 0:0’ und 0’:0 weder Null noch Unendlich. 


3. Ist oe von der ersten Ordnung und ® irgend 
eine Funktion in 2, so hat ® die Ordnungszahl n, 
wenn 0=*"@o in B weder Null noch unendlich wird. 


Diese Bestimmung der Ordnung n ist unabhängig davon, 
welche Funktion erster Ordnung wir genommen haben. Ist n 
positiv, so wird © Null, ist » negativ,-so wird & unendlich, und 
ist n = 0, so hat » in B einen endlichen, von Null verschiedenen 
Wert. 





') Nach Riemanns Theorie der algebraischen Funktionen entspricht 
jeder Punkt der geschlossenen mehrblätterigen Fläche einem Punkte in unserem 
Sinne. Ist z unabhängige Variable, so ist die Riemannsche Fläche n-blätterig 
über die z2-Ebene ausgebreitet. Als absolute Riemannsche Fläche kann 
man irgend eine Fläche betrachten, auf die die Gesamtheit jener mehrblätte- 
rigen Flächen eindeutig und stetig. bezogen werden kann. 
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Die Definition der Ordnungszahl haftet also am Punkte %. 
Sie ist für den Körper 2 invariant. 

Daß jede Funktion in jedem Punkte ® eine bestimmte ganze 
Zahl n als Ordnungszahl erhält, ergibt sich nun aus $ 185, (5). 

Man nehme eine Funktion z, die in ®B endlich bleibt, als 
unabhängige Variable, bestimme das zu 9 gehörige Prim- 
funktional x und wähle eine Funktion o, deren Zähler durch z, 
aber nicht durch #2 teilbar ist. Diese Funktion ist von der ersten 
Ordnung. 

Dann kann man jede Funktion »& in die Form setzen: 


(1) o.— ap" mon, 
worin a eine von Null verschiedene Konstante ist, und n ist die 
Ördnungszahl von o@. 

Hat oe die Ordnung 1, so hat 0" die Ordnung n. 

Über die Ordnungszahlen gelten folgende Sätze, die alle leicht 
aus (1) folgen: 

4. Die Ordnung eines Produktes zweier Funk- 
tionen ist gleich der Summe der Ordnungen der 
Faktoren. Die Ordnung eines Quotienten ist gleich 
der Differenz der Ördnungen von Zähler und Nenner. 

Die Ordnung einer Summe ist gleich der niedrig- 
sten unter den Ordnungen der Summanden. Kommen 
unter den Summanden mehrere von gleicher niedrig- 
ster Ordnungszahl vor, so kann die Ordnung der 
Summe größer, aber nicht kleiner sein. 

Von einer Funktion, die in ® Null in der nten 
Ordnung wird, sagt man auch, sie wird Null in der 
ersten Ordnung in n zusammengefallenen Punkten. 


$ 189. Polygone. 


1. Definition. Komplexe von Punkten, die den- 
selben Punkt auch mehrmals enthalten können, 
heißen Polygone oder Vielecke (des Körpers 2). 


Die Zahl der Punkte eines Polygons heißt seine Ordnung, 
und ein Polygon mter Ordnung wird auch kurz ein m-Eck 
genannt. 

Als Bezeichnung für die Polygone sollen die Buchstaben des 
großen deutschen Alphabets W, 3, 6, ... dienen. 
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2, Unter dem Produkt AB zweier Polygone versteht 
man das Polygon, das die Punkte von X und B zu- 
gleich enthält, und zwar einen Punkt ®, der rmal 
in WA und smalin 8 vorkommt, r + smal. Die Ord- 
nung eines Produktes ist gleich der Summe der 
Ordnungen der Faktoren. 


Wenn wir also mit B,, B;, ... verschiedene Punkte bezeichnen, 
so können wir jedes Polygon \ auf eine Weise in die Form setzen: 
(1) ee EL UNERE 


Die Punkte sind also in der Rechnung mit Polygonen die Prim- 
elemente. Um auch für die Einheit einen Vertreter zu haben, 
muß noch das „Nulleck“ O, das gar keinen Punkt enthält, mit- 
genannt werden. 

Der größte gemeinschaftliche Teiler zweier Polygone 
X, 8 enthält jeden Punkt, der in Y und B vorkommt, und zwar 
so oft, als er in jedem von beiden vorkommt. 

Das kleinste gemeinschaftliche Vielfache enthält jeden 
Punkt von X und 3, und zwar in der höchsten der Ordnungen, 
in denen er in W und ®B vorkommt. 


3. Ist z eine Variable des Körpers & und n der 
Grad des Körpers in bezug auf z, so nimmt z jeden 
Wert cin n Punkten an. 


Denn zerlegt man 2 — c in seine Primfaktoren [$ 183, (17)]: 


2 NOTEN TE la re age, 

so erzeugt jeder dieser Primfaktoren einen Punkt, z.B. x, den 
Punkt ®,, in dem die Funktion z— c Null in der e,ten Ordnung 
wird. Rechnet man diesen Punkt e, fach, so erhält man ein Polygon 
PB... von der Ordnung n, in dessen Punkten die Funktion 
2 — c verschwindet. 

Derselbe Satz gilt aber auch für den Wert c = », wie man 
daraus schließt, daß der Grad des Körpers & in bezug auf 1:2 
derselbe ist wie in bezug auf z. 


4. Die n Punkte, in denen z einen Wert c annimmt, 
heißen konjugiert nach 2, und die Werte n, 35 +++, Nns 
die eine Funktion n in & in n konjugierten Punkten 
annimmt, heißen gleichfalls konjugiert nach 2, und 
2 heißt von der Ordnung n. Die Konstanten, und 
nur diese, haben die Ordnung 0. 
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‘8 190. Verzweigungspunkte und Verzweigungszahlen. 


Nach $ 184 gibt es nur eine endliche Anzahl von Punkten, 
in denen 2— c Null in höherer als der ersten Ordnung wird. 
Diese heißen die Verzweigungspunkte von 2 in 2. | 

Wir konstruieren ein Polygon 3,, das (e— l)mal jeden 
Punkt ® enthält, in dem 2 — c oder 1:z Null in der eten Ord- 
nung wird. Dieses Polygon heißt das Verzweigungspolygon 
von 2 in bezug auf z, und seine Ordnung 


(2) w, — &(e—]) 
heißt die Verzweigungszahl in bezug auf 21. _ 

In $ 184, (20) haben wir die Formel erhalten: 
(3) Nt— d=e(lt — vu) —n)... (ke — tr.) (mod 2 — ce), 
worin t die Basisform des Körpers 2& nach z bedeutet und r,, r,, 
.., 7. die gleichen oder verschiedenen konstanten Funktionale, 
denen r nach den Primfaktoren von z — c kongruent wird, also 
die Werte, die r in den nach z konjugierten Punkten ®,, Ba, -. ., Lr 
annimmt. In jedem dieser Punkte muß (3) in eine richtige Glei- 
chung übergehen, und daraus folgen z. B.: 


(4) BE er, 
(8) SQ=-utn+-+n 
als Werte der rationalen Funktionale N(r) und S(t) für 2 — c. 


Setzt man für die Funktionalvariablen rationale Funktionen von z, 
so gelten entsprechende Formeln für die Funktionen in 2, vor- 
ausgesetzt, daß nicht einer der Ausnahmefälle 0.0, © + » 
eintritt. 

Ist daher n,, 73, -.., 7" eine Basıs von 2, und sind 7,1, N.» ---, 
Ni,n Konjugierte Werte nach z von n;, so ist nach (5) und der 
Definition der Diskriminante in $ 173 


(6) Am; Na» SEN Nn) = (2 +, n2,2 ... ni) 


Stehen zwei Funktionen z und 2’ in 2 in einer linearen Be- 
ziehung: 


az b 
(7) # Oo — IC 





') Breitet man die Riemannsche Fläche über der z-Ebene aus, so ist 
n die Anzahl der übereinanderliegenden Blätter, w, ist die Anzahl der Ver- 
zweigungspunkte dieser Fläche. 


670 Sechsundzwanzigster Abschnitt. 8.191. 


worin a, b,c,& Konstanten sind, deren Determinante ad — bc 
von Null verschieden ist, so sind die Verzweigungspolygone 3, 
und 3, identisch, und daher ist auch w, — w,„, denn wenn in 
einem Punkte z — z, oder 1:2 Null in der eten Ordnung wird, 
so ist in demselben Punkte auch 


_ (ad — be)(z — %,) 


TFT RFIEH-H 
oder wenn 2, unendlich, also 2, —= a: c ist: 
„au Sam (a0 we, 
c(ez-+0) 
und wenn 4% = », also cz, + 0 = 0 ist: 


lat ca 
e!  as-tb 
ebenfalls unendlich klein in der eten Ordnung. 

Wenden wir dies auf 2 =1:z an, so erhalten wir die Ver- 
zweigungspunkte, in denen 2 einen endlichen Wert hat, aus der 
Körperdiskriminante D, nach $ 184, (24), (28). Es fehlen dann 
noch die Verzweigungspunkte, in denen z — «, also 2’ — 0 wird, 
und diese ergeben sich in gleicher Weise aus den verschwinden- 
den Wurzeln der Körperdiskriminante D,. Demnach haben wir 
den Satz: 

5. Die Verzweigungszahl w, ist gleich dem Grade 
der Körperdiskriminante D,, vermehrt um die Anzahl 

der verschwindenden Wurzeln von D..(@' = 1:2). 








N 191. Polygonquotienten und Polygonklassen. 


Eine Funktion n in 2 hat nur in einer endlichen Zahl von 
Punkten eine von Null verschiedene Ordnungszahl. Die Summe 
der positiven Ordnungszahlen ist ebenso groß wie die Summe der 
negativen, nämlich gleich der Ordnung der Funktion n ($ 189, 4.). 
Sind die Ordnungszahlen von n für jeden Punkt ® bekannt, so 
ist dadurch die Funktion 7 bis auf einen konstanten Faktor be- 
stimmt. Denn wenn eine zweite Funktion n' überall dieselben 
Ordnungszahlen hat, so hat n:n’ überall die Ordnungszahl 0 und 
ist daher konstant ($ 189, 4.). 

Wir bilden ein Polygon W, in das wir jeden Punkt, in dem 
n eine positive Ordnungszahl hat, so oft aufnehmen, als diese 
Ordnungszahl angibt, und ein zweites Polygon ®, in das wir in 
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entsprechender Weise die Punkte aufnehmen, in denen n eine 
negative Ordnungszahl hat. Dann sind die Polygone X und ® 
von gleicher Ordnung, nämlich von der Ordnung der Funktion n, 
und durch diese Polygone ist die Funktion 7 bis auf einen kon- 
stanten Faktor bestimmt. 

Wir können daher die symbolische Bezeichnung einführen: 


| U 
und X den Zähler oder das Obereck, ® den Nenner oder das 
Untereck von n nennen. Nach dieser Definition sind zunächst 
YA und ® relativ prim zueinander. Wir wollen aber diese Be- 


zeichnung noch dadurch erweitern, daß wir, wenn I ein beliebiges 
Polygon ist: 


MA U 
2) Na 
setzen. Dann ist die Bezeichnung (1) von der Beschränkung frei, 
daß W und relativ prim sein sollen. Beide Polygone sind immer 
noch von gleicher Ordnung, aber diese kann größer sein als die 
Ordnung von n. 

Bei dieser Darstellung der Funktionen n gelten dann für die 
Multiplikation und Division dieselben Regeln, wie beim Rechnen 
mit Zahlenbrüchen im Gebiete der natürlichen Zahlen. 

In (1) können W, 3 nicht beliebige m-Ecke sein, und die Er- 
forschung der Beziehung zwischen diesen ist die große Frage, die, 
in anderer Weise, durch das Abelsche Theorem beantwortet wird. 

Wir stellen folgende Definition auf: 


1. Können zwei n-Ecke U, W Obereck und Unter- 
eck einer Funktion n in 2 sein, so heißen A und W 
äquivalent. 





In Zeichen: Gibt es eine Funktion 7, der die Bezeichnung 


A 
= DT 
zukommt, so ist 
(3) UW. 
Aus der Formel | 
U 0) Be} N 


N ym 7 = gm nn w 
ergibt sich der Satz: 
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2. Sind zwei n-Ecke mit einem dritten äquivalent, 
so sind sie auch untereinander äquivalent. Man 
vereinigt danach äquivalente Polygone W, W,.... in 
einer Polygonklasse A. Jedes Polygon ist in einer, 
und nur in einer Klasse enthalten. 


Es existieren auch Polygone, die mit keinem anderen äqui- 
valent sind, und die daher jedes für sich eine besondere Klasse 
bilden. Diese heißen isolierte Polygone. 


3.7 Ist OA FBTUD, Bor ADB Ar 


Dies folgt aus 

(4) 1m mp hang 
DIL; 1 „3 ‚ul Is f 

Die Klasse C, der das Produkt AB aus den Klassen A, B 
angehört, enthält daher alle Produkte aus einem Polygon der 
Klasse A mit einem Polygon der Klasse 5 (unter Umständen 
auch noch andere) und ist daher durch die Klassen A und 5 
vollständig bestimmt. Darauf beruht die Multiplikation (Kom- 
position) der Klassen, die sich in der Formel ausdrückt: 


(5) [ne AB = 54: 
Aus einer Gleichung zwischen drei Klassen A, B, M 
MA= MB 


folgt hiernach A = B. Denn ist MA n MB, so folgt aus (2) 
ADB, se, und 

ID, Fund, su DH —ect 
so ist auch & v &. Wenn also A in & enthalten ist, so ist jedes 
mit A äquivalente Polygon in einem mit & äquivalenten Polygon 
6 enthalten. 

4. Wir nennen eine Klasse C durch eine Klasse A 
teilbar, wenn ein Polygon von A in einem Polygon 
von Ü enthalten ist, und setzen 

(6) AB =.0. 
Die Klasse BD ist durch A und Ü vollständig bestimmt. 


$ 192. Polygonscharen. 
Wenn U, U, YUg, ..., U, Polygone einer Klasse A sind, so gibt 
es s Funktionen in 2: 


DI DI 2; 
(1) m Nn=yı Ne: y 


8 192. ‘Polygonscharen. 673 


Ist ® irgend ein Punkt und o eine Funktion, die in diesem 

Punkt die Ordnung 1 hat, so setzen wir nach $ 185 

N = a0" + hg"t!, 
(2) ! N = 90" + Sort, 

ie SE ea | 
worin E1, E95 »-., e Konstanten sind, die nicht alle verschwinden, 
und 6,, 65, ..., 65 Funktionen, die in B endlich sind; m ist die 
niedrigste Ordnungszahl in ®, die unter den Funktionen n; vor- 


kommt. 
Der Inbegriff der Funktionen 


(3) n —=.0N ob. Na ter res 

mit Konstanten c,, Ca, ..., Cs heißt eine Schar. Wir bezeichnen 
sie durch 

(4) (N Na» ++ Ns) 

und nennen 91, Ng, ---, Ns eine Basis der Schar. Die Ord- 


nung von n in ®B ist nicht kleiner als m (sie ist größer, wenn 
&1Cı 4 &glg +: — &cC; —= OD ist). Es kann aber n in keinem 
Punkt ® unendlich werden, der nicht in U enthalten ist, und 
auch nicht in höhere Ordnung, als der Punkt ® in W eingeht. 
Wir können also setzen: * 
worin W gleichfalls zur Klasse A gehört. 
Nimmt man statt W ein anderes Polygon ® der Klasse A 
und setzt 


(6) = 3 


so folgt aus 1.: 


(7) m=m- 


und Ser N 3 
’ a 
(8) rn mamtan te Tan =y' 
Jedes durch den Nenner W und ein Konstantensystem c,, 
C9y ».., Cs erzeugte Polygon W wird also auch durch jeden mit 
Weber, Algebra. III. 43 
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A äquivalenten Nenner und dasselbe Konstantensystem erzeugt, 
und dies Polygon W ist also nur abhängig von den Konstanten 
und von den Polygonen X, Ug, -.., Us. Der Inbegriff dieser 
Polygone wird eine Polygonschar mit der Basis U, Us, ..., Us 
genannt und mit 

(9) (AU, U, | 2r) 

bezeichnet. 

Wenn die Polygone U, Us, -.., U, den größten gemeinschaft- 
lichen Teiler M haben, so ist dieser Teiler in allen Polygonen 
der Schar enthalten und heißt der Teiler der Schar. Aber 
man kann in der Schar ein Polygon W — MB so bestimmen, 
daß B beliebig gegebene Punkte nicht enthält. 

Denn ist ein Punkt B umal in M und vmal in WU enthalten 
und o eine Funktion, die in ® von der ersten Ordnung ver- 
schwindet, so ist in den Entwickelungen (2): 

m—=u—v, 
und die Entwickelung von n„ = W:U —= MB:NU lautet 


le U ll le u 
e=— aa. + 4. + 56%. 


Wählt man also die c; so, daß e nicht verschwindet, so ist 
® nicht in ®B enthalten. 

Eine Schar, die einen Teiler W hat, heißt eine uneigent- 
liche Schar. 


worin 


Wenn zwischen den Funktionen n,, N, -.-, 7s eine Relation 
von der Form besteht: 
(10) am Tom‘ +t 60 0, 
in der die Konstanten c,, Ca, -.-, Cs nicht alle = 0 sind, so be- 
steht dieselbe Relation 
(11) amt amt + CN = 0 


zwischen den Funktionen (7). Wir nennen dann diese Funktionen 
linear abhängig. Dem entsprechend heißen auch die Polygone 
der Schar %,, Ua, ..., U, linear abhängig. Man kann dann eine 
der Funktionen, etwa n,, linear durch die übrigen ausdrücken, 
und die Schar (N, Nu -.., 9s) ist mit (N, 2% ---, Ns-ı) identisch. 
Gleiches gilt von den Polygonscharen (U, U, ..., As) und (U, 
Ua, -.., Us). Durch wiederholte Anwendung dieser Reduktion 
kann man jede Schar durch eine linear unabhängige oder 
irreduzible Basis darstellen. Zwei irreduzible Basen einer 
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Schar haben gleich viel Elemente, und diese Zahl heißt die 
Dimension der Schar und die Schar heißt eine s-fache. 
Sind U, Ua, ..., Us linear abhängig oder unabhängig, so gilt 
dasselbe von MU, MU, --., MA: 

Man kann in einer Schar der Dimension s>1 


(12) — (AU, Up, ..., U) 
ein Polygon finden, das einen beliebigen Punkt ‘B mindestens 


einmal öfter enthält als der Teiler M dieser Schar. 
Dieser Zweck wird erreicht, wenn man für diesen Punkt die 


Entwickelung (2) ansetzt und dann eine der Konstanten 6, Ca, ..-, Cs 
aus der Gleichung 
(13) aa + 6G&% +. +66 — 0 


bestimmt. Diese Polygone bilden dann eine Schar von der (s— 1)ten 
Dimension, deren Teiler durch M®B teilbar ist. 
Dieser Satz läßt sich dahin erweitern: 
5. Die Polygone einer s-fachen Schar, die durch 
ein r-Eck Wi teilbar sind, bilden eine mindestens 
(s — r)-fache Schar. 


Ist dieser Satz schon für ein r-Eck bewiesen, so folgt er 
für ein (r + 1)-Eck RPfaus dem vorhergehenden. Denn durch 
Hinzutreten des Punktes ® wird entweder die Dimension nicht 
verändert, wenn ® im Teiler der durch R reduzierten Schar auf- 
seht, oder sie wird um 1 vermindert. 

Man kann das Polygon R so wählen, daß die Dimension von 
5 genau auf (s — r) reduziert wird. Zu diesem Zweck hat man 
die Punkte von R successive so zu wählen, daß jeder folgende 
im Teiler der durch die vorangehende reduzierten Schar nicht 
enthalten ist. Daraus folgt: 

6. In einer s-fachen Schar gibt es mindestens 
ein Polygon, das durch ein gegebenes (s — 1)-Eck 
teilbar ist. 


Ist die Klasse A, der alle Polygone der Schar 5 angehören, 
von der mten Ordnung, so kann die Dimension s der Schar nicht 
größer sein als m — 1. Denn sonst könnte man nach 6. in 
S ein Polygon finden, das .durch ein (m —+ 1)-Eck teilbar wäre, 
was widersinnig ist, da $ nur m-Ecke enthält. Es hat daher die 
Dimension s der Schar bei gegebener Klasse A ein Maximum. 
Ist dieses Maximum erreicht, so sind alle Polygone der Klasse A 

45* 
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in S enthalten. Denn gibt es ein nicht in S enthaltenes Polygon 
Y,+rı in A, so ist 

VRR: 
eine Schar von der Dimension s + 1. Damit ist bewiesen: 


7. Die Polygone einer Klasse bilden eine Schar 
von einer endlichen Dimension s. Diese Zahl soll 
die Dimension der Klasse heißen. 


Wenn es in einer Klasse C Polygone gibt, die durch ein 
Polygon X einer Klasse A teilbar sind, so ist © durch A teil- 
bar. Ist 

(Ash: 
so erhält man die Dimension von B dadurch, daß man die Schar 
aus Ü aussucht, die durch irgend ein Polygon X in A teilbar 
ist. Diese Dimension ist also nur von den beiden Klassen A 
und C abhängig und soll mit (A, ©) bezeichnet werden. Das 
Zeichen für die Dimension einer Klasse A ist hiernach (0, A), 
wenn O die Klasse des Nullecks ist. Wir haben dann 


(14) (4,0) = A, An eb 
und wenn a die Ordnung der Klasse A ist, so ist nach 5.: 
(15) (AC)Z>(0,C) — a. 


Bezeichnen wir mit A die eigentliche Klasse, die man erhält, 
wenn man M überall weghebt, so soll die uneigentliche Klasse 
mit dem Teiler W durch WA bezeichnet sein. 


8. Der Teiler einer uneigentlichen Klasse ist ein 
isoliertes Polygon. 


Ist nämlich MA eine uneigentliche Klasse, so läßt sich ın 
A ein Polygon W finden, das relativ prim zu M ist. Ist M mit 
M äquivalent, so ist WA in MA enthalten und mithin durch 
M teilbar. Es ist also auch W’ durch M teilbar, also mit M 
identisch. Es gibt also in der Klasse von M nur das einzige 
Polygon WM. 
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Nach dem Vorigen können wir eine Funktion 2 des Körpers 
2 von der nten Ordnung in der Form 


(1) a 
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darstellen, worin U und W äquivalente n-Ecke ohne gemeinschaft- 
lichen Teiler sind. Eine ganze Funktion ® von z ist dadurch 
charakterisiert, daß sie in keinem Punkt unendlich wird, der 
nicht in U enthalten ist. Folglich läßt sich eine solche Funktion 
© so darstellen: 


(2) 0 — — 


worin r ein positiver Exponent ist. In (2) können Zähler und 
Nenner gemeinschaftliche Teiler haben. Wir können aber an- 
nehmen, daß W nicht durch U teilbar ist. Dann hat in (2) der 
Exponent r den kleinst möglichen Wert. Diese Zahl r soll 
der Exponent von ® in z heißen. 
I. Setzen’ wir 2 —= 1:2, so ist nach (1), (2): 
ae u nn DI 
2 SET (00) en 
und wenn U nicht durch W teilbar ist, so ist r der Exponent 
von ©’ in bezug auf 2’. Die Annahme, daß U nicht durch W 
teilbar sei, bedeutet, daß © nicht durch z teilbar sei, und daraus 
folgt, daß auch @’ nicht durch 2’ teilbar ist. 
2. Der Exponent einer ganzen rationalen Funktion von 2 
vom mten Grade " 


 —=m + mE: — mE” 
ist gleich m. Denn diese Funktion wird in jedem in ÜÜ enthaltenen 
Punkt unendlich von der mten Ordnung. Der Exponent des Pro- 
duktes x o ist gleich r — m. 
3. Der Exponent einer Summe 


= 1a Tot: 66@s 
ist höchstens gleich dem größten der Exponenten von @,, ©, ..., Og 
4. Wir bestimmen eine Reihe ganzer Funktionen von 2 
As FR As, eo’ % 
durch folgende recurrente Bestimmung: 


1) A, konstant (Exponent r, — 0), 

2) A, eine nicht rationale ganze Funktion von 2 mit 
möglichst kleinem Exponenten r,, 

3) A; eine nicht in der Form 


(3) hy th + Lo ds-ı 
enthaltene ganze Funktion von 2 mit möglichst kleinem 
Exponenten r,, 
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und setzen diese Reihe fort, solange man noch Funktionen 4s 
finden kann, die nicht in der Form (3) enthalten sind. 

Nach 4., 3) sind die Funktionen A,, As, ..., As in dem Sinne 
linear unabhängig, daß zwischen ihnen keine lineare Gleichung 
besteht mit rationalen Koeffizienten in z. Da es nicht mehr als 
n linear unabhängige Funktionen gibt, so kann s nicht größer 
als n sein. Andererseits gibt es, solange sn ist, immer noch 
ganze Funktionen, die von A,, Ag, ..., As-ı nicht linear abhängig 
sind, und darunter auch solche von kleinstem Exponenten. Wir 
erhalten also n Funktionen 
(4) L— (A, Äoyeens An); 
und diese bilden eine Basis des Körpers & nach z. Sie bilden 
eine Minimalbasis; denn wäre dies nicht der Fall, so müßte für 
irgend ein s=<n eine Funktion &, A, — X Ag + --- —+ x, durch 
eine lineare Funktion 2 — c teilbar sein, ohne daß x, durch 2 — c 
teilbar ist. Reduziert man &,, &s, ..., &s auf ihre Reste nach 
2 — c, so ergibt sich eine Gleichung: 

ah + Gl, +. 4A — (2 — c)u, 
worin die €, Ca, ..., Cs konstant sind, c, von Null verschieden und 
u eine ganze Funktion ist. Es ist u nicht in der Form (3) ent- 
halten und sein Exponent ist nach 2. und 3. kleiner als der 
Exponent von A,, was der Bestimmung 4. 3) widerspricht. Also: 


5. Die Funktionen A,, As, ..., A„ bilden eine Mini- 
malbasis von 2& nach 2. Sie heißt eine Normalbasis. 


Die Exponenten ?,, 3, 733 ..., Y„ dieser Funktionen genügen 
der Bedingung: 
(5) ee 
Denn wäre r,<{r,_ı, so hätte man nach 3. 3) A, an Stelle von 
As_ı nehmen müssen. 

Von den Funktionen A, ist keine durch z teilbar; denn wäre 
A; = zu, so hätte u einen kleineren Exponenten als A, und wäre 
nicht in der Form (3) enthalten. Es müßte also u an Stelle 
von 4, treten. 

6. Demnach sind (nach 1.) 

£ N], Vo) +, In 

die Exponenten von 
(6) a elek 
in bezug auf 2’ — 1:z, und diese Funktionen sind die Elemente 
einer Normalbasis von 2 nach z'. 
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Bezeichnen wir nämlich mit x; ganze rationale Funktionen 
von 2’, höchstens vom Grade m, so ist 
(7) = en: 
eine ganze rationale Funktion von 2. Wäre nun 
nz, 
0,s—1 
so würde aus (6) und (7) folgen: 
er As —- Enge T"il,, 
0,s—1 
und dies ist unmöglich, weil die A, linear unabhängig sind; und 
es kann auch keine Funktion A; von niedrigerem Exponenten als 
y; geben, weil man daraus eine Funktion A, von niedrigerem 
Exponenten herleiten könnte. 
Die Körperdiskriminanten D,, D, in bezug auf die Variable 


z und 2’ sind | 
D3 — A(h, An, eo. An); 





D, u A (A, As, ..., An) 
und daraus folgt nach (6): 
(8) ıE — e’?tıtrt tr) IB E 


Ist also ö der Grad von D,, so ist 
ir Haan a) if 


die Anzahl der verschwindenden Wurzeln von D,, und es ergibt 
sich nach $ 190, 5.: | 
(9) w—=2(h nt + N) 
7. Die Verzweigungszahl w, ist also immer eine 
gerade Zahl. 


$ 194. Differentialquotienten. 


Die Differentialquotienten können wir, wo wir keinen Gebrauch 
von der Stetigkeit machen, nicht in der gewöhnlichen Weise 
einführen. Wir nehmen zwei Funktionen «, ß aus &, zwischen 
denen die irreduzible Gleichung 
() F (a, ß) = 0 
besteht, bezeichnen mit F’(«), F’(ß) die abgeleiteten Funktionen 
und definieren den Differentialquotienten als Funktion des 
Körpers & durch die Formel: 


eo B--F8 
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Es seien &%, ß, die endlichen Werte der Funktionen «, ß in 
einem Punkt ®. Dann ist F'(&,, ß,) = 0, und wir können die 
Gleichung (1) so darstellen: 


8) 0 = (&—&) LE" (&) + (BP — Po) F" (Po) 
+ 3 (& — %)? F (005%) + 2 (a — &) (B— Bo) FE" (or Bo) 
+ (BB) FB) + 
Die beiden zueinander reziproken Funktionen 
MER Pre 
B— PB’ “— 
können nicht beide in dem Punkt ® unendlich sein. Es sei also: 
G — 0 
Dre 2): 
der endliche Wert des ersten dieser Quotienten. Dann ergibt 
sich aus (3), wenn F”(&,) nicht Null ist: | 


a rear ei), a): 


Diese Gleichung besteht für alle Punkte ®, mit etwaiger Aus- 
nahme einer endlichen Anzahl). 




















1. Eine Funktion n in 2, die in allen Punkten, 
mit Ausnahme einer endlichen Anzahl, der Bedin- 
gung genügt: 


5 

(3) -G w_ n) 
EN AEN 
istanmit a) identisch. 





Denn aus (4) und (5) folgt, daß die Funktion 


unendlich viele Nullpunkte hat und daher identisch verschwin- 
den muß. 

Die Formel (5) kann also gleichfalls als Definition des Dif- 
ferentialquotienten dienen. 

Daraus ergeben sich einfach it: Hauptsätze über die Dif- 
ferentialquotienten: 





‘) Unter den auszunehmenden Punkten sind jedenfalls die enthalten, in 
denen «, oder £, unendlich wird. Denn für diese Punkte sind die Funk- 
tionen @— a, ß— $, gar nicht erklärt. 
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2. Seien &, ß,y drei Funktionen in 2; dann ist 


© ee) 


Denn es ist für unendlich viele Punkte 


ee) 
NY Yao ey 
und daraus folgt wie bei 1. der Satz 2. 


Demnach kann man jeder Funktion & in 2 eine Funktion d« 
so zuordnen, daß für irgend zwei dieser Funktionen: 


” (a) = 7 


ein wirklicher Quotient zweier Funktionen d«, dß wird. Diese 
Funktionen nennen wir die Differentiale von &,ß. Die Diffe- 
rentiale der Konstanten und nur diese sind gleich Null. Die anderen 
Differentiale sind alle vollständig bestimmt, wenn eines von ihnen 
willkürlich (z. B. konstant) angenommen ist. 











3. Sind «, ß, 9%, ».., beliebige Funktionen in 2, 
die einer Gleichung 
(8) DR al 


genügen, so ist 
)  FddatF(dap+FYMdrt-- = 0. 

Um diesen Satz zu beweisen, nehme man einen Punkt ®, in 
dem keine der Funktionen «, ß, y ... oder da, dß, dy,.... unend- 
lich’oder Null wird und auch die abgeleiteten F’(«), F’(ß), F'(y) 
nicht verschwinden, und ordnen wie in (3) die Funktion F' nach 
Potenzen und Produkten von & — &, B — Pu» % — Yo... Dann 
ergibt sich, daß die Gleichung (9) für unendlich viele Punkte, und 
mithin identisch erfüllt ist. Als Spezialfälle von (9) ergeben sich: 


da +) — dat dp, 


FACH R dp, 
(10) («B) nn SR 
ag) 7 geisae 


Der Begriff des Differentials läßt sich ohne weiteres auf 
holomorphe Funktionale übertragen, wenn die Funktional- 
variablen als Konstanten betrachtet werden. Der Satz 3. und die 
daraus folgenden Formeln (10) gelten dann auch noch, wenn «, 
ß, 7, ... holomorphe Funktionale sind und F(«, ß, y,...) eine 
ganze rationale Funktion von «, ß, y, ..., ist. 


682 Sechsundzwanzigster Abschnitt. 8 19. 


Ist & eine ganze rationale Funktion von 2, so ist da/dz eben- 
falls eine ganze rationale Funktion, nämlich die Derivierte von 
a nach 2. 


$ 195. Darstellung der Differentialquotienten durch 
Polygonquotienten. 


Wir nehmen irgend eine Funktion 2 der nten Ordnung in & 
und eine Minimalbasis ®,, ®5, ..., ©, in bezug auf 2. Alle ganzen 
Funktionen von 2 des Körpers & sind dann in der Form dar- 
stellbar: 


(1) ao— u +9 + Inn 

und gehen aus dem Basisfunktional 

(2) =hb09, +69, ++ 410, 

hervor, wenn für die Funktionalvariablen t,, tz, ..., f„ ganze 


rationale Funktionen %,, Xa, .-.., &„ von 2 gesetzt werden. 
Setzen wir, wie in $ 184, 
N( — T) — F(t,z), 


so genügt r der irreduzibeln rationalen Gleichung: 


la 
und man erhält nach $ 194, 3.: 
(3) FeÜOd)dr + F()dz2—=(, 


und hierin ist F’(r) das Verzweigungsfunktional ($ 154): 
Nach (1) und (2) ist 

(4) do —dr-+ oda + oda, ++ o,dan, 

wo in dr die £,; durch die x, zu ersetzen sind, und es folgt also 

aus (3) der Satz: 


4. Ist © eine ganze Funktion von 2, so ist 


dx Er 
9 FOE&--Fo+aFa4..+05 
ein ganzes Funktional. 


Andererseits ist F’(®) nach $ 182, 8. durch F’(r) teilbar. 
Setzen wir also: | 
(6) F(eo)= eF'@), 
so ist eg ein ganzes Funktional, und aus (4) ergibt sich, wenn 
man die f£; durch die x; ersetzt: 
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do dx dx 
4 Fe ı m em SEEN SED Rh 
aan (7. ne u 
a do Ra d&, 
—— FT — TE 7); 


und daraus folgt, daß auch F’(z) (nach Ersetzung der t; durch 
die ©;) durch. e teilbar ist. 

Wir nennen demnach, mit Rücksicht auf die geometrische 
Analogie, oe das Funktional der Doppelpunkte in o, z. 

Ist ®B ein Punkt, in dem z endlich und F’(r) von Null ver- 
schieden ist, der also kein Verzweigungspunkt in z ist, so hat 
eine ganze Funktion ® von 2 nach 4. in ® einen endlichen 
Differentialquotienten. Eine gebrochene Funktion n von z, die 
in ® endlich ist, läßt sich als Quotient zweier ganzer Funktionen 
o':o darstellen, deren Nenner ® in B nicht verschwindet. 

Daraus folgt: 

dn - 1 ‚do do’ 
nl) 
und folglich ist dn:dz im Punkt ® gleichfalls endlich. 

Um das Verhalten eines beliebigen Differentialquotienten 
da:dß in irgend einem Punkt ®B zu erkennen, nehme man eine 
Funktion z, die in B Null von der ersten Ordnung wird, und be- 
zeichne mit r, s die Ordnungszahlen von & — &%, B — ß, in 
Punkt %. Für den Fall, daß & in ® unendlich wird, setze man 
% — 0 und erhält eine negative Ordnungszahl r. Entsprechen- 
des gilt, wenn ß unendlich wird. 

Dann ist nach $ 185: 

u — u — 2", 
5 B-h= aß, | 
worin « und ß’ Funktionen in 2 sind, die in ® weder Null noch 
unendlich werden. 

Daraus ergibt sich nach $ 194: 


do do 
—N EN A Zt 











dz da’ 

ea) RD RR ‚aß 

daliniaies BR 

do 

(9) B-Adu "Tfad 
%—udB 0. Ban 
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und wenn man in den Punkt ® geht: 
LE 
19 (NE 
was ein endlicher von Null verschiedener Wert ist. 
Daraus folgt: 





5. Die Ordnungszahl des Differentialquotienten 
d«:dß in irgend einem Punkt ® ist gleich der 
Differenz der Ordnungszahlen von &— und B — Po. 
Ist 5.25 8oder 22 sun jat 


(5 — a er oder um: 
und folglich nach (10) auch 


do 
er oder ur 
Ist r = s, so folgt aus (10) 


an (2), = (6=a); 


Hier ist jede Spur der Variablen 2 herausgefallen, 
und diese Formel gilt für jeden Punkt ® ohne Ausnahme. 

Danach lassen sich die Nullpunkte und Unendlichkeitspunkte 
der Differentialquotienten genau feststellen und damit diese 
Funktionen als Polygonquotienten darstellen. 

Ist « die Ordnungszahl von & -— «, in einem Punkt ® nach 
$ 188, so enthält das Verzweigungspolygon 3. den Punkt ® 
a — 1mal oder — a — 1mal, je nachdem «a positiv oder negativ 
ist. Ist « negativ, so enthält das Nennerpolygon W\ von & den 
Punkt ® (—-a) mal, und folglich ist in beiden Fällen der Punkt 
® in 32:42 (a — 1)mal enthalten. Hat 3, ®, d die entspre- 
chende Bedeutung für ß, so enthält also der Quotient: 

3a 82 
KERLE 








(@« — b)mal den Punkt ®. 
Die Ordnungszahl von d«:dß in ®B ist aber nach 5. ebenso 
groß, und daraus ergibt sich die Darstellung: 
do IuB? 
(12) dß == 3; U’ 
worin, um es zu wiederholen, 9, 33 die Verzweigungspolygone, 
U, ® die Nenner von «, ß sind. 
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$ 196. Geschlecht des Körpers 2. 


Da in einem Polygonquotienten Zähler und Nenner von 
gleicher Ordnung sind, so folgt aus der letzten Formel [$ 195, (12)]: 
(1) We — 2a = w — 2b. 

Bezeichnen wir also mit n die Ordnung und mit w die Ver- 
zweigungszahl für eine beliebige Variable, die, wie wir im $ 193 
gesehen haben, eine gerade Zahl ist, so ist die ganze Zahl: 

(2) N zw mut ar I, 

eine zu dem Körper 2 gehörige invariante ganze Zahl, die das 
Geschlecht des Körpers genannt wird. Daß diese Zahl nicht 
negativ sein kann, ergibt sich aus $ 193, (5) und (9), wonach 


8) 2 — (rs — 1) GE a ER (rl) 
ist, und so aus lauter Summanden besteht, deren ‚keiner negativ ist. 
Zwei Funktionen «&, ß nennen wir ein primitives Paar des 
Körpers 2, wenn alle Funktionen in & rational durch « und ß 
ausgedrückt werden können. Ist « von der mten, ß von der nten 
Ordnung, so ist nach $ 171 für ein primitives Paar notwendig 
und hinreichend, daß die zwischen & und ß bestehende irreduzible 
Gleichung: 
(4) F(a, ß) = 0 
in & vom nten, in ß vom mten Grade sei. 
Es sollen die Funktionen F’ (&), F’(ß) durch Polygonquotienten 
dargestellt werden. Wir setzen: | 
© =, d=g 
worin WU, M von der mten, B, N von der nten Ordnung sind. W 
hat dann mit W und B mit W keinen Punkt gemein. Wir setzen: 


F(,ßB) = 90" — arm! — an 
(6) Fi) = nam! (n — 1))a0 7? ++: 4 a, 

oF'(0) = — a, ar 1 — 2ag0r 7? — +. — NAn. 

Aus der zweiten dieser Gleichungen schließt man, daß im 
Nenner von F’(«) keine Punkte vorkommen, die nicht in X oder 
in ® enthalten sind, und aus dem dritten folgt, daß dieser 
Nenner höchstens — W* 29” sein kann. Wir setzen also: 


x 
7) Fr (0) — am: 
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Es soll jetzt bewiesen werden, daß % durch das Verzweigungs- 
polygon 3, teilbar ist. 

hal wir zunächst an, dab X und ® relativ prim zu Is 
seien; dann gibt es eine ganze rationale Funktion x von ß, die in 
Lemefe Punkt von 3, verschwindet, für die © = xu« eine ganze 
Funktion von ß wird. Setzen wir 


f(o) = @"F (a, P), 

Fo) mr 
Ist r die Basisform von & in bezug auf ß, so ist nach $ 182 
f'(®) durch f’(r) teilbar, und da nach Voraussetzung ß in keinem 
Verzweigungspunkt unendlich wird, so ist f’(r) und folglich auch 


F"(«) durch das Verzweigungspolygon 8: teilbar, und unsere Be- 
hauptung erwiesen. Wir setzen: 


so Ist: 


ae ns 
/ RB: 
(8) Fe) = ma 


Diese Formel ist hierdurch nur unter der Voraussetzung 
erwiesen, daß weder & noch ß in einem der Verzweigungspunkte 
unendlich wird. 

Machen wir aber die lineare Substitution: 


(9) 2. I) au, 
B(Bı ze 1) oe 6B,; 
so ist nach $ 190 
38 zu 38 


und wir können die Konstanten a, 5 so wählen, daß «, und ß, in 
keinem Punkte von 3; unendlich werden. Wir haben nur für «a 
und d irgend konstante Werte zu nehmen, die « und ß in seta. 
Punkte von 9; annehmen. 

Ist F} (a&,, ß,) = 0 die zwischen &,, ß, bestehende rationale 
Gleichung, so ist: 


F (0, Bı) = (a + 1" (Bı + Ur Flo, P), 
oder auch nach (9): 
or Ki (ar; Pi) ab” ur Br Ei(e, B); 
ferner da:da, — o2:aca, und folglich, mit Rücksicht auf F —= 0, 
I 0: 
(10) un? BR, (Gy au az: 
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Nach (9) verschwinden «,, ß, in denselben Punkten und mit 
denselben Ordnungszahlen wie «, ß, und daraus ergeben sich, den 
Darstellungen (2) und (4) entsprechend, die Polygondarstellungen: 


MM N 
RL) TC en 
und aus (5), (7) und (10): 
(12) Tan (&,) = An—2 gm 


Damit ist die Formel (8) allgemein bewiesen. 
Setzt man nach $ 194, (9): 
 F(o)de+F(p)dß = 0, 
so folgt aus (8) und $ 195, (12): 
ı(g) — _ de 

(13) 12 (B) —.Yn Ym—2 

Beide Ableitungen F’(«), F’(ß) verschwinden also in den 
Punkten von X, und R% heißt das Polygon der Doppelpunkte 
ın (&, ß). 

Die Ordnung von Ur B”-2 ist 2n(m — 1) und daraus ergibt 
sich für die Ordnung 2r von R eine gerade Zahl, nämlich: 





2r = 2n(m — 1) — wa = 2m(n — 1) — ws 
und für das Geschlecht p ergibt sich nach (2): 
(14) p=(n— 1) (m — 1) —r. 


Siebenundzwanzigster Abschnitt. 


Algebraische und Abelsche Differentiale. 


$ 197. Differentiale in 2. 


Sind z und z, zwei Variable in 2 von den Ordnungen n, n, 
mit den Unterecken ll, U,, mit den Verzweigungsecken: 3, 3ı; 
den Verzweigungszahlen w, w,, so ist nach $ 195, (12) 








de 3% 
da Zu 
Setzt man en 
p 2 
— en. 1 
n g BB nd 
so wird hiernach 
(2) oadz —= 0,da2,. 


Ist AU2 äquivalent mit B3, so ist ® eine Funktion in 2, 
und ®, ist gleichfalls eine Funktion in 2. Sind a, b die Ord- 
nungen von W und %, so ist [S 196, (2)] 

(3) b-w=a-2n, 
li, + 2p TE 2, 
wenn p das Geschlecht des Körpers & ist. 

Wir setzen jetzt in einer neuen symbolischen Bezeichnung 
(4) das oe 
U 
Pi 
und nennen diese Ausdrücke die zum Körper 2 gehörigen 
Differentiale. 

Im Zähler und Nenner U, ®B eines Differentials können 
gemeinschaftliche Faktoren zugefügt oder weggelassen werden. 
Haben X und ® keinen gemeinschaftlichen Teiler, so heißt X das 
Öbereck, B das Untereck des Differentials dJ. 


(5) ode =dJ— 
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Die Bezeichnung (5) eines Differentials unterscheidet sich von 
der ähnlichen Bezeichnung der Funktionen in & dadurch, daß 
der Grad des Zählers um (2p» — 2) höher ist als der des Nenners. 

Die in 8 194 definierte Differentiale d& der Funktionen in 
2 sind spezielle Fälle der allgemeinen Differentiale (5). Denn 
nicht alle diese dJ sind Differentiale von Funktionen in 2. 
Wir unterscheiden eigentliche Differentiale d«, d. h. solche, 
die Differentiale von Funktionen in 2 sind, und uneigentliche 
oder Abelsche Differentiale dJ, die das nicht sind. Für die 
letzteren hat J selbst keine Bedeutung und erhält eine solche 
erst in der Integralrechnung, die der rein arithmetischen Methode 
nicht zugänglich ist. 

Ist z eine beliebige Variable in & und dJ ein Differential, 
so ist dJ:dz eine Funktion in «, und dJ:dz ist ein Diffe- 
rentialquotient. Wir unterscheiden auch hier eigentliche 
und uneigentliche Differentialquotienten. Der Quotient 
zweier Differentiale dJ:dJ’ ist gleichfalls immer eine Funktion 
in 2 und kann ebenfalls ein Differentialquotient genannt werden. 

Damit ein Polygonquotient U: das Symbol für ein Difie- 
rential sein kann, ist notwendig, daß die Differenz (a — b) der 
Ordnungen von X und ® gleich (2p» — 2) sei. Aber diese Be- 
dingung ist nicht hinreichend; es kommt noch hinzu, dab eine 
Variable 2 in 2 existieren muß, für die 
(6) MAUS ! 
ist. Ist diese Forderung befriedigt, so bleibt sie erhalten, wenn 
z durch irgend eine andere Variable in & und A und B durch 
äquivalente Polygone ersetzt werden. Sind also W, W’, ... Poly- 
gone der durch U bestimmten Klasse A, so sind W:3, W’:2, ... 
gleichfalls Differentiale. 

Ist 

AR W Mails ee) 
und X, U, Us, ... eine Basis von A, so sind die entsprechenden 
Differentialquotienten 

delete de; 

aaa 
die Basis einer Funktionenschar von endlicher Dimension, und wir 
können 





(d)ı, dda, Ads; --.) 
die Basis einer Schar von Differentialen von derselben Dimension 


nennen. 
Weber, Algebra. III. 44 
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Jedes Differential dJ, dessen Untereck ® oder ein Teiler 
von ® ist, kann dann in der Form dargestellt werden: 
(7) dJ —= adJ, + Gddg + gdJ, + --- 
mit konstanten Koeffizienten. 

Die einfachsten Differentiale sind die, deren Untereck das 
Nulleck ist, und deren Öberecke % also von der Ordnung 
(2p — 2) sind. Diese heißen Differentiale erster Gattung 
und werden mit dW bezeichnet. Sie sind dadurch charakterisiert, 
daß für jede Variable z die Polygone U?W und 3 äquivalent sein 
müssen, und die W bilden also, ihre Existenz vorausgesetzt, eine 
Polygonklasse W, deren Dimension zu bestimmen ist. 

Das Polygon W heißt das Grundpolygon des Differentials d W 
und wird ein vollständiges Polygon erster Gattung ge- 
nannt It W — WB, so heißen auch WU und B Polygone erster 
Gattung und zwar Ergänzungspolygone voneinander. 

Jedes Polygon, das nicht Teiler eines vollständigen Polygons 
erster Gattung ist, heißt von der zweiten Gattung. 

Ist A ein Polygon erster Gattung, so ist auch jedes mit U 
äquivalente Polygon W von der ersten Gattung, und wir nennen 
die Klasse A von X eine Klasse erster Gattung. Denn ist 
AB —= MW, so ist AB= W, wenn B die Klasse von B ist, und 
es ist WB = W mit W äquivalent, also von der ersten Gattung. 

Ist also qg die Anzahl der linear unabhängigen Polygone 
erster Gattung, die durch ein Polygon der Klasse A teilbar sind, 
so ist nach $ 192, (14) 

(8) q=(4,W) = (0, B), 
also gleich der Dimension der Ergänzungsklasse. 

Ist A eine Klasse zweiter Gattung, so gibt es kein durch 
A teilbares Polygon erster Gattung, und es ist 


(4, Wa za0. 


$ 198. Die Polygonschar erster Gattung. 


Um die Dimension (0, W) der Polygonschar erster Gattung zu 
bestimmen und damit zugleich ihre Existenz nachzuweisen, nehmen 
wir eine beliebige Variable z in & mit dem Verzweigungseck 
3 und dem Untereck U. Ist dW ein Differential erster Gattung, 
so ist 


daW E12 
1) a 
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eine Funktion in 2, die wir einen Differentialquotienten 
erster Gattung nennen. 

Ist ®B ein Punkt, in dem (2 — z,) unendlich klein von der 
Ordnung e wird, so kommt dieser Punkt (e — 1) mal in 3 vor, 
und folglich ist [w(z2 — 2,)) = 0. Wird z in einem anderen 
Punkte ® unendlich in der eten Ordnung, so kommt dieser 
Punkt emal in U und (e — 1) mal in 3 vor, also einmal im 
Zähler von wz, und folglich ist auch in diesem Punkte (w2), — 0, 
und diese beiden Forderungen, nämlich: 

a) In jedem Punkte, in dem z einen endlichen Wert z, hat, 
ist [w(2 — %)b = 0; 

b) In einem Punkte, in dem z unendlich wird, ist (wz), = 0, 
sind auch ausreichend, einen Differentialguotienten erster Gattung 
ıw zu definieren. 

Um die erste Bedingung zu erfüllen, nehmen wir eine 
Minimalbasis nach z: 


(2) N ee 
setzen 
(3) a. — S(0r0,) 
so daß 
(4) EI ara em 
die Körperdiskriminante (nach 2) ist, und bestimmen eine Basis 
(5) EIHFE EM re 
aus den Gleichungen: 
(6) TE 
Ist (r, s) ein Zeichen, das — 0 ist, wenn r und s verschieden 
sind, und = 1, wenn r =s ist, so kann man die rationalen 


Funktionen a,,, von 2 so bestimmen, dab 


(7) dr ds a lr95) 
wird, und erhält aus (6): 
(8) | ra uni 


und die Größen a,, haben keinen anderen Nenner als 4. 
Daraus ergibt sich wegen (3) und (7): 
Dsimi)l.sulrsrs) 
ee (ra) = (9) 
Ar, s = (Er &s). 
44 * 
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Ist umgekehrt für ein Funktionensystem nı, Ns; dus Nn die 
Bedingung 
(10) a! Sees) 
befriedigt, so ist 7, = &,; denn setzt man 
Nr = x, Ey 
so folgt aus (9) und (10) &,,s = (r, s). Demnach sind die Be- 
dingungen (9) und (6) vollständig gleichbedeutend. 


Die Größen &; bilden eine Basis von 2, sind aber nicht 
ganze Funktionen. Die Basen (5) und (2) heißen zueinander 


komplementär. 
Die Größen 
(11) MEI HE lan 
sind ganze Funktionen, und wenn f,, ta, ..., „ Funktionalvariablen 
sind, so ist 
(12) Ich + ab + + a) = JE 
der größte gemeinschaftliche Teiler der Funktionen (11). 
Ist 
(13) r = (2 — c)(2 — &)(2£ — 65)... 


das Produkt aller voneinander verschiedenen Linearfaktoren von 
A und 

(14) IL TE STE 

das Produkt der verschieden in 7 aufgehenden Primfunktionale, 
so können wir jede durch r teilbare ganze Funktion e von 2 
ın & ın die Form setzen: 


e—=r&as + 2% +: —+ 2uEn), 
worin die &, 2a, +, %„ rationale Funktionen von z sind. Dann 
erhält man nach (9) 
Yı —sD(00,), 
und da eo; durch jeden Primfaktor von r teilbar ist, so ist 
S(eo;) nach dem Satz $ 184, 7. eine durch r teilbare ganze 
Funktion in Z, und folglich x; eine ganze rationale Funktion. 
Hieraus folgt, daß 


Ae= ra, des +91 ++ auf2E) 
durch ref teilbar ist, und daß sonach re ein in o aufgehendes 
ganzes Funktional ist. 
Wäre x ein nicht in x enthaltener Primfaktor von re, so 
könnte man @ so annehmen, daß es nicht durch x teilbar ist, 
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und oe könnte nicht durch re teilbar sein. Ebenso schließt man, 
daß jeder der Primfaktoren 7,, 7, ..., aber keiner mehr als ein- 
mal in re aufgeht; also ist, von Einheitsfaktoren abgesehen, 
(15) re—%. 

Also genügt jede der Funktionen &,, &, ..., &, der Bedingung a). 
Umgekehrt ist auch jede dieser Bedingung genügende Funktion w 
in der Form enthalten: | 
(16) vhs I % A mem 
worin die %, &y --„, &n ganze rationale Funktionen von 2 sind. 

Denn es ist rw eine durch « teilbare ganze Funktion, und 
folglich nach (9), (16) und $ 184, 7.: 

S(rwo;) = rt 
eine durch r teilbare ganze Funktion von 2, folglich 
(17) Yen, I SI(w o;). 

Um also die Differentialquotienten erster Gattung zu er- 
halten, hat man unter den Funktionen (16) die auszusuchen, die 
der Bedingung b) genügen. 

Zu dem Zweck nehmen wir für (2) die in $ 193 betrachtete 
Normalbasis 


A), Ay, ee An 

und bezeichnen die dazu komplementäre Basis mit 
U, Us, +, Um 

die durch 

(18) (Arts) = (3 5) 


definiert ist. 
Setzen wir dann 


(19) = Yıkı + Yala + — Yn Un, 
so ist, wenn r; der Exponent von A; ist, nach (17) 
DSB RENE, (w: Hi )' 

PAtTTe gri 
Nach der Definition von r; ist A;:2” für z2—= » endlich und 
wz verschwindet wegen b). Folglich muß y,:2"”' für z — » 
verschwinden, d. h. y; kann höchstens vom Grade (r; — 2) sein 
und enthält daher höchstens r; — 1 konstante Koeffizienten. 
Da u, = 1, r, = 0 ist und der Grad von y, nicht negativ 
sein kann, so muß y, identisch Null sein und es folgt 


S(w) =). 
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Dies ist das Abelsche Theorem für die Differential- 
quotienten erster Gattung. 

Um zu zeigen, daß diese Forderung über die 4 y; für die Er- 
füllung von b) auch genügt, betrachten wir die Funktionen in & 


als Funktionen von 2’ = 1:2. Für diese bildet 

Na de han TE An ir u Te aan 
nach $ 193, 6. eine Minimalbasis, und 

u = 2, 1 = Arie, ..., Mn — Ann 
ist nach (10) die dazu komplementäre Basis. Folglich ist 2’u’ = 0 
für 2’ = 0 [nach a), auf 2’ angewandt], also 

Hit, 
AA ar Ber SAVE UL DE 
gi? 


wenn der Grad von y; nicht höher als (r; — 1) ist. 

Damit ist nachgewiesen, daß alle in der Form (19) ent- 
haltenen Funktionen, in denen die y; ganze rationale Funktionen 
von 2, höchstens vom Grade r; — 2 sind, Differentialquotienten 
erster Gattung sind, und daß auch umgekehrt in dieser Form 
alle Differentialquotienten erster Gattung darstellbar sind, und 
es folgt der Hauptsatz: 

1, Die Klasse der Differentiale erster Gattung 
ist von der Dimension 


VW) =. ZU Wil) re ee 

Hieraus ergibt sich noch folgendes: Ist A eine beliebige 
Polygonklasse von der Ordnung a und W die Hauptklasse erster 
Gattung, so ist nach $ 192, (14): 

(4, W)>2(0, W-a=p—a, 
also, wenn « =p—.1 ist: 
(Aa srl: 

Es gibt also, wenn a kleiner als p ist, immer Polygone erster 

Gattung, die durch U teilbar sind, und daraus folgt: 


2. Jedes Polygon von (p— 1l)ter und niedrigerer 
Ordnung ist von der ersten Gattung. 


Nach $ 192, 5. kann man, wenn m nicht größer als p ist, 
ein m-Eck WM so wählen, daß, wenn M die durch M bestimmte 
Klasse ist, 


(MW)=p—m 
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wird, und wenn man hier m —= p setzt, so folgt, daß es Klassen 
der Ordnung p von der zweiten Gattung gibt. 


$ 199. Der Riemann-Rochsche Satz. 


Das unter dem Namen des Riemann-Rochschen Satzes 
bekannte Theorem hat den Zweck, die Dimensionen von Polygon- 
klassen zu bestimmen. 

Wir betrachten zunächst eine eigentliche Polygon- 
klasse A von der Ordnung n, nehmen darin zwei teilerfremde 
Polygone X, W und setzen: n 

$ 


RT 


Ist dann W’ ein anderes Polygon derselben Klasse, so 
setzen wir 


Yr m) yrr’ 
in == YWw % —— ST . 

Es ist also © eine ganze Funktion von z, und ®:z eine 
ganze Funktion von 1:2. Wenn also ® nicht konstant ist, so ist 
der Exponent r von ® gleich 1. Umgekehrt ist auch jede ganze 
Funktion ® von z vom Exponenten O0 oder 1 in der Form A’: 
darstellbar. 

Wir erhalten also die ganze Klasse A aus der Gesamtheit 
der ganzen Funktionen von z, deren Exponent —=1 ist. Diese 
erhalten wir aber leicht aus der Normalbasis (A,, Ag, ..., An) in 2, 
mit der Reihe der Exponenten r,, r95 ..., 7. (8 193). Ist A, die 
letzte dieser Funktionen, deren Exponent gleich 1 oder O ist, so 
ist jede ganze Funktion, deren Exponent =] ist, in der Form 


(1) = GL aha cds 
darstellbar (c, muß konstant sein, weil es nach der Definition 
der Normalbasis eine ganze Funktion sein muß, und wenn sein 
Exponent positiv wäre, so wäre der Exponent von ® größer als 
eins). Demnach ist 
(2) 0,)=s+1, 
und diese Zahl ist also immer Zn — 1. 

Die obere Grenze n — 1 wird nur dann erreicht, wenn alle 


Yo Ta aaksundlsfolglichsn "0 "ist, 
Da in einer eigentlichen Klasse mindestens zwei Polygone 
enthalten sind, also (0, A) = 2 sein muß, so kann ©» — 1 nur 


in dem Falle p = 0 vorkommen. 
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Eine Funktion z, die nur in je einem Punkte 0 und & wird, 
also die Ordnung 1 hat, gibt es daher nur in dem Falle p = 0. 
Jede Funktion in & ist durch ein solches z rational dar- 
stellbar'). 

Wenn r; > 2 ist, so sind u; und zu; nach $ 198 Differential- 
quotienten erster Gattung. Es gibt also nach (1) Polygone %, W’ 
von der ersten Gattung, die der Bedingung genügen: 


ee rt) DILy DIE 
u EAN NT. 
und da W, W teilerfremd sind, so muß U ın ®, W in W’ auf- 
gehen. Es ist also A eine Klasse erster Gattung. 
Ist A eine Klasse zweiter Gattung, so sind also alle Expo- 
nenten F,, 795 «-„ 7„ gleich 2 oder kleiner als 2, und es ist im 
besonderen 7,41 = 2, Ts4a = 2... m —= 2. Folglich ist 


= (rn —- NR Dre Hrn Den s 


und wir haben nach (2) den Satz: 





3. Die Dimension einer eigentlichen Klasse A von 
der zweiten Gattung ist 


(3) (0, AAJ=n—p-1. 
Ist ferner A eine eigentliche Klasse erster Gattung und 
(4) AB WG 


die vollständige Klasse erster Gattung, so nehme man ein Polygon ® 
in B und bilde die Differentialquotienten erster Gattung: 
U3B A2WB 
ww = u Ale 2 : 
und diese Form bleibt erhalten, wenn ® durch ein äquivalentes 
Polygon ® ersetzt wird. Die Dimension (0, 5) ist also so grob 
wie die Dimension der Schar der Differentialquotienten erster 
Gattung w, die die Eigenschaft haben, daß auch zw noch von 


der ersten Gattung ist. Damit dies der Fall sei, dürfen in dem 
Ausdruck: 





w— Yılı 4 Yala 4° + Ynlin 
die Grade der Funktionen %,, Ya, ---, Y"n nur bis zu der Höhe 
1, — 23,1, — 2, ..., 0m — 2, ansteigen, und daraus folgt: 


!) Dieser Funktionenkörper führt zu den von den Geometern so 
genannten „Unikursalkurven“. 
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0, = na d+Rn- dt tm) 

5) P= (Hl) Fre) Hr +m—)D 

(, DB) =p—n-+ts, 
und nach (2): 

(0, AA) — (0, DB) =n—p-]l. 

Nun ist nach $ 192, (14) (0, B) = (A, W), und wir haben 
den Riemann-Rochschen Satz für Klassen erster Gattung: 

4. Die Dimension einer eigentlichen Klasse A 
erster Gattung ist 
) 0 N)=-n—p+ti+(Aa WM 

Diese Formel schließt (3) in sich, weil für Polygone zweiter 
Gattung (A, W) = 0 ist. 

Da die Dimension einer eigentlichen Klasse mindestens 
gleich 2 ist, so folgt für eine Klasse zweiter Gattung: 

nee; 
und hierin ist der Beweis eines Satzes von Riemann enthalten: 
5. Eine Funktion, deren Ordnung kleiner als 

(p + 1) ist, ist von der ersten Gattung. 

Es folgt weiter daraus, daß die Klasse W der Polygone 
erster Gattung eine eigentliche ist. Denn angenommen, W habe 
den Teiler M, und es sei W = MA, so wäre (0, W) — (0, A) 
— p. Nimmt man Yin A relativ prim zu Wi, so gibt es in W nur 
ein durch X teilbares Polygon, nämlich UM, und folglich ist 
(A, W) = 1. Demnach gibt die Formel (6): 


n —= 2p — 2, 
also gleich der Ordnung von W. Die Ordnung von A ist also 
ebenso groß wie die von W, und folglich W — 0. 


Der Satz 4. gilt unverändert auch für uneigentliche Klassen. 
Um das nachzuweisen, sei zunächst A von der ersten Gattung 
und vom Teiler Wt: 


reis 
AR m 
0) AB—=—W 
B—MB, ($19, 8.) 
(4',W) = (0, B'). 


Die Ordnungen von WM, A, D seien m, a, b, also a + b die 
Ordnung von W, d.h. | 


(8) MASTER) 
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Nach (7) und $ 192 ist 
(9) (0, B) = (0, B') — m, 
und nach (6), angewandt auf A’: 

(0,A)=(0, A))=a— m —-p 1-7 (022), 
also nach (8): | 
(0, 4) —1a = (0, B) — }. 

Da wir aber A und D vertauschen können, so ergibt sich 

hieraus 


(0, AA — !a—= (0, Bb) — 3b, 
und wenn man 


(9, DB) = (4, W), 
(ab) = ap] 


(0, AA=a—p+1-+(AW) 
in genauer Übereinstimmung mit (6). 

Um auch für uneigentliche Klassen zweiter Gattung den 
entsprechenden Satz abzuleiten, sei 
(10) Ar elle, 
eine uneigentliche Klasse zweiter Gattung vom Teiler WM. 

In einer eigentlichen Klasse zweiter Gattung, C, deren 
Dimension größer ist als die Ordnung a von A, gibt es nach 
$ 192, 5. immer Polygone, die durch ein Polygon der Klasse A 
teilbar sind, und CÜ ist also auch durch 4 teilbar. 

Aus $ 192, (15) folgt: 


(0, AAJ>(0, 0) —c-+ta, 
0,0))=ece—p-I1, 
also 


(11) (ORAL Dee 
Nun ist A’ eine eigentliche Klasse von derselben Dimension 
wie A, also, wenn m die Ordnung von W ist, nach (6): 
12) (9,A)=(9,A)=a— m—p+1-+ (A, W), 
also nach (11): 
(13) (A',iW ):=m. 
Daraus folgt, daß A’ von der ersten Gattung sein 


muß. 
It W = 4'B', so folgt aus (13): 


(14) (4,W) = (0,B) = m. 


setzt: 


und aus (3): 
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Wäre nun (0, B’) > m, so könnte man in D’ ein durch WM 

teilbares Polygon MB finden ($ 192, 5.), und es wäre: 
ENDEN BIZEIM 

ein vollständiges Polygon erster Gattung, es wäre also U selbst 
von der ersten Gattung; gegen die Voraussetzung. Also ist 
(OMA ARMFerrund 
(15) (0, AA=a—p-+l 

Also gilt auch hier der Riemann-Rochsche Satz in der 
Form 3. | 

Besteht A aus einem isolierten Polygon WM, so ist (0, A) — 1, 
also «a — p, und daraus folgt: 


6. Ein isoliertes Polygon zweiter Gattung muß 
ein p-Eck sein, und umgekehrt ist jedes p-Eck 
zweiter Gattung ein isoliertes Polygon. 


7. Geht ein Punkt ® im Teiler einer uneigent- 
lichen Klasse zweiter Gattung A auf, und ist A=BA', 
so muß A’ von der ersten Gattung sein. 


Denn es ist nach dem Satz (6) und (15): 
(0, A) = en Me 1, 
(9,A)=a—p+(4,W), 
(0, A) = (0, 4'), 
2130.41, W,) 1, 


$ 200. Differentiale zweiter und dritter Gattung. 
Wir können jetzt die Bedingung für ein Differential: 
U 
(1) dJJ—=y 


die wir in $ 197, (6) mit Rücksicht auf eine Variable z in der 
Form ausgedrückt haben: 

UNE, 
invariant darstellen, wenn wir die vollständigen Polygone erster 
Gattung benutzen, wonach 

2m rn 3 


Un WB, 


oder, indem wir die Klassen einführen: 


ist: 
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1. Der Polygonquotient- (1) ist ein Differential, 
wenn die Klassen A, B von X und B relativ prim 
sind und der Bedingung-genügen: 
(2) Ar WR, | 

Sind a und d die SEULIBIESAAINEN von A und DB, so- ist: 
(3) a—b—=2p —2, 
und da A jedenfalls von der zweiten Gattung ist, nach sı 199, (15): 
(4) (9, AA)=b+p—|1. 

Besteht 5 aus einem einzelnen Punkt ®, so ist (0, A) = p, 
und die Dimension von A ist ebenso groß wie die von W; ist daher 
(81,005, - 328, ) 

eine Basis von W, so ist 

(BIER, IB) 
eine Basis von A. Daher ist A eine uneigentliche Klasse mit 
dem Teiler ®, und es folgt: 

2. Ein einzelner Punkt ®B kann nicht Untereck 
eines Differentials sein. 

Hat die Klasse A einen Teiler M vom Grade m, so muß Wi 
im Teiler von D enthalten sein; denn WW! muß in jedem der 
Polygone WB, und folglich, da W eine eigentliche Klasse ist, in 
jedem der B aufgehen. Ist 
IN ei Nub 
so mub 
5) (0, A) = (0, A) 
sein. Es ist aber nach (3) und (4), auf A und A’ angewandt, 
wenn A’ von der zweiten Gattung ist: 
(0, A) = (0, A) + m, 
also (0, A) > (0, 4); folglich muß m — 0 sein. 
A’ kann aber nur dann von der ersten Gattung sein, wenn 
D ein isoliertes Polygon und 5 —= WM ist. Dann ist: 
Am (0, A') zu; 
also muß (0, A) = p, b = 1 sein, und wir kommen auf den 
Fall des Satzes 2. Folglich: 

3. Jedes Polygon von mehr als einem Punkt kann 
Untereck eines Differentials sein. 

Unter einem Differential zweiter Gattung versteht man 
ein solches, dessen Untereck eine Potenz eines einzelnen Punktes ® 
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ist. Ein Differential, dessen Untereck nur aus zwei einfachen 
Punkten besteht, heißt ein Differential dritter Gattung. Wir be- 
weisen den Satz: | 
4. Jedes Differential dJ läßt sich linear und mit 
konstanten Koeffizienten aus Differentialen erster, 
zweiter und dritter Gattung zusammensetzen. 


Dieser Satz kann nach (4) auch so ausgesprochen werden, 
daß die Klasse A eine Basis 


(6) Wale 
von der Art hat, daß die Quotienten 
(7) re - 


Differentiale von einer der drei Gattungen sind. 

Um ihn durch vollständige Induktion zu beweisen, nehmen 
wir an, es sei für irgend ein ® eine solche Basis gefunden, und 
suchen eine ebensolche für das Untereck BB, wenn DB ein be- 
liebiger Punkt ist. Eine solche Basis können wir in der Form 
annehmen: 


(8) PU, PA, RE. PU +p-1 Urn: 
worin Y,+, ein mit WB BP äquivalentes Polygon sein muß, das 
den Punkt ®B nicht enthält. 
Wenn der Punkt ® in B aufgeht, setzen wir: 
| De ms 
so daß ® nicht mehr in Wi aufgeht. Das Polygon WY”t1 ge- 
hört dann in eine eigentliche Klasse, in der also ein durch ® 
nicht teilbares Polygon NR existiert. 
Wir setzen dann: 
al 
und erhalten daraus ein Differential zweiter Gattung: 


a 
BR Fr Re 

Geht B in B nicht auf, so nehme man einen in B aufgehen- 
den Punkt ®,. Dann gehört WP,P in eine eigentliche Klasse 


und enthält ein durch ®B nicht teilbares Polygon W. Ist dann 
DET N 


(9) dJı4, = 





so Ist 


Bl a lt 
(10) dyy+» = BT IR 
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ein Differential dritter Gattung. Damit ist der Satz 4. bewiesen, 
sogar mit der Verschärfung, daß die darin auftretenden Differen- 
tiale dritter Gattung einen beliebigen festen Punkt ®, im Untereck 
enthalten. 


$ 201. Die Residuen. 


Ist ® ein Punkt, der mmal im Untereck ® eines Differen- 
tials d.J aufgeht (m Z 0), so nehme man eine Funktion z in 2, 
die in ® unendlich groß in der ersten Ordnung wird. Dann kann 
man nach $ 197, (1) und $ 185, (5) setzen: 


dJ 
(1) dz — Am 22"? Ze Am; 2? Zu ne I, A 4-ı a Ar N a, 
worin die a Konstanten sind, n eine in ® endliche Funktion in 2. 

Der Koeffizient —a_, von — 27! heißt das Residuum 
des Differentials dJ in bezug auf den Punkt Y. 

Das Residuum von dJ im Punkt ® kann nur dann von Null 
verschieden sein, wenn m > 0 ist, d. h. wenn der Punkt ® im 
Untereck von d.J vorkommt. Solche Punkte sollen Pole von 
dJ heißen. 

1. Das Residuum eines eigentlichen Differentials 
ist gleich Null. Denn durch Differentiation einer 
Potenz von z kann niemals 27! entstehen. 

Nimmt man für z eine Funktion z,, die gleichfalls in ® 
unendlich von der ersten Ordnung wird, so kann man setzen: 

A ER a Pe 
2 dz 
() a an, 


worin die ce Konstanten, N, 2, 73, in ® endlich sind. 


Setzt man 
Am—2 DATE Am—3 U 
Er Ir Ede a a Er gl a 


so ergibt sich aus (1): 
dJ do WAKE: FR 
Bun Zee a a ie va 
wo n’ in ® endlich bleibt, und darin gibt nach 1. nur der Teil 
dz 
da 





Ge] 2m 
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einen Beitrag zu dem Gliede mit z7', und dieser hat nach (2) 
den Koeffizienten a_,.. Daraus folgt: 
2. Das Residuum von dJ ist von der Wahl der 
Funktion z unabhängig. 


Es gilt ferner noch der folgende Satz: 
3. Die Summe aller Residuen eines Differentials 
ist gleich Null. 
Wir erweitern den Ausdruck W/B des Differentials dJ, wenn 
nötig, durch Hinzufügung von Punkten im Zähler und Nenner, 
so daß die voneinander verschiedenen Punkte des Unterecks 


(3) Bı Ba. Pr 

ein Polygon einer eigentlichen Klasse bilden. Die Pole von dJ 

sind dann unter diesen B enthalten, möglicherweise auch noch 

andere Punkte, für die das Residuum von dJ gleich Null ist. 
Als Nenner von dJ können wir dann 


@ 3 — Bit... Br 
nehmen, wenn wir die zuviel genommenen Punkte wieder im 
Zähler zufügen. 

Wir nehmen eine Funktion z in & von der nten Ordnung, 
die in jedem der Punkte ®; und in jedem nur zur ersten Ordnung 
unendlich wird, und bilden die Su für den Punkt %;: 


(5) = N 28 2 : + .- .— a — a® + n®z = 


Wenn wir für den Koeffizienten a“ den Wert O0 zulassen, 


können wir in allen Punkten %; mit derselben Potenz 2” 2 an- 
fangen. Die Summe der Residuen von dJ ist 


209. 

Nach $ 182, 11. läßt sich ein Funktionensystem &,, 0, ..., Om 
so bestimmen, daß «, in dem Punkte ®, unendlich klein in der 
ersten Ordnung wird, in den übrigen Punkten %,; endlich und 
von Null verschieden bleibt. 

Setzt man dann 


mM Mm Mm Mm 
2 Ganle v. Di hld 
so wir 
De — 2 in 2 Anna. sendlichenndemehls 0.1; 
(6) bez Zu Par N, Dr» 2) 2) n =0, Pan 


TE 0 a RB, .. Pn-ı „ » „ Fr er in Pu 
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Verstehen wir nun unter &,, X, -.., &" rationale Funktionen 
von z, die nicht alle identisch —= 0 sind, und setzen: 


(7) „= ht %09% 44 nom 

so kann n nur dann für z = w, d. h. in den Punkten ®B,, 
By}... Pn endlich sein, wenn die x; für z = » endlich bleiben, 
also Brüche sind, deren Zähler nicht von höherem Grade ist als 
der Nenner. 


Sind nämlich die &,, X, ---, &n für 2= » nicht alle end- 
lich, so gibt es einen positiven Exponenten r, so daß die Pro- 
dukte, Aut aan en HUF „2 oo endlich sındanma 


mindestens eines dieser Produkte, etwa x,2”", von Null ver- 
schieden. Dann ist 

ZIN—=MEITOHT MT’ 4 Un" on 
im Punkte ®, endlich und von Null verschieden, und n kann daher 
in B, nicht endlich sein. Ebenso sieht man, daß keine Relation 
von der Form 


2101 4 %02 4°" &nOn = 0 





. bestehen kann, d. h. die @,, 03, -.., 9„ bilden eine Basis nach 2. 
Setzen wir also 
dJ 
(8) a — %,10ı ne %;,2 02 -_. Dr —+ Lin On; 
so ist 
dJ 
© a rt SE 72,2 “ie Tea = In,n- 
Nach (5) ist 
gmtr2 dJ : 
da 
für z—= » endlich und folglich gilt das gleiche von 
(10) ET a en 
Es enthalten also die Funktionen z,,, jeden der Punkte ® 
höchstens m — l1mal im Nenner, und 
RE, 
ze 


enthält jeden der Punkte ®B,, B;,.... im Zähler. (P, im allge- 
meinen nicht.) 
‘Nun ist nach (8): 
dJ | 
ee u + 2812098 4° + 281,n 00 
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Diese Funktion muß also in B,, B;, ... verschwinden. In 
dem Punkte ®, verschwindet aber 2%1,10,, 2%1,3035 +--, 2 X1,n On, 
während o, nicht verschwindet. Folglich muß 2x1,» in ®s, d. h. für 
2 — », verschwinden und 22%,» endlich bleiben. Wir haben also: 

Ist r nicht gleich's, so ist 22z,, für. z2= w endlich: 

Wir definieren nun die rationale Funktion u«® durch: 

EDER = DIN 1. a + a, 2! H u® ET 
worin die Konstante a‘ dieselbe sein soll wie in (5), und wir 
erhalten: 


(12) Fe ut], 
und nach (8): 
In? — WW] = 2191 7° 2 Ri io T PR Rir1 lien 
— Ba — 22 %Xı,n On» 
Im Punkte ®; ist 7@ endlich und e, von Null verschieden, 
während auf der rechten Seite alles in ®; verschwindet. Folg- 


lich muß auch u® in ®;, und, weil es rational ist, für 2 — 
endlich sein, und aus (9) und (11) folgt: 
(13) (7) = ae ar. HN)". 


Nach unserer Annahme über z enthält das Untereck ® von 
d.J keinen Punkt, in dem z einen endlichen Wert hat. 
Ist B ein Punkt, in dem z den endlichen Wert z, hat, so ist 


N dJ 2.08 dJ UNAU 
ETW. de gu: ,C 9) Te magean 





und in X ist der Punkt ®B einmal öfter enthalten als in 9, 
folglich ist: 


dJ 
15 [@ 8 Fi ==> nt 
(15) 7] =? 9 
Das ist die Forderung a) in $ 198. | 


Ist daher A,, A,, ..., A„ dieNormalbasis in 2, und u, Ya --., Un 
die komplementäre Basis, so ist: 


dJ 
(16) Tg hm rt Yala tr °°" T- Yale 
worin die y; ganze rationale Funktionen von 2 sind, woraus folgt, daß 
dJ 
(m) s(7)=» W198, (8)] 


eine ganze rationale Funktion von 2 ist. 
Weber, Algebra. III. 45 
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Da diese Funktion hiernach keine negativen Potenzen von z 
enthalten kann, so ergibt sich aus (13) der zu beweisende Satz: 
Zad, = 
der mit der besonderen Annahme über die Variable z nichts 

mehr zu tun hat. 

Als spezielle Anwendung folgt hieraus, daß !ein Differential 
zweiter Gattung kein Residuum hat, und daß die beiden Residuen‘ 
der Differentiale dritter Gattung gleich und entgegengesetzt sind. 

Ein eigentliches Differential do, wie wir schon gesehen 
haben, hat kein Residuum, und die Residuen des „logarith- 
mischen Differentials“ do:6 sind ganze Zahlen, nämlich die 
Ordnungszahlen in z. 

Wir wollen diese Betrachtungen mit dem Beweis des folgen- 
den Satzes beschließen: 


4. Nennen wir Differentiale zweiterGattung linear 
abhängig, wenn eine lineare Verbindung von ihnen 
und von Differentialen erster Gattung mit kon- 
stanten Koeffizienten einem eigentlichen Differen- 
tial gleich ist, so sind höchstens p + 1 Differen- 
tiale zweiter Gattung immer linear abhängig. 


Um dies zu beweisen, nehmen wir ein p-Eck zweiter Gattung: 
(18) Bu Ba. Bo 
mit p verschiedenen Punkten. Ist dann ‘B ein gegebener Punkt, 
so setzen wir: 


(19) = BP --- Pr 

und erhalten eine Klasse B, in deren Teiler jedenfalls B nicht 
aufgeht, weil sonst B, PB; ... P„ nach $ 199, 7. von der ersten 
Gattung sein müßte. Wir können also eine Funktion in 2: 


es 


bestimmen, in deren Untereck jedenfalls der Punkt B enthalten 
ist. Wir bilden nun das eigentliche Differential 

(21) dz = = 

in dessen Zähler 3 (dem Verzweigungspolygon nach 2) der Punkt ® 
nicht aufgeht, weil er in ll nur einfach aufgeht, und wenn wir 
dz nach $ 200, 4. durch Differentiale erster, zweiter und dritter 
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Gattung ausdrücken, so kann die dritte Gattung nicht in diesem 
Ausdruck vorkommen, weil sonst die Residuen nicht — 0 sein 
könnten. Dieser Ausdruck gibt also eine lineare Abhängiskeit 
zwischen den Differentialen zweiter Gattung, deren Unterecke 
lest 

Nimmt man für irgend einen positiven Exponenten m: 


UN PrIBR, BZER 
_ 4 ee) 
—— I’ Re 12’ 


so ist 3 durch B””*, U? durch B°”*, folglich das Untereck von 
dz durch ®” teilbar. Man bekommt dann eine lineare Abhängig- 
keit zwischen den Differentialen mit den Unterecken 


N Deo Be 22, 1, ns RS | Dar 


und damit ist der Satz 4. allgemein bewiesen. 


und | setzt 


2 


45* 


< “ 
Zn ah 


1 nich ah 
- Pe} 


Ha 


Dr F den n 
wg x er 
PIE Pr PP: Bau ® er u ZN: 


auch Fnaandsl TWR. le 2 u 
#141] 35h ar ka. fi Ars TEE, m ‚aaß und u, 
5 I a u « h} BL 


KATH E 


BET) BR 3 BR Be 25 
TRY KA ZEUE IT wir EtE2 eb til Fe 
WOHER var Kin nag, 
ae Galsing- ar En 

ei hen DeMEe 

7 HA 
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Tabelle I 


Entwickelungen der sechzehn #-Quotienten (S. 88). 
v durchläuft alle 


91%] (v - a) 


x 9,1 (0) 9,1 (a) SE 


1 Yo (v se a) 


79, (0) 9,0 (a) m 


Pd (W — A) 


7%, (v) do (a) = 


dan (v® + a) 


79,1 (0) 90 (R) > 


90 ld + U) 
8,0 (dv) Bd, (a) 


991 (ld + a) 


ganzen Zahlen von — » bis + =. 


e2 riay 


DEN 


ad) dr e2 Tiv dere I " 


9 ; ie 1) a 


N eariv _- 1 


g’ eriv e2 riav 


ae, 
a L)® Dr Er er riarv 


id e2 riv ine 1 


e2 Tiav 


aD rn 


AI (e)Fola) 


1 oo (v = «) 
Do (V) 91 (a) 


919 (v — a) 
Tv) do (u) 


99 (W + a) 
7%, (0) 911 (a) 
ıdoo (w + a) 
Io (0) 910 (A) 


ıdı (ld + a) 


9) dl) 


Hd (lv + a) 
91 (0) Foo (A) 


(— RE e2riav 
7.77 e2riv are | 17 
e2 riav en ' eriv 


2 > Tamm Peor®t] 
9 Su 1)" NE 5 Ei 


a Gast grerir ] 1% 
car +ı)ria 


2 rer an jo 


(— 1&% BIEDEIE 
=. B> ger+ieariv _] 
2: >). 
A et, 2 ertiv 


(— 1)’ 
a > a | ö 


errTteg 2 


ers 1 


11 oo (v + a) u 


Too (9) 91 (a) 


ta + u) _ 


TU (V) do (a) 


Hude ta) _ 


Au W) Hr lu) 


ta ta) _ 
do (lv) Hola) 


Tabellen. 
R e@r +)ria 
DI ee werner are . 
Des rk 
el v .@vy+l)ria 
9 BIER” 
a 


2y+1 
«2? +1) ia N 2 eriv 


N eaziv l B 





2v +1 
(— ik Ber 2 eriv 


9; 
2; 3) gerlerisy 1 


Tabelle I. 


Zweite Form der Entwickelung der sechzehn 
»-Quotienten (S. 91). 


In den Tabellen II, III, IV, V durchläuft m die Reihe der 


positiven geraden, n die Reihe der positiven ungeraden Zahlen, 
also: 


m — 2, 4, 6, 8,10, ..., 
n—=1,3,5,79, 


Ebenso soll m’ die geraden, n’ die ungeraden Zahlen durch- 
laufen. 


(1) 9191 (W + a) 


en A ET ne, cote x u 
79, (0)9,, (a) ne 


m em ria Vic en mria 
HS, m anne Al 


— cotgrv — tgna 


duo (lv + a 
> scHt, 2 Do a 


07 em zria ae e- mr ia 
2 Bee 2 [-% ML gm En e2 riv 2 | 


dal ta) 1 
(8) TI, (d)du (a) Sinnmv 


m m 
9 q? e-mrria eriv g? emriaeo-riv 
5 > e2 Tiv ea gg 7% e-?riv er 02 ; 


(4) dl ta) _ 1 
29, (v)9u(a) sinmv 








mM m 
m 2 p-mria priv 2 mria p—- riv 
EHE N)2 NE WARE gr 2 ae 
e2 Tiv a I e-?rıv rn gq” A 
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(5) 


(6) 


(7) 


(8) 


(9) 


(10) 


(11) 


(12) 


91 90(0 4 a) 


79,0 (0) 9,1 (a) = 


9191 + A) 


9,0 (v) 90 (a) 


+: el FR 


9 (® + a) 


TB, (V) do1 (a) Zr 


9191 (® + a) 


dv) do (u) Fr 


Tabellen. 


—tgrv 4 cotgra 


1% e- mria 


co DI er + gm u, 


— —tgrv—ttgrma 


q” e-mria 


1 
COS TV 





Mm 
q em rva eTiv 


1 
COS TV 


m 
emria eriv 


Ar N FL 


91 (ld + a) 


7801 (v) 9,1 (a) Er 


91900 (® + a) 





Do (0) Pro (a) Fr 


Se) 


91 (ld + a) 
ID, (d%) Po1 (a) 


90 (0 + a) 
7%, (0) oo (Q) 


es 2 >, | 


= -,2|% 


1 
sin va 





en 9; De e-nrria 
e2 riv ua gr 
| 
COS TA 


a . 
| gq" e-nria 





gq? e-nria eriv 


e2 riv Ei 9" 


N 
gq? e—Nn ztia eriv 


e2 riv Bi q 


e2 riv en 0% 


n 
g? en ia e- Tiv 
= e_-2riv Pe " 


7% emrria 
e-2 iv -+- | b 


gm em ria 
e-?riv er | i 


g? e-mria e-riv 
rap Aetietarain | 


0 e-2riv + 1 


n 
Q2 em ria e-Tiv 
Dear 1 F 


q” en ria 
> e-2riv ER | ; 


"gm en ria 
+ e 2? riv ron | 





n 
q? en tia =] 


e-2riv _ 73 


= 


(13) 


(14) 


(15) 


(16) 


Tabellen. 
AI (v) dla) sSinma 


gq” en zria 


1 2: I] 7 — BEN 


dl ta) _ 1 
AI (v) dla) cosma 





q” en ia 


vr 31er 1) I. — gr e- 


990 (® + Aa) 
IT oo (v) Por (a) | 
29 >3 B enria e—riv 
e-2riw + g" 
Pd (v + a) 
TI lv) Don (a) 


N 
air 2 znria priv 
; —— (2 e 
De 1) 12 dee WER 
e et 
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0% e” nrria 
e2 Tiv — | : 


q" e-nria 
eariv re |. 


N 
q? e-nrria eriv 
er e2 riv En g" " 


N 
g? e-nria eriv 
e2 riv + gq" i 


LahaLyozıll: 


Entwickelung der ®-Quotienten in trigonometrischen 
Reihen (8. 92). 


(1) 


(2) 


(3) 


(4) 


(7) 


(8) 


Yıdıı (v 20) 


dert a) _ 
79 (W)dolu) 


ra (lv + A) ki 
7%, (9) do (a) 


ea) 


le) 


Hd ( + a) 
Yo (v) 9, (a) 


ı9ı(W + a) er 


790 (V)dola) 


Hude ta) _ 
ZI (W)dıla) 


da a ta) _ 
U, (dv) Foo (a) 


2: 


— cotgrv cote x a 
7%, (v) 91 (a) 5 2; 5 


+ 4D)g ? sinz(ma + m'»). 


cotgrv — tgrma 


m mm! 


— > (— 1)2q 2 sinz(ma + m’v). 
> —+ 451g? sinz(ma + no) 


sin Tv 


1 
SINTV 








m mn 


+ 4D)(—- 1)?q? sina(ma+ no). 


Vertauschung von a und v in (2). 


tgnv +Htgna 
m+m' mm! 


4 >) 1) 2 g sinz(ma + no), 
1 








COST 
| n—2 mn 
+4 DI(—1) ? q? cosa (ma —+ no). 
l 
cos mv 
mtn—1 mn 
4a>(—1) 2 q? cosa(ma + nv). 


(16) 


91991 (v + u) 
TU, (%) 91 (a) 
91 old + a) 
dl + A) 
7 d41 (0) Por (a) 
Mıdı0(V — a) 
To (U) oo (a) 
do (® + a) 
Do (9) 9, (a) 
dl + a) 


I) la) 


990 + A) 
TI (V) doı (R) 
dl + A) 
Tg (V) Don (A) 








Tabellen. auz 


Vertauschung von a und v in (3). 


Vertauschung von a und v in (7). 


nn 
— 4 Dig? sinz(na-+ nv). 


n—ı nn! 


—=4D,(—-1) ? q? oosa(na-+ nv). 


Vertauschung von a und v in (4). 
Vertauschung von a und v in (8). 


Vertauschung von a und v in (12). 


n+n' nn 


—— —4N3(—1) 2? q? sinz(na-n'v). 





Tabelle IV. 


Entwickelungen der elliptischen Funktionen (S. 163). 


(1) 


(2) 


(3) 


(4) 


(6) 





sn2 Ku 


2+K 





en2Ku 


EN dn2Kwu 


K 1 
x sn2Kwu 


DD 


DD 


K cn2Ku 
z sn2Ku 





2K dn2Ku 
z sn2Ku 





Ä CE, 
ne ei 


aD 
n—1 


Acosmv D)(—1) ?. 


R 


g? EN 
4 ST m lt 
n—1 


(—1) 2 gqr(cos2ru — q") 
et, >, 1 — 2gqrcos?2zut gr 


Mm 


2 
1-+ Dig eoman 








- sin NTU. 


(1 — q") g? 
1 — 2g9"rcos2ru—+ gq?* 











a? (1+q®) 

nm teen DI — gr cos2 ru —t gq?" 

q” > j 
—— en sinenu. 
cotgru+4sin?mu >) I —_gmcos?mut gm 

07 : 
cotgzu —4 sınz mu. 

5 >= it En 2% 
Babel 

mtr Ir gr cos2ru + g?" 





DI a NTU. 


sin mu IT W 


2#«K snKu 
zn cn2Ku 








2 K dn2Ku 
"x cn?2Ku 


u ai Be 
zz dn2Ku 


2x«' Ksn2Ku er 
RT 





2+K en2Ku IE: 
IL ID2Ku 








Tabellen. es. 


N? A+g”) 
ee 


Bet 


4% 
on > (—1 | Egqn COSNTU. 
mM 


(— 1)2 qm 


> SR LE DS een Dee Era 
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(Die Zahlen geben die Seiten an. Die Definitionen vorkommender Konstanten und Funk- 
tionen sind unter den Stichwörtern Konstante, Funktion, Modulfunktion nachgewiesen.) 


Abbildung, eindeutige 6. 
Abelsche Differentiale 689. 
— Relationen 205 ff. 
Abelsches Theorem 44, 671, 694. 
Abgeleitete Ideale 353. 
Absolute eines rationalen Funktionals 
641. 
Absolute Normenreste 394. 
 — Norm eines Funktionals 644.‘ 
— — — Primfunktionals 653. 
Additionstheorem der elliptischen Inte- 
grale 43 ff. 
— von en, dn, sn 50, 142 ff. 
— der g-Funktion 162. 
— der #-Funktionen 76 ff. 
—Zvorn, Olv), H) 142. 
Alcebraische Darstellung von $ 135 ff. 
— — der Thetanullwerte 135 ff. 
— Funktionen 624. 
Allgemeine Teilungsgleichung 216. 
Amplitude 49. 
Anzahl der Geschlechter 409. 
Äquivalenz, allgemeine, verschärfte 366. 
— in Ordnungen 361#. 
— von Formen 331. 
— — — im quadratischen Körper 
347 ff. 
Argument von % 68. 
Arithmetische Natur der Klassenfunk- 
tion 426 ff. 
Assoziierte Funktionale 641. 


Basis eines Funktionals 651. 
— eines Funktionenkörpers 626. 
— einer Ordnung 353. 





Basisform 356, 651. 
— eines Primfunktionals 653. 
Birationale Transformation 660. 


Cauchy 34. 
Cayleys Entwickelung der Modulfunk- 
tionen 548. 

Charakter der 7-Funktion 64. 

— einer ganzen Funktion 53. 

— einer quadratischen Form 381. 
Charakteristik der 7-Funktion 64. 
Coneordante Formen 428. 


Darstellung von Zahlen durch quadra- 
tische Formen 376 ff. 

Dekomposition von Substitutionen 99ff. 

Derivierten von 9 81ff. 

Differentiale 631, 688. 

—, Abelsche 689. 

—, eigentliche 689. 

—, elliptische 4. 

— erster Gattung 690. 

— zweiter und dritter Gattung 690, 699. 
Differentialgleichung für K 168. 
Differentialquotienten 679. 

— erster Gattung 691. 

—, Darstellung durch Polygonquo- 

tienten 683. 
Dimensionen einer Polygonschar 675. 
Dirichletsche Grenzformel 404. 
— Summen 602. 
Diskriminante 321 ff. 

— der Invariantengleichung 431 ff. 

— des quadratischen Körpers 339. 

— einer Ordnung 351. 
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Diskriminante im algebraischen Funk- 
tionenkörper 631. 

Diskriminantenform, Zahlen von 321. 

Doppelpunkte 687. ° 

Doppelt periodische Funktionen 57. 

— — — der zweiten Art 59. 

Doppelverhältnis 6. 


Eigentliche Darstellbarkeit 366. 

— Teilungsgleichung 216. 

— Transformation 103. 

Einheiten im Teilungskörper 589. 
—, funktionale 644. 
Einheitsfunktionen 55. 

Einhellioe Formen 428. 

Einige Formen 428. 

Elliptische Differentiale 4. 

— Differentialgleichungen 139, 166. 
— Funktionen Jacobis 137 ff. 

— Integrale 3. 

— Kurven 19, 23. 
Entgesengesetzte Formen 372. 
Entwickelung von log n (w) 559. 
Euler 17. 

Exponent einer ganzen Funktion 677. 


Formen zu einer Idealbasis 332. 
Formenklassen 333. 

Fremde Zahlen 358. 
Fundamentale Einheiten 398 ff. 
Fundamentalsatz für 09-Funktionen 69.” 
Funktionale 363. 

— im Körper 2 642. 

—, rationale 639. 

Funktion en, dn, sn 49. 

— E(w) 154 ff. 

H(u) 141. 

po (u) 150. 

N (u, v) 157. 

o(u) 116. 

Tb: 

(u) 141. 

Z (v) 154 ff. 

C (u) 161. 


@aloissche Gruppe der Teilungs- 
gleichung 208. 
— — — Thransformationsgleiehung 
234 ff., 305 ff. 
Ganze Funktionale in 2 643. 
— Funktionen 55, 635. 
— rationale Funktionale 641. 


. Irreduzibilität der 
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Gattung der Integrale 39. 

— von Punkten 39. 
Gausssche Summen 328. 

— Transformation 105 ff., 146. 
Gebrochene Funktionen 658. 
Gehörig, zu einer Gruppe 178. 
Genera von Formenklassen 382. 
Geschlecht des Körpers 685. 


re 


Geschlechter von Formenklassen 382. | 


— — Idealklassen 388, 395 ff. 

Gitterpunkte 402. 

Grad eines algebraischen Funktionen- 
körpers 625. 

Grundzahl 339. 

Gruppe der Idealklassen 598. 

— von Kollineationen 98. 

— der Teilungsgleichung 208 ff. 

— des Teilungskörpers 576. - 

der Transformationsgleichungen 

234 ff., 305 ff. 

Gudermannsche Bezeichnung 
elliptischen Funktionen 49. 


der 


Hauptcharakteristiken 72. 
Hauptordnung 351. 
Haupt-9-Funktionen 72. 
Haupttransformationen 100. 

— 2. Ordnung 105. 

— ungerader Ordnung 110 ff. 
Hermite 16. 
Hermitesche Transformation 17. 
Holomorphe Funktionen 648. 
Homogene Variabeln 4. 

— Weierstrasssche Funktionen 564. 


Idealgruppen 596. 
Idealklassen 333. 

— nach den Ordnungen 362 ff. 
Idealteilungsfunktion 592. 

Index 430. 

— eines Gruppenteilers 597. 
Integrale der ersten, zweiten, dritten 
Gattung 39, 43, 154, 690, 699. 

—, elliptische 3. 

Invarianten, der elliptischen Funk- 
tionen 13, 15. 

— der f,(x) 15, 152. 
Invariantengleichung 237 ff. 
Klassengleichung 

442, 619. 

— des Klassenkörpers 608. 
Isolierbedingungen 401. 

Isolierte Polygone 672. 
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Jacobische Bezeichnung der ellipti- 
schen Funktionen 49. 

— Funktionen #(v), H(v) 141. 

— Modulargleiehungen 273 ff. 

— 9-Formeln 80. 

— Transformation 30. 

— Transzendenten 153, 157. 


Klassenfunktion 421. 
Klassengleichung 421. 
Klasseninvarianten 420, Tabelle VI. 

—, Berechnung 457 ff. 

— derselben Diskriminante 435. 
Klassenkörper 422, 607, 620. 

— und Ordnungskörper 455. 
Klassenzahl 405 ff. 
Klassenzahlrelationen 423. 

- Kollineationen 97. 

Komplement des Moduls 9. 

Komplementärer Modul 9. 

Komplementäre Stammteiler 332. 

Komplexe Multiplikation 414 ff. 

— — der Jacobischen elliptischen 
Funktionen 583. 

— — von p(u) 566. 

Komposition der Formen 335. 

— — — in den Ordnungen 369 ff. 

— — Klassen 370. _ 

— — Ordnungen 373#. 

— — quadratischen Formen 428 ft. 
Kongruenz (nach o,, w,) 57. 
Kongruenzgruppe 178, 598. 
Kongruenzmoduln 178. 

Konstante e,, e, €; 151. 

— 71, 9, 118, 161. 

— x 9, 137. 

— K, K’ 139 ff., 168 ff. 

— q 3. 

Körper algebraischer Funktionen 625. 
Körperdiskriminante 637. 
Kovarianten der f,(x) 16. 
Kroneckersche Grenzformel 526 f. 

— Klassenzahlrelation 423. 
Kurven, elliptische 19. 

—, rationale 19. 


Landensche Transformation 105 ff., 
146. 
Legendre 9. 
Legendresche Relation 156 (161, 118). 
Legendresches Symbol 322, 385 ff. 
— —, erweitertes 323. 
Lineare Abhängigkeit 70. 
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Lineare Abhängiekeit der Funktionen 
fo), fo), fa(w) 114. 

— — der 9-Funktionen 103. 

— Fundamentaltransformationen 101. 
— Substitution 6, 8. 

— Transformation 5, 8, 98. 

-— — von en, dn, sn 147 ff. 

— — — ,(») 124. 

— — der Funktionen f(w), fı (w), 

fs (w) 114, 132. 

— — von o 118. 

— — der 9-Funktionen 103ff., 130. 
Linearformen, Primzahlen in den 613. 
Minimalbasis im Funktionenkörper 

637. 

Modulargleichung 36, 226. 

— in irrationaler Form 269 ff. 

—, Jacobische 273 ff. 
Modularkorrespondenzen 280 ff. 

Modul der elliptischen Integrale 9. 
durch Thetanullwerte 
dargestellt 137. 

— — Kongruenzgruppe 598. 

— — %-Funktion 68. 
Modulfunktionen 177. 

—, n(w) 8, 112ff. 

—, f(»), fi (w), fr (w) 8Öf., 112 ff. 

—, Y2(w), Ya (w) 179. 

—, 3(®) 153, 174 ff. 
Monodromiegruppe der Teilungsglei- 

chung 212 ff. 
Multiplikation der elliptischen Funk- 
tionen 190 ff., 576. 
— des elliptischen Differentials mit 2: 
18. 

— von p(u) 196 ff. 

— bei Transformationen 97. 
Multiplikator einer Transformation 31. 
Multiplikatorgleichung 37, 226. 

— erster Stufe 249 ff. 


Normalbasen 676. 
Normalform des elliptischen Differen- 
tials 9. 

—, Legendresche 13. 

—, Weierstrasssche 13. 
Normalintegrale der drei Gattungen 483. 
Normen im algebraischen Funktionen- 

körper 627. 
Normenreste 389. 

— der Primzahlpotenzen 390 ff. 

Normenrestgruppen 389 ff. 
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Ordnung der doppelt periodischen 
Funktionen 58. 

— — Nullpunkte 54. 

— — T-Funktion 61, 67. 

— — Unstetigkeitspunkte 54. 

Ordnungen im quadratischen Körper 
351. 

Ördnungsgruppe 358. 

Ordnungskörper 455. 

Ördnungszahlen 666. 


Parallele Formen 361, 377. 

Partielle Differentialgleichung für # 71. 

Periodenparallelogramm 56. 

Periodenteilung 204. 

Periodizität, allgemeine 56. 

— von en, dn, sn 5l. 

Periodizitätsfaktor 61. 

Pole von p (u,u) 568. 

Polygone in algebraischen Körpern 667. 

Polygonklasse 671. 

Polygonquotienten 671. 

Polygonschar erster Gattung 672, 

Polygonscharen 672. 

Positive Idealbasen 331. 

Potenzsummen 632. 

Primäre Ideale 353. 

Primdiskriminanten 322. 

Primfunktionale 646. 

Primideale ersten Grades im Teilungs- 
körper 594. 

— in den Klassen 611. 
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Residuen 54, 702 ff. 

Residuensumme 703. 

Resolventen für den 5. Transformations- 
grad 309 ff. 

Reziproke Substitution 98. 

Reziprozitätsgesetz der quadratischen 
Reste 345. 

Riemann-Rochscher Satz 695. 

Riemannsche Fläche 666. 


Satz von Cauchy 54. 
Schläflische Modulargleichungen 
256 ff. 
— — für Primzahlgrad 265 ff. 
— — für zusammengesetzten Grad 
274 ff. 


 Sigma-Funktionen 116. 





— — durch $ dargestellt 122 ff. 
Sigmanullwerte 119 ff. 

Singuläre Moduln 419. 

— Perioden 413ff. 

— Werte der Modulfunktionen 419. 
— — von J(w) 418. 


' Spuren im algebraischen Funktionen- 


körper 627. 


' Stammdiskriminante 321. 


' Stamm einer 


iskriminante 321. 


' Stammteiler einer Diskriminante 380. 


Produktdarstellung der 9-Funktionen 


83 ff. 
Punkt im algebraischen Körper 661. 
Punkte der 1., 2., 3. Gattung 39. 


Quadratische Klassengleiehungen 516. 
— Körper 338 ff. 
— Substitutionen 13. 


Rationale Integrale 4. 

Raumkurve vierter Ordnung 23. 

Reihendarstellung der %-Funktionen 
86 ff. 

Reihenentwickelung der elliptischen 
Funktionen, Tabelle IV, 162 ff. 

— — Transzendenten 2. Gattung, 
Tabelle V. 

— — p-Funktion 185 ff. 

— — c-Funktionen 182 ff., 186. 

— — #-Quotienten, Tabelle I, II, II. 

Reihenkonvergenz 553. 





Substitutionen, ganze 6. 

—, Hermitesche 17. 

—, lineare 6, 8. 

—, quadratische 13. 

Symbol von Legendre 322. 

— — —, erweitertes 323. 

Symbolische Multiplikation von Stamm- 
teilern 380 ff. 


Taylorsche Entwiekelung 660. 


 Teilbarkeit der Funktionale 644. 


Teiler einer uneigentlichen Polygon- 
klasse 674. 

— eines Ideals 353. 

— , größter gemeinschaftlicher von 
Funktionalen 645. 

Teilung der elliptischen Funktionen 200. 

— — — — mit singulärem Modul 
588. 

— — Perioden 204. 

Teilungsgleichung 202. 

—, allgemeine, eigentliche 216. 

—, auf Transformationsgleichungen 
zurückgeführt 217 ff. 

—, ihre Gruppe 208 ff. 
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Teilungskörper 573, 592, 620. 
— und Klassenkörper 620. 
Thetafunktion 68 ff. 
Thetanullwerte 85. 
 Thetaquotienten 88 ff. 


Transformation von Differentialen 5. 


—, Gausssche 33. 

—, Hermitesche 17. 
—, Jacobische 32. 

—, Landensche 34. 

— 2. Grades 32. 

— 3. Grades 35. 

— der T-Funktionen 94. 


Transformationsgleichung 221. 


—, Bildung der 225 ff. 

— erster Stufe 246. 

— für y, und y, 247 ff. 
Transformationsgrad 94, 234. 
Transformationszahl 94, 234. 


Uneigentliche Äquivalenz 331. 


— Diskriminanten 321. 
— Polygonklassen 674. 
Unstetigkeitspunkte 53. 








Vertauschung von Argument und Para- 
meter 157. 
Verwandte 7-Funktionen 65. 

— 6-Funktionen 70. 
Verzweigungspolygon 669. 
Verzweigungspunkt 669. 
Verzweigungszahl 669. 


W eierstrass 13. 
Weierstrasssche Primfaktoren 56. 
— g-Funktion 150. 
— o-Funktionen 116. 
— Transzendenten 2. und 3. Gattung 
160 ff. 
Wurzeln der Transformationsgleichung 
231. 
Wurzelsystem, vollständiges 533. 


Zahlgruppen 358, 596. 

Zahlringe 351. 

Zerfällung der Klassengleichung 616. 

Zusammensetzung der Transforma- 
tionen 95 ff. 

Zweiteilung der elliptischen Funktionen 
200, 


Berichtigungen zum ersten Bande. 


(Kleinere Versehen, die der Leser leicht selbst verbessert, sind hier nicht aufgeführt.) 


Seite 185, Zeile 4 v. o. lies (m — s)(n — s) + s statt (m — s) (n — s) nach 


Seite 


einigen leicht ersichtlichen Änderungen in den letzten Zeilen von 
Seite 184. i 

186, Formel (4) lies nu + mv statt nv + mu. 

195, Zeile 7 v. o. lies zwei statt drei. 

198, ge 130 000, BU Meta DD. 

210," „RTV ERBLARL AT, 

221, Formel (13) und (14) lies r—1 statt r. 

246, Zeile 6 v. u. ist O, zu streichen. 

320, Formel 7 das zweite $ (2)6(2)* durch P(x)d(x)? zu ersetzen. 

339, Zeile 4 v. u. lies reellem statt imaginärem. 


445, „ 19 v.o. „ unlösbar statt-lösbar. 
457, „ 13 v.o. „ (mod p) statt (mod m). 
Ba, Iv.0. „ u statt m. 

652, „ 1v.0. „ w/a statt win. 


6u79= 5 7 v. u. ist hinter „Normalgleichung“ einzuschalten: mit 
reellen Wurzeln. 


Berichtigungen zum zweiten Bande. 


231, 232. Bei der Anwendung, die hier von dem Satze 4 gemacht ist, 
wurde übersehen, daß die Invarianten selbst zum Rationalitäts- 
bereich gehören, daß also die Darstellung von J als rationale 
Funktion von 0 eine reine Identität (J = J) ist. Demnach ist 
der Absatz Seite 231 unten von „Aus diesem Satze“ bis 232 oben 
„unentschieden bleiben“ zu streichen. 

640, Zeile 14 v. o. lies F’(r) statt F’(r!). 

697, „ 13 v.u.: Die hier folgende Schlußweise muß folgendermaßen 
abgeändert werden: 

Aus (13) ergibt sich durch Multiplikation mit g, und Sum- 
mation: 


—nx20,9, + au < 29,4, <20,9, + au. 


Berichtigungen zum dritten Bande. 133 


Setzt man 
N2 20,010, 


so ist um so mehr, da die Summe der absoluten Werte nicht 
kleiner ist, als der absolute Wert der Summe: 
(14) — rau << 29, << Fan, 
Man setze nun 

—_— got eau=a, ea RR 1 

ad a — a = 29 

und erhält: 
(15) 29.1, <u. 


Ersetzt man u durch "= u-+ dd, so geht a in a’ über (das 
wäre bei der Formulierung des Textes nicht der Fall), und wenn 
man a" = «+aed=g-+ «uw setzt, und wenn ), ebenso von 
w' abhängt wie A, von u, so ergibt sich 

a < 29,4, air. 


Durch Fortsetzung dieses Verfahrens wird eine Reihe von ganzen 
Zahlen 
ER 
den folgenden Bedingungen gemäß bestimmt. 
Von hier kann wie im Text Seite 698 oben fortgefahren 
werden. Der Text auf S. 697 wird richtig durch folgende vier 


Korrekturen: 


Seite 697, Zeile 13 v. u. lies nk &d,| 9,| statt Rd, y,. 


Bel Teyn. Bd istatt ng 
> BVZ Far end. 
” leve u... y 249 » R+DVg. 





Beriehtigungen zum dritten Bande. 


Seite 28, Formel (23) lies K? statt K,. 


124, 
180, 
185, 
333, 
340, 


‚394, 


525, 


Formelsystem (8) lies u statt u.. 
Zeile 9 v. u. lies «Bd „  e?Py. 
letzte Zeile und Seite 186, Formel (6), (7) lies g% statt g2. 
Zeile 8 v. o. lies äquivalent, wenn statt äquivalent. Wenn. 
Zeile 4 v. u. lies a,, statt A;s- 

„ 18 v. o.:b) ist —5 zu streichen. 
Formel (1) lies Ax* statt A. 
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